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ANALIZA DRGAN PARAMETRYCZNYCH POWLOKI STOZKOWEJ PRZY
NIELINIOWYM TEUMIENIU .

FERDYNAND TWARDOSZ [ JERZY ZIELNICA (WARSZAWA)

Praca zawiera analize drgan parametrycznych cienkosciennej powloki w ksztalcie stozka $cigtego
swobodnie podpartej na obu brzegach. Parametryezne drgania powloki sa wymuszone silami po-
diuznymi i wszechstronmym réwnomiernym cidnieniem zewnetrznym, Na podstawie hipotezy
Dawidenkowa uwzgledniono nieliniowe tlumienie materiafowe, Do analizy wykorzystano wyniki

rozwazan przeprowadzonych w pracy [2].

Praca niniejsza podaje szereg przykiadéw numerycznych oraz waioski wynikajace z ich analizy.

1. ROWNANIE ROZNICZKOWE DRGAN PARAMETRYCZNYCH

Matematyczne zagadnienie sprowadza si¢ do analizy mastgpujacego réwnania
rozniczkowego [2] opisujacego drgania parametryczne powloki stozkowej przy
uwzglednieniu nieliniowego tlumienia wg hipotezy Dawidenkowa:
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Poza tym n oznacza liczbe fal po obwodzie, m liczbe péifal w kierunku tworzacej,
a"pozosta.{e oznaczenia wynikaja z rys. 1.

Rys, 1

2. AMPLITUDA I KAT FAZOWY DRGAN NIEUSTALONYCH

Dla zbadania nieustalonych drgan powloki przy zmianie czgstosci sit zewneirz-
nych oraz wyznaczenia wielkosci amplitudy & 1 kata fazowego ¢ wykorzystamy
nastgpujacy uklad réwnan [1] i {2]:
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ds 6  cuf?
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Aby OtIZ}’maC rownama @2bHw postaci jawnej nalezy, korzystajac z (1. 2), wymaczyc

funkcj¢ thumienia J (@ cos ). W tym celu musimy przyjaé wartosci Wspolczyﬂmkow
i, L (réwnanie (3.4) w pracy [2]). Wielkoéci te zalezq od rodzaje materiatu, z ktdrego
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wykonana jest powloka. Przyjmujac dla powloki stalowej jmle=3 otrzymamy- po
scatkowaniu -(1.2) nastgpujacy wzor:
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Wspdlczynniki D; (i=1,2, ..., 8) zaleZacA od stalych materiaty, wymiarow powloki
i od liczb m, n. Poniewaz maia bardzo ztozong budowe, nie podajemy ich tutaj
w jawnej pdstaci. .

Po wstawieniu (2.2) do ukfadu réwnan (2.1) dostaniemy

da  ea® % eap2”

P —f 7 () sin y dw — -8in 28,
(2.4)

d9 @ gufd? ga® T

T2 5 00529+-““fJ(W) cos i 4.

V_V glallyg przypadku uk%ad réwnan (2 4) nie daje SIQ scalkowac w postam zamknietej,
totez do wyznaczenla a i 8 trzeba stosowaé metody numeryczne .. Na podstawie
otrzymanych wynikéw mozna sporzadzic wykresy przedstawmjacce krzywe przejicia

przez rezonans parameiryczny.

3. AMPLITUDA DRGAN USTALONYCH

Zajmiemy si¢ z kolei rozpatrzeniem ustalonych drgad parametryczhy'ch. Stacjo-
narne wartodci amplitudy @ oraz kata fazowego § wyznaczymy Z réwnan, ktére
uzyskamy przyréwnujge do zera prawe strony rownaf (2.4):
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Réwnanie (3.1) przeksztalcimy do postaci
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przy czym w réwnaniu (3.1) w granicach dokladnosci pierwszego przyblizenia przyjeto
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W ten sposob otrzymalidmy zaleZnofci wig2ace z soba amplitude i kat fazowy.
Po wyeliminowanin & z (3.1) i vporzadkowaniv wzgledem 4 uzyskamy réwnanie
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Rozwigzujac je wzgledem o oraz uwzgledniajac (3.3) otrzymamy
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Wrykorzysinjac funkcje (3.3) moZemy sporzadzic rezonansdwy wykres funkceji
#=f(0%) dla ustalonych wartoSci pozostalych parametrow.

4. OBLICZENIA NUMERYCZNE I WNIOSKI

Dla zilustrowania otrzymanych wynikéw i wyciagniecia wnioskéw przytoczymy
szereg przykiadow liczbowych. W pierwszej kolejnosci zajmiemy sig ‘wyznaczeniem
charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych drgan ustalonych dla réznych
parameirdw, zgodnie ze wzorem (3.5). Ze wzgledu na zoZonos¢ zwigzkow, a szcze-
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g6lnic funkcji tlumienia, w obliczeniach poshuzono si¢ komputerem. Obliczenia
przeprowadzono dla powloki w ksztalcie stoZka .Scigtego, swobodnie podpartsj
na brzegach, obciazongj WSLEChSth]‘lleHl cifnieniem rownomlernym p 1 sda
wzdluzna N, :

Jako wielkosci podstawowe przyjeto: odleg’msc od wierzchotka do gornej pod-
stawy 5, =432 cm, dlugo§é powloki wzdluz tworzacej I=s;—s5, =200 cm, grubosé
powloki h=0,4 ‘cm, modul sprezystofei podtuznej E=2,1-10° kG/cm?, wspdt-
czynnik Poissona v=0,3, masa whasciwa p=0,8 - 10-* kGs%/cm*, kat wierzchotkowy
2y=20°, wspétczynniki thumienia k=16310 (przy fcinaniu), #=4860 (przy rozcig-
ganiu), stosunek obcigzenia podhuznego do poprzecznego k=4cm.

Jezeli ktérykolwiek z wymienionych parametrow dla celéw analizy ulega zmianie,
to zostanie zaznaczony ten fakt na odpowiednim wykresie. Na wykresach podaje sie
réwnie czgstosé drgad swobodnych powloki obciazonej £, obliczong po przyjeciu
Po z¢ wzoru (1.3). :
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Na rys. 2 przedstwiono. s_zer'eg charakterystyk ampli_tudqwo-czgstoﬂiwoéciowych
dla réznych wspélezynnikow pulsacji fi,,, przy pozostatych parametrach stalych.
Stwierdzié¢ mozna tutaj, ze rwigkszeniu wspélczynnika u towarzyszy rozszerzemie -
obszaru ograniczonego krzywa rezonansowq, przy jednoczesnym przesuwaniu sig
wierzchotka tej krzywej w kierunku mniejszych czestotliwodci obciaZenia wymusza-
jacego ©. Zbadano réwniez wplyw wspdlozynnikéw thumienia “materialowego




ANALIZA DRGAN PAI;RA-METRYCZYCH POWLOKI STOZKOWEY 197

k i n na przebieg charakterystyk. Liniami przerywanymi na rys. 2 zaznaczono wyniki
rozwiazan przy zatoZzenin odpowiednio #=3000 i #=7000 dla =04 i k=16310;
dla pozostatych parametrow jak poprzednio. W wyniku stwierdzono, ze zmuiejszenie
wartodci wspolezynnika thumienia # wywoluje przesunigcie ku gérze wierzchotka
krzywej w poblizu rezonansu, przy czym dla ¢=0, czyli na osi 8, krzywe wychodza
* 7 tych samych punktéw. W wyniku zmiany wspdlezynnika ttumienia przy $cinaniu k
nie stwierdzono wyraZnej zmiany przebiegu charakierystyk, Wydaje sig, Ze wspdt-
czynnik ten wykazaiby istotny wplyw m.in. na powlokg poddang skrgcaniu.
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Rys. .3 przedstawia szereg charakterystyk amplitudowo-czgstotliwosciowych
dla réznych. katow wierzchotkowych “powloki 2y, przy pozostalych parametrach
ustalonych. Na wykresach nie zaznaczono liczbowo . obliczongj czgstosci drgan
wlasnych, w,,, ktdra oczyw1scm dla kazdej powlokl jest.inna. Z #ys. 3 wynika, ze
wzrost warto$ci kata y bardzo wyraZnie rozszerza obszar krzywej w poblizu rezonan-
su, w kierunku rosnacych amp!:md i to w sposéb nieliniowy. Dla katéw bliskich 90°
obszar ograniczony krzywa zostaje bardzo wydhizony przy zwigkszeniu amphtudy,
co mozna wykorzysta¢ jako pewna wskazoéwke dla projektowania powlok przy
obeigzeniach dynemicznych. Zbadano réwnies wplyw czgstodel drgan swobodnych
£y, kiora zostala przyj.ﬂta. W odpowmdmm stosunku do obhczoneJ czgstoscx drgat
wlhasnych @y pl?y czym .Q,,,,,<co,,,,,, co wynika ze wzoru {1 3) Z rys, 3 w1dac,
ze. dla mniejszej czgstosei 0 HZ}’Skll_}e si¢ zmnigjszenie 1 przesuwanie w lewo, 1j.

w kicrunku mniejszej czgstoscl obeigzenia wymuszajacego €, obszaru ograniczonego
charakterystyka w poblizu rezonansu. : . N ‘
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Drugi etap obliczen stanowi analiza drgani nieustalonych powloki w poblizu
gléwnego rezonansu parametrycznego powloki. W tym celu nalezy rozwigzac
uklad réwnan {2.4) ze wzgledu na amplitude i kat fazowy jako funkcje czasu. Jak
juZz wspommniano, rozwigzanie Scisle tego ukladu jest niemozliwe, w zwigzku z tym
zrealizowano calkowanie numeryczne. Zastosowano metodg Rungego-Kutty,
wykorzystujac komputer. ZaloZono, 2e chwilowa czgstodé drgan zewngirznego
obcigZenia ‘Wwymuszajacego jest liniowa funkejg czasu, tj. zmienia si¢ wg prawa

1 _ 0 ()=8,+p1, B

gdzic @, oznacza crestodé poczatkowa, S staty WSpolczynmk odpowmdaja‘cy
szybkoéci narastania czesiodci.

Zalozono nastgpujace wartoéci poczatkowe: 14=0, 4,=0,1-107°¢ cm, J,=n/4.
Krok catkowania przyjeto réwny A¢==0,001 s, lub 0,002 s, co w przyblizeniu odpo-
wiada 1/10 czasu jednego cyklu. Na krzywych (rys. 4 do rys. 9) zaznaczono punkty

- odpowiadajace giéwnemu rezonansowi parametrycznemu (@=20), obliczajac czas
tr., Z przeksztalcenia wzoru (4.1).
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Na rys. 4 przedstawiono wyniki rozwiazaf dla réznych czestoéei drgari swobod-
nych ukladu obcigzonego £ i to zaréwno dla materiahi z thumieniem jak i bez
tlumienta, co pozwala na wyciagnigcie istotnych wnioskéw. Z wykreséw pokazanych
na rys. 4 wynika, Ze przed momentem, w kiérym zachodzi gléwny rezonans para-
metryczny- amplituda jest mala, natomiast po przejéciu przez rezonans gwaltownie
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narasta. Przy dalszym zwigkszanin czasu amplituda osiaga pewna warto$¢ maksy-
malng, nastepnie maleje w postaci nieliniowych oscylacii. Dla przyjetych tuiaj
parametrow podstawowych stwierdzono wyrazny wplyw tlhumienia matertalowego
na wartos¢ amplitudy maksymalnej, szczegdlnie dla wigkszej £2. Krzywa zaznaczona
na wykresie linia kropkowa oznacza brak thumienia materialowego, co uzyskano
z rozwigzania po. odrzuceniu wyrazéw uwzgledniajgeych tlumienie w ukladzie
 réwnah (2.4). Zaobserwowaé mozna tutaj wyrazng réznicg w przebiegu obydwu
krzywych; op. dla 2=0,6 », szczegdlnie po osiggnigeiv amplitudy maksymalnej,
Dla £2=0,5 w wplyw tlumienia nie jest wielki, intensywno§é narastania amplitudy
po przejéciu przez rezonans jest tutaj rowniez mala. Linig przerywang na rys. 4
zaznaczono wykres kata fazowego 9 jako funkeji czasu. Jak widaé kat fazowy,
czyli réznica faz pomigdzy drganiami swobodnymi i zewngtrznym wymuszeniem,
osiaga wartoéé maksymalng w otoczeniu rezonansu gléwnego, po czym nieliniowo
maleje, osiagajgc nawet wartodci ujemne. Chwilowy kat fazowy bez tlumienia posiada
jednak wartosci wyzsze niz z thumieniem. Na rys. 5 podano rozwiazanie dla tych
samych parametréw, co w poprzedmm -przykladzie, lecz -dla czestofel Q=08 .
Wplyw ttumienia okazat sig tutaj tak duzy, ze efekt rezonansu nic wywolal w ogdle
gwaltownego wzrostu amphtudy, w odréznieniu od materialu bez thumienia.
Celem wykresu pokaza,nego na rys. 6 jest wykazanie, Ze Zmlana ¢zestodei poczat-
kowej ©, ma istotny wplyw na wzrost amplitudy po prze;scm przez rezonans, Im
. mniejsza wartosé 8p,tym amplituda maksymalna wigksza. Dla przyjetych tutaj
parametréw. wplyw tlumienia okazat sig niewielki.
 Rys. 7 pokazuje, ze wspdlczynnik pulsacji 4 ma réwniez 1st0ti1y ;Mplyw na wykres
amplitudy jako funkcji czasu. Przez zmniejszenie wspélczynnika u uzyskuje si¢



202 FERDYNAND TWARDOSZ 1 JERZY ZIELNICA

spadek amplitudy maksymalnej. Wspolczynnik ten nie ma oczywiScie Wplywu na
wartos¢ czasu odpowiadajgcego rezonansowi parametrycznemu, ktéry dla tego
przyktadu wynosi t,.,=0,227 s. W kolejnosci zbadano wplyw wspdlczynnika f
-~ (szybko$¢ narastania czestoci obcigZenia wymuszajacego) na przebieg amplitudy.
Dla wybranych wartosci w przedziale od 3200 do 4000 s~2 zaobserwowano spadek
amplitudy maksymalnej ze wzrostem f, co prowadzi do wniosku, Ze przez rezonans
nalezy przechodzi¢ mozliwie szybko, unikajac w ten sposéb efektu rezonansowego
prowadzgcego do zniszczenia powloki. Na wykresie tym pokazano réwniez, Ze
zwigkszenie wspélezynnika thumienia przy rozciaganiu s prowadzi do nieznacznego
obniZenia amplitudy maksymalnej, przy czym charakier przebiegu krzywych pozo-
staje W przyblizeniu ten sam.

Ostatnim etapem analizy jest badanie wplywu kata wierzchotkowego 2y na
wykresy krzywych amplitudowych. W obliczeniach zalozono staly sredni promien
powloki r,=0,5(s,s,) sin y. Stwierdzono, Ze¢ isinieje tutaj pewna optymalna
warto§¢ kata y, dla ktdérego amplituda osiaga v&artosc maksymalng.

Caloi¢ przeprowadzonej analizy stwarza pewien obraz zachowania si¢ powloki
obcigZzonej sitami pulsujacymi i moze byé przydatna przy projektowaniu tego typu
konstrukeji. Jako dalszy eiap badaf zwigzanych z przedsiawionym problemem
jest weryfikacja eksperymentalna uzyskanych wynikoéw.

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. . A, Murpononcxy, Hpobacaer acummmomuueckoll  meopiu HECTHAYUORGPHYIX  KOACOGINIT,
w3, Hayxa, Mosxsa 1964, ' '

2. F. Twarposz, Zagadnienia statecznosci dynamicznej powloki stoZlowej. Wyprowadzenie podsta-
wowych réwiai. Rozpr, Inz. 27, 2, 1979.

3. F. TwarDosz, J. ZieLNicA, Aunaliza statecznosei dynamicznej powloki stozkowef abc:qzonej_
silami podiuinymi i wszechstronnym cisnieniem, Arch. Bud. Masz, 25, 2, 1978,

4. Tucapesko, Pacceanue suepauy npu xosebanuAx mexanmmeckux cucmem, AH Vip, CCP, Wger.
Tipo6n. Ipoyn., Knep 1968,

PesomMme

AHAIIN3 TTAPAMETPUYECKUX KOJIEBAHUM KOHHYECKOM OBOIOYKH
TIPY HEJMHEAHOM 3ATVXAHKI

PaboTa comep®AT amaNE3 HapaMeTpHYEcKHX KoreGaBmi ToHKOCTCHHOR oGonouxm, B dopme
YDE3aHHOro KoHyca, ¢Bobommo mopmeprTod Ha ofomx rpamuuax. IlapaMerpHucckue xomeGamms
OGOMOYKY BEIHYMIOHD HPOTONEHEIME CHTAME W BCEXCTPONHAM DABHOMEDHEM RHCIIHEM Ha-
waeHdeM, Ha ocxose rmmoresst [dasmpcHxopa YYTeHO HeNHECHHOS MaTepHambHoe SaTyXamme.
AT aHaiFIa HECIONE30BaXE Pe3yabTATEl PACCYMACHEH HPOBCACHHELIX B paore [2], \

Hacrosmas paGora JPHBOAAT PAN YECACHHHX IPEMEPCR ¥ BBHIBOOBI Clelyiolgde W3 HX
anamm3a.
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SUMMARY

ANALYSIS OF PARAMETRIC VIBRATIONS OF A CONICAL SHELL UNDER
NONLINEAR. DAMPING

The paper contains an analysis of parametric vibrations of a thin-walled shell in the form of
a truncated cone, simply supporfed on the both edges. The parametric vibrations are prodaced -
by longitudinal forces and uniform external pressure applied to the shell. Nonlinear material dem-
ping is taken into account due to the Davidenkov hypothesis. The result of considerations presented
in [2] are used, Several numerical examples and their discussion are presented,

POLITECHNIEA POZNANSKA

Praca zosiala zlozona w Redakcfl dnia 15 czerwea 1978 r.






