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PASMO PLYTOWE Z MATERIALU POPRZECZNIE 1ZOTROPOWEGO
W UIECIU MECHANIKI CIAE Z WIEZAMI

MARIA MARKS (WARSZAWA)

Rozwigzano zagadnienie pasma plytowego z materiate poprzecznie izotropowego, traktujac
Je jako ciato z wigzami, z narzuconymi ograniczeniami na funkcj¢ przemieszezed. Przyjeto przemiesz-
czenia wg uogdlnione] teorii Reissnera. Zbadano wplyw pigeiu statych konstytutywnych, charak-
teryzujacych material poprzecznie izotropowy, na sily reakeyjne. -

WstEp

Podobnie jak w pracach [2 i 3] zagadnienie pasma plytowego z materiaty po-
przecznie izotropowego sformutowano jako szezegdlny przypadek mechaniki cial
z wigzami [1, 51 6]. Funkeje przemieszezed przyjeto wg uogélnionej teorii Reissnera.
Po rozwigzaniu podstawowego ukladu réwnan wyznaczono sity reakeyine i zbadano
ich zalezno§¢ od pigcin statych komstytutywnych charakteryzujacych materiat
poprzecznie izotropowy. Wprowadzono kryterium oceny dokladnosci rozwigzan
na podstawie wielkodci sit reakeyjnych oraz wyznaczono cbszary zmiennogci statych
konstytutywnych, w kiorych rozwigzanie jest dokladniejsze niz w materiale izotro-
powym.

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

-Pasmo plytowe z ma:féria}u poprzecziiie izotropowego zajmuje obszar 2, ktory
mozna przedstawié w postaci @=Fxn, gdzie 7 jest powierzchnia §rodkowa, a F

h h . _
przedzialem (—?2", —2—) (rys. 1). Zalozono, #e pasmo plytowe podlega przemieszeze-

niom zgodnym z uogolniong teoria Reissnera, zatem
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X3 !!

p—%

o e

Yy Xz

& 7
7NNV

7

Ry:s-. 1

Rozprawy Inzynierskie — 4




224 ‘ MARIA MARKS

przy czym y,, i d,, sa poszukiwanymi funkcjami zaleznymi od wspShrzednych x, € =,
K=1, 2 oraz x5 € F. Przy tak przyjetej funkeji przemieszezed réwnania réwnowagi
w ukdadzie wspdlrzednych kartezjafiskich sg nastgpujgce [1,3,5 1 6}:

Ix

Ok, x @%3+ f b, dxg +p(+) pf" l= 0,

2 .

N]:’L—"nf:r

(1.2 L2 - L} 3
. 2 2
f O-mK, K X3 dX3 - f O3 dxa + f pbm X3 de +(Pr(u+) +]),(,, )) 7T 0
h .
By ‘ =1 -5 ‘
gdzie

() () | B
Py =Py (xK) przy‘ xa_E:

| B
P,(,, )—pm ) (xK) przy Xz= E .

Na brzegu o normainej zewnetrznej n trzeba speini¢ warunki brzegowe

I - ;]

( f Cng dxs) Ag= f P X3,

(1.3) - '
2 2
( f Tur X3 dxa.) Hg= f Dw X3 de
A h
Tz -y

Po okredleniv poszukiwanych funkcji w, i 4, mozna wyznaczyé sily reakcyjne
objetodciowe i powierzchniowe z nastepujacych zaleznofci:

Fp== —(pbm+ Tk, K'"*"anﬂ, 3) w 2,
(1 4) S =0 mr g —Pm przy - Fx 373 .
| Sy=0wa M3 — Dy  PIZY GFxXm.

Wyznaczone sity reakcyjne moga stuzyé do oceny dokladnoéci rozwiazan, W pracy
[2] przedstawiono nastgpujaca koncepcje kryterium oceny dokladnosci rozwigzaf.
Stopiedt dokladnoéci rozwigzania uzyskanego za pomocy teorii z wigzami okreslany
jest przez §rednie i maksymalne ledy skladowych naprezen i przemieszezett W na-
stepujacy 3posob

i .
|Q! f Eoig)_agg)! daq _EZQTQI IuE“)—u(f’)l do
(L.5) 1= . 9= ;

f~Q| [le®de ' inQ] [ 12) de
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max 0@ — g

iy = Xef ,

191 J I de

(¢6) max [ —ui?)|
i~ Xfﬂ s

|Ql f 1P| dQ

gdzie przyjeto nastgpujace oznaczenia: ¢{? oznacza skladowa napreZenia wyzna-
czong wg klasycznej teorii spreZystofei, o'7 skladows napreZenia wyznaczona wg
teorii z wigzami, 1? skladowa przemicszczenia wyznaczona wg klasycznej teorii
sprezystodei oraz ul” skiadowa przemieszezenia wyznaczona wg teorii z wiezami.

W celu oszacowania rozwigzan uzyskiwanych wg teorii z wiezami (¥r+0, s5:0)
nalezy wyznaczyé cztery nastepujace wielkosci: '

Com L h
(1'7) ya— 0o E CSGHUQ’ 0;-——-1,2,
gdzie
fl/r + : dQ+~+mf]/S +53 dﬂ+ fl/.s‘l+sz ds,,
0. §2= f1r3|drz+ f|s3| dn+ —= 181 flsaldsb,

.ﬁ=ﬁlsup1/ri+r§ +f sup Visi4sl +fs sup Vsi+s?,

Xe2 XEnx_BF XeFxdn

fL=Bisupirsl+f; sap lsal+8s sup s
Xe.m XenxdF XeFxdn
We wzorach tych przyjeto nastepujace oznaczenia: S,=0dn x F, ||, |x| 1 |S;| ozna-
czaja miary odpowiednich obszaréw oraz f;, B, i f; stale dodatnic. Wislkofci
v, 1 8, okreslaja stosunki §rednich i maksymalnych sktadowych poziomych i piono-
wych sit reakcyjnych do maksymalnepgo wytgzenia plyty o,. Znajac y, moZna na
podstawie wzoréw '

(1.9 ; M=Eiy (7, 0=G;1 ()

okresli¢ Srednie bledy skladowych naprezenia i przemieszezenia uzyskane z rozwia-
zania wg. teorii z wigzami. Funkcje F, (y,) i G, (y,) moina uzyskaé na podstawie
dostatecznie duzej liczby rozwigzanych przykladdéw przy zaloZeniu rdznych typow
wigzéw i rozwiazan Scistych, Pordwnujae d, i 7, moZna ocenié maksymalne bledy
slgiadowych napreZefi i przemieszezen. Duga réznica miedzy J, a y, oznacza istnienie
bleddéw lokalnych znacznie wigkszych od $rednich.
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Zwigzki konstytutywne charakteryzujace material posiadajacy plaszezyzne
izotropii prostopadta do osi x,, zaczerpnigte z pracy [4], majg nastepujaca postac:

1 v
911=E(0'11—V0'22)_E“ 033
1 v
8327 _E__ (0'22—1’0'11) E’ T334
¥ 1
(1.10) . 833 = _‘ET {11 +Uzz)+}370‘33a
1
"313:2—#, T13,
1 |
Ezszﬂ G123, 512:“‘2_#” Tia

Przez E i E' oznaczono wspdlezynniki sprezystofei w plaszezyZnie izotropii i w kie-
runku prostopadiym do niej, przez v wspdkezynnik Poissona charakteryzujqcy‘
skrdcenie w plaszezyZnie izotropii przy rozeigganiu w tej plaszezyznie, przez v
Wspolczynmk Poissona charakteryzujacy skrdcenie w piaszczyzme izotropii przy
rozcigganiu w kierunku normaloym do niej, przez p, u’ moduly odksztatcenia -
postaciowego odpowwdmo w plaszezyZnie izotropii i w plaszczyznach prostopadiych
do niej. :

Przyjgto, Ze pasmo plytowe z materialu poprzecznie izotropowego jest nieskofi-
czonej dtugosei w kierunku x, oraz ze obcigzone jest nastgpujacymi silami (rys. 2)

b,,,izo w02,
(1‘1]) K 3 3 X3 5
h
P57=0 A B T
‘ 2
1284 3p ap
T :'"EE Xs T X3 pizy xi=a,
= -
! (12M+ 3p) ap
(1.12) w5k g Y P =—a,
p2=0$
a3 x3
pS—P h 2 _H6 hz ?rzy xlzia’

-

h

. _ 5 .

edzie preer M= f TP x5 dx, oznaczono moment zginajgey przytozony do kra--
u 1
2

wedzi plyty x,=a.
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2. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami zwiazki konstytutywne ‘(1.10') wzgledem skia-
-dowych naprezenia maja nastgpujacag postac:

dy,  ad, )
E*‘ Dx, X3]+ofsds,
Oyy | Od;

o
oxy | Oxs xs)"‘ﬂs ds,

@.1) By, o,
: | 033#”’3 5—M+—5;1_x3 +lads,
> Oys  0dy )
G1a=MH (dl'["‘a‘x‘;‘l' %, X3,

gy =sf (

0'22=M2(

012=0'_23=09 )
" gdzie ‘ :
E[E' — (") E]

A= (1+9) [(1—v) E'—2 ()2 E] °
. EPE+()E)
2= 1+ [1—E—20' )P E] ’
_ v EE'
PTG EROVE
— NV IF\2
o= (1 -9 (&)

T (~WE-2()E "
Réwnania réwnowagi (1.2) po uwzglednieniu (2.1) sprowadzaja sig do ukladu réwnan

&y, ddy '
SR PR
0 Oys )
' + —
# axl (dl ‘axj h ? O’
@.2) o B 9% d, ) (d . Dy )_
SEVIR R LR o
. B 0 d, Oyy 7
Ty Ox? s 0x, F—M"'d:’__ﬁ-‘—o'
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Calku_;qc obie strony wzoru (2.2), i uwzgledniajac otrzymany wynik w (2. 2)3 otrzy-,
mano réwnanie rozmczkowe drugiego -rzgdu:
a2 ,dl 12
Caxt .911

(Pxi +K}=0,
Z ktérego wyznaczono
2 ‘ 2
dl = Qj{ (px; +3K1)‘x1 + &, x{+K;,

gdzie K, K,, K, sa stalymi. ’ ‘ . .
Po podstawieniu 4, do réwnania (2.2), i dwukrotnym scatkowaniu otrzymano®

1 ? 1 1
r/fa-‘-—m(pxﬁﬂfx)xf**gufh i~y Kaxi~Kyx + i K x'+K“

Calkujac za$ obie strony réwnania (2.2); i podstawiajac do (2.2)4 wyraZenie ay/ J/bxl
otrzymano nastgpujace réwnanie rézniczkowe: ‘
axi ﬂ’ h2. ! di . 3 #’hz ‘Mi t M' h2 !

kibrego rozwigzanie ma postaé -

12445 N, +6pad
12 () —t, 2,17

d3=D1 eﬁxl +.D2 e‘-ax_l 'i”

gdzie

5= 12 [sf y o y—(5)] L
. ﬂ'd]hz ' ’

symbole D, D,, N, oznaczaja stale.
Znajqc funkcje d; mozna wyznaczyé niewiadoma wy, ktéra ma postaé

oy 1 3 [12983 N +6psd,] - N

-;,y1=-- 3 (Dle"“-—Dze_‘sx)— 3 3 21 1 + 1
-ﬂf’ 3 1294 {(&43) &4’4&"1] -54’1

JC1_+N2.

Pizemleszczeme U, musi byc antysymetryczne przy kazdym X3 6(— h/2 h/2),
co jest réwnowaZne z antysymetria funkcp wi id,. Funkcje ¥ i d, spelniaja ten
warunek, jesli

Dy=D,, N,=0, K,=K;=0.

Na powierzchni X;=¢ o normalnej n=(1, 0, 0) oraz na powierzchni xlé—a
o normalnej n=(—1, 0, 0) powinny byé spetnione warunki brzegowe (1.3), przy
czym p okreslone jest zaleznoscia (1.12). Warunki te po uwzglednienin antysvmetru _
funkcji sprowadzajg sie do nastepujacych réwnan:
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dys’ 1
[MIFXT-'_&{SJS =0,

dx =0

. 3(//3) ]
[‘u (dl+ 0x, hgx1=a=pa’

[Jf B ody |
tiz 0xy Ay =a

dd, )
( ax! x =a=0.

1

2.3)

=M,

Warunck '(2.3)2 spelniony jest toZzsamosciowo, natomiast z pozostalych warunkdow
wynikaja relacje:

N1=0, K2 (QM'—‘paz), Dl =0-

6
A
Po uwzglednieniu wyznaczonych statych i wprowadzeniu wspolrzednych bezwy-

x . X .
miarowych &, -=—-;:—, 4’3:—;} skladowe przemieszczenia (1.1) maja postac:

_ oA 3 pa " M .
T AP A oo s Go-mai] e
'HQ:O,
2.4) __[_; pa (a)z o622y 2y M oM 2]

J«ﬁ’i h

F T —daata] @

a skladowe stanu naprqienia sa nastgpujace:

11;..,6[ ( ) (- 62)——] &ss

_ pAs (=) wz-[ (a)2 , QM]
o TeA s il LTy B

P A 3 oM
033~ ) o, [ ( ) (1— 51)_ ]53,

a }
137D n £y, O1p=023=0.

(2.5)

Sily reakcyjne objetodciowe i powierzchniowe wysigpujace na powierzchniach

1 1 :
&i=1, &G=-1 &=y, &= = WyZnaczono ze wzordw (1.4) po uwzglednieniu

dziatajacych ebciazen (L.11) i (1.12). Zatem sily reakcyjne objgtosciowe majg postaé .
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(2.6) v, =0

| ,,3__.1_ {p y 2 [3}) (—Zé) (i—éi-)—ﬁ]}.

Sily reakcyjne powierzchniowe sa nastt;pujqce:
" na powierzchni & =1

3
5y = ”'_P'53+4P§3

pa -
5= =5 5 1-128);

na powierzchni &;=—1
3 .
5 =‘§P€s—4p€§,
2.7
$3= ""(1 12¢D);
. L 1
na powierzchni §3=-5
a
Si =p z 61 2
3 o [ i) -]
33__2— - o /4 b ( —51)_17 >
. ) 1
na powierzchni &, = —5.—
Sl = mp h Cf] )

et 2 ol o)

Stosunek Maldj zalezy od stalych materla}owych w nastepujacy sposcéb:
3 —(V)E
4 1 V (I +V) E '

Na podstawie wzoru (1.8) obliczono wielkosci f; i g, (oc 1,2} przy zalozeniu Ze,
p#0, of#£0: .

h a h
fl—lzsup IFil+ sup  fsy|+— sup ls|=Tp--+02p —,
Xe a h a

XenndF XeFxén

, h
SH=hsup |rs|+ sup |s3|+— sup  |ss);
Xen Xenxdf 4 Xerxom




PASMO PLYTOWE Z MATERIAL.U.POPRZECZNILE‘ IZO0TROPOWEGO 231
jezeli
+ 24 0,
to 7
1 + 3, [3 (a)2 ﬂ} ey o +Qﬁ
IR A VY B LA A A P P
fi= ' [
o 1s L a o %
o P Tyt Py =N e, 3
. jezeli '
N 2ty A
.p‘ Ml .p< 3
o
e
J2= pRaanl A g F
flrlldQ i ( 15| dr+ f !siidn)
3 h
ofB) e (h
' B ey Pt 13 h
a 18, s,,f 1] = ‘”k R

1 ’ -
T f pold@tgr( [ Isldat [ lssldn) o - |s,, f 331 S,

o) (D)

jezeli
oy P
oo
2584 p>0’ :
. , . |
to ) : . '
1 T3
(27+4y/3) 3oy [ (a)z "] .k _—
18 p Ml Qp —E —P przy —Zz- > . zﬂl +£ 3
g:= . 2o45 P
0, [ (a)z( éi) ]} . QT+4y3) 34,
—_ — — L -1 + _
3—{*” P2u RAVY B Uy v d K5 N TR " A

a\* / _
x{2p %) P przy O<E< o +£ s
: L




232 ‘MARIA MARKS

gdzie |
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Jezeli powierzchnia gérna &,=1/2 pasma plytowego jest nieobciazona (p=0),
a jedynie na brzegach & =41 dziala obcigzenie momentowe, to wielkodci f, 1 &,
okreslone wzorem (1.8) maja nastgpujaca postac:

3

fi=gi=0,  fi=g:=3 - ~Ifl.

Przy tak przyj¢tym obcigzeniu mozna tak dobra¢ stale materialowe, Ze wszystkie
sity reakeyine zaréwno objetosciowe jak i powierzchniowe znikaja, Efekt znikania sit
reakeyjnych otrzymujemy w pizypadku, gdy v/ 0 lub E'—0, bo wtedy o3/, 0.
Przy tak dobranym obciazeniu stalych materiatowych uzyskane rozwiazanie jest
§cistym rozwigzaniem klasycznej teorii spreFystodel,

Sily reakcyjne objetofciowe i powierzchniowe okreslone wzorami (2.6) i 2.7
(z wyjatkiem sit reakcyjnych r; i 53 wystgpujacych na powierzchniach &;=1/2 iés=
=—1/2) pokrywaja si¢ z odpowiednimi sitami reakcyjnymi w pasmie plytowym
z matetialy izotropowego [3]. Roéznice wystepuja natomiast w wislkodciach 6, 1 92
okre§lonych wzorami (2.8). Mozna zatem dobraé tak stale materialowe E’ i V',
aby w przypadku pasma plytowego z materialu poprzecznie izotropowego J; 1 72
byly mniejsze niz w przypadku pasma Zz materialu izotropowego. W przykladzie
analogicznym do podanego w pracy [3] warunek ten bgdzie spelniony, jesli

A+ v E v
- -<0
E—-@)YE 1-v
Z warunku tego wynikaja nastgpujace nieréwnodci:

A
2
v {—
E ( v ) - 1
— > i <y
- ' 2) v’ y 1=
v
EVed

{2 N

B N N
10 .
géa -

i I
a6 - :
04 - A
a2zl ' N

- . " Y

W
b A NI R i A Wﬁ?ﬁ o
o ‘g2 4 as g 10 12 'y

Rys. 3
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tab

OQ—E<(V’}2.
Przyjmujac v==0,2 [3] wyznaczono obszary I i II (rys. 3), w kt6rych spelnione sa
‘ powyzsze nierdwnosci. Zatem w obszarach tych wielkodci charakteryzujgce srednie
i maksymalne wartosci pionowych sktadowych sit reakeyjnych w materiale poprzecz-
nie izotropowym sg mniejsze niZz w materiale izotropowym., -

Dokladnizjsze rozwiazania pasma plytowego z materiatu poprzecznie izotro-
powego mozna yzyskaé nie tylko dobierajac stale materiatowe, ale réwniez przyi-
mujac jako funkeje przemieszezed wyrazy zaleine od wysszego stopnia zmienne
pionowej (tak samo jak w pracy [3]). .
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TUTATOYHAS TIOJIOCA W3 TIOMEPEYHO W3OTPOIIHOTO MATEPUAJIA
B IIOOXOAE MEXAHHWKI TEJL CO CBA3SIMHA

Pemrega zagada IIETOYROH TOMOCHE! H3 IOICPEUNO WIOTPONHOTO MATEPHANA, TPAKTYL ¢¢ Kak
TEII0 €O CBAZAMH, ¢ OPraHHYEHHAMH HANOMCHHBIME HA (QyHKIHIO HeptaMemeHﬂﬁ. Tlepemermenss
HPEEATE COTIacHO 0Bobnientoi Teoprn Peitccxepa, Mocmemonato RIMAHES IATH ONPERSIIIONIME
TOCTOMHHEIX, XapaKTePHIVIONUK TOWEPEYRC H3OTPOIHLIE MATEPHAT, HA CHIBl PEAXHHH.

SUMMARY

PLATE STRIP MADE OF TRANSVERSELY ISOTROPIC MATERIAL BN THE APPROACH
OF MECHANICS OF BODIES WITH CONSTRAINTS

The problem of a plate sirip made of (ransversely isotropic material is solved, the plate being
treated as a2 body with constraints imposed upon the displacement functions. The displacemenis
are assumed according to the generalized Reissner theory, The influence of the five constitutive
constanls characterizing transversely isotropic materials on the reactions is analyzed.

POLSEA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKE

Praca zostala zleiona w Redalccii dnia 15 sierpnia 1978 r.






