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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRZEKROJU SKRZYNKOWEGO PRETA
ROWNOCZESNIE ZGINANEGO 1 SKRECANEGO#)

TERESA GIBCZYNSKA (KRAKOW)

Przeprowadzone optymalizacie ze wzgledu na cigzar preta o przekwoju skrzynkowym obcia-
zonego momentem zginajageym M i skrgcajgcym M, W rozwazaniach przyjeto przekrdj z dwiema
osiami symetrii, niezmienny wzdiuz dlugoédci preta i charakieryzujacy sie czterema parametrami
(R, b, g. 1 ge). Jako ograniczenia przyjgto warunki wytrzymaloscl i statecznosct lokalnej Srodnika
i pasa fciskanego. Funkcj¢ ceiu, tj. pole powierzchni przekroju, przedstawiono za pomoca trzech
wielkosci bezwymiarowej B, v, 8 1 jednej mianowane] —#. Zagadnienic rozwigzano stosujac metodg
linearyzacii warunkow ograniczajgeych, nastepnie metode Lagrange’a oraz twierdzerie Kubna-
—Tuckera. Wzory okreslajace optymalne wymiary przekroju przedstawiono jako tunkcje parametrow
v, 81y (y &), kiore wyznaczono numerycznje i zestawiono w tablicach 11 2,
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Prety o profilu zamKknigtym, w stosunku do pretéw o profilu otwartym, odzna-
czaja sie duza sztywnoscia skrecania i w zwiazku z tym sa elementami najczgseie

I

Nl %
JOU

AT

Rys. 1

stosowanymi w konstrukcjach noénych maszyn roboczych cigzkich. Spoérdd roznych
ksztaltow przekrojéw zamknigtych najczesciej stosowany jest przekrdj skrzynkowy.
O tym ze przekrdj ten dominuje we wsZelkiego rodzaju konstrukejach (belki giéwne

¥) Praca zostala wykonana w ramach problemm weztowego 0.5.12 pt. « Wytrzymatosé 1 optymali-
zacja konstrukeji maszynowych i budowlanych» — koordynowanego przez IPPT PAN.
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i czolowe suwnic pomostowych, elementy osprzetéw roboczych koparek) zadecy-
dowala nie tylko stosunkowo duza sztywno$¢ zginania i skrgcania, lecz réwniez
technologia jego wykonania. W zwiazku z tym, Ze przekrdj skrzynkowy jest bardzo
rozpowszechniony, konieczne jest opracowanie wzorow pozwalajacych na szybkie
wyznaczenie optymalnych ze wzgledu na cigzar parametréw przekroju, ktore spehua-
lyby rownoczednie Wymagama wytrzymafodel i statecznodci lokalnej.

Wzory okreflajace optymalne wymiary przekroju skrzynkowego w przypadkn
czystego zginania zostaly wyprowadzone w pracach [2 i 4], natomiast dla swobod-
nego skrecania — w pracy [4]. Rozpatrzymy w tej pracy pret obcigzony réwno-
cze$nic momentem skrecajacym M, i zginajacym M, dziatajgcym w plaszezyinie
y,z (tys. 1). 7

Czyste zginanie i czyste skrecanie wystepujace niezaleznie stanowic beda przy-
padki graniczne w rozpatrywanym kojarzeniu obcigZerl.

2, -SFORMULOWANIE FUNKCIT CELU I WARUNKGW POBGCZNYCH

Wymiary realiznjgce najmniejszy przekrdj wyznaczone zostang przy uwzglednie-
nin warunkéw wytrzymatosci i statecznoéci lokalnej pasa gérnego i $rodnika. Wy-
miary te okreli¢ mozna dwiema drogami, mianowicie numerycznie stosujac metody
programowania nielinjowego lub analitycznie, podajac wzory, begposrednio okre-
$lajace optymalne parametry przekroju.

W pracy naszej wybrano metode analityczna, jednakze ze wzgledu na skompli-
kowang formg otrzymanych réwnan w koricowej fazie obliczeti zastosowano metody
numeryczne, Wzory w postaci bezposredniej o ile takie mozna uzyskad, s znacznie
wygodniejsze w uzyciu, gdyz pozwalajg na bezposrednia analize wplywu poszeze-
gblnych wielkodci na warto$é przekroju.

Model matematyczny optymalizacji ma postaé

F(h, b, g5, g,)—min
przy ograniczeniach nastepujacych
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Nieréwnosel (2.1) i (2.2) przedstawiaja odpowmdnm warunki wytrzymatosci i sta-
tecznodci pasa gérnego, a nieréwnosci (2.3) i (2.4) warunki statecznosci i wytrzy-
matodci frodnika [1,3 i 6], Pierwsze trzy warunki sa warunkami ograniczajacymi,
uwzglednianymi w przypadku czystego zginania [2] (M,=0).~ -
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W nierdwnosciach (2.1)-(2.4) oznaczono przez o, i o, maksymalne napreZenie
normalne, wystepujace odpowiednio w pasie i Srodniku przez 7, i 7, napreZenia
styczne, wystepujgce odpowiednio w pasie i §rodniku, R dopuszezalne naprezenia
zginajace, R, dopuszczalne naprezenia $cinajace, Jwspolczynnik pewnoécl ze wzgledu
na wyboczenie Scianek, oy, 1 oy, krytyczng warto$é naprezeri normalnych dla pasa
Sciskanego i dla zginanego S$rodnika, 7,, i 7, krytyczna warto$é naprezen
stycznych dla pasa i dla érodnika, przez f1, b, g,, g, wymiary przekroju wska-
zZane na rys. 1. '

Maksymalne napreZenia normalne dla pasa i §rodnika wyznaczymy odpowiednio
Ze WZOTOw !

_ M(h+g) _ Mg,

(2.5) G',,—"*”z"‘}x N (e QJx

Do dalszych obliczes, biorac pod uwage niewielkg réznice migdzy o, i o, prayj-
miemy przyblizona wartos¢ napreZen normalnych za jednakowa, a dla pasa i §rod-
nika jako réwng

»s Mh ™

(2.6) 7= 7

Naprezenia tnagce, pochodzace od momentu skrecajacego M, wyzhaczymy wg
wzordw Bredta odpowiednio dla pasa i drodnika [5]: '

27) s

( . ) Tmehbgp 1
8 S

(2.8) s 2hbg,

Przy wyznaczaniu naprezen normaluych i stycznych pominigto napreZenia powsta-
jace na skuntek deplanacji przekroju, tzn. naprezenia normalne pochodzace od bi-
momentu gigtno-skrgtnego oraz naprezenia styczne od momeniu gietno-skretnego,
czyli zaloZono skrgcanie swobodne.
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Pasy oraz Srodniki potraktowano jako plyty swobodnie podparte na czterech
brzegach, obciaZzone w sposob nastepujacy: pas gérny — silami §ciskajacymi wadhnz
dwdéch krawgdzi oraz sitami stycznymi, érodnik — momentem zginajacym oraz
sifami stycznymi, ObcigZenia pasa i §rodnika przedstawiono na rys. 2. NapreZenia

Rozprawy Inzynierskie — 5
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krytyczne w przypadku dzialania tylko jednego z obciazen wyznaczymy e
wzoru [6]:
dla pasa gornego

g 2
2.9) ak,,:kpn(f) .
g 2
(2.10) =k D (7;) ;
dla $rodnika
2
(.11 a,uﬂksD(gs),
o h
. £ 2
(2.12) t=ky D (71—) )
gdzie
SEETYITL

k,, k.. k. oznaczaja Wspolczynmkl liczbowe zalezne od ilorazu diugodei plyt do ich
szerokosci. Dla ulatwienia dalszych dzialan pole przekroju F oraz moment bezwlad-
noéci J, wyrazimy za pomocg bezwyrmarowych W1e1k0§01 okredlonych nast@pujaco

) : _ & _i _ & h
(2']-3) ‘ ﬁ_ h » v k s 5 gpb:
(2.14) F=212 (5+1) By,
_ 2
(2.15 o -Jx——-—ﬁ—*(5—i—3)ﬁy.
Ponadto wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:
k,D k., D k,D
A=, A=, B=
A J J

Uwzgledniajac wzory (2.6)- (2 12) oraz (2.13) i (2.15) ograniczenia przedstawimy
w postaci
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Wielkosci x; (i=1, 2, 3, 4) spetniaja nierédwnofci x,<1, i reprezentuja odpowiednie
warnnki wytrzymatodei pasa Xy, statecznodci lokalnej pasa Sciskanego x,, statecznosci
lokalnej érodnika x, oraz wytrzymalodci érodnika x,.

Zauwazmy, Ze ograniczenia sa silnie nieliniowe, Najkorzystniejszym wige postg-
powaniem ze wzgledu na dalsza analiz¢ byloby wyznaczenie wszystkich parametrow
okredlajacych przekrdj jako funkcje nowych zmiennych x;, spelniajacych ograni-
c¢zenia liniowe [4]. Jednakze w zwigzku z tym, Ze &, B, v i & wystepuja w wy-
sokich potegach, analityczne rozwigzanie powyZszego ukladu réwnan nie jest
mozliwe ‘Musimy wigc zadowoli¢ si¢ tylko czesciowa linearyzacja warunkow
pobocznych [4].

Zanim przystapimy do rozwigzania za.gadmema zwréémy uwage na ograniczenia
(2.16) i (2.19). zauwazmy, Ze réwnania te beda identyczne, gdy yd=1, tzn. gdy h=5b
i g;=g,. Przekedj, dla ktérego pd==1, jest przekrojem optymalnym w przypadku
czystego skreeania [4] (y=1 i &==1). Natomiast w przypadku czystego zginania
[2] y8<1, gdyz d=1. Wobec tego nalezy przypuszezaé, ze dla obcigzen zlozonych
7 momentu zginajacego i skrgcajacego iloczyn yd bedzie mniejszy tub réwny jednoéci
i bedzie zalezny od ilorazu M /M. A wiqc warunek (2.16) mozna zastapié nierdwnoscig
1—7p62=0.

, Z rownan (2.18) i (2.19) wyznaczymy hi B jako funkqe parametrow x;, X,
yid: -

ﬂ( 3M')”3[ [msr(5+3)]2}”6 1
(2.20) h= Rea By 11+ ““W W,

1, a, (5 3) Py
. _('R)Q_ )1/2 5= 1+ —_6))6 -
(2.21) b= B, x, (y6) 1+[msr(5+3)]2 .
‘ 676
gdzie .
M, _ R B,
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Wstawiajac wyrazenia (2.20) i (2.21) do wzoréw (2.14)- otrzyinamy pole przekroju

G+1) [ (rms)2(35+1')2. ]114
@22 F=C 1+ (=) (——] &| =
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przy czym
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(2.23) C= B sty
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Natomiast niewykorzystane warunki ograniczajace (2.16) 1 (2.18) mozna przedstawis

Za pomocy nastepujacych mierdwnofci: .
. C (5+3)6 .
(, 24) (36+e”
o Tmea, e B+ DT (0—x2 605 [mearn e (G6+DP
(2.25) [ s TR = (267° - 2563 x2—

—aj 8% 67 x5y —(a x2 26 5t —2'9)=0,
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Oznaczajac lewe strony nierdwnosci (2.24) 1 (2.25) odpowiednio przez g, (4, s)
184 (%3, 8, 8), ograniczenia przedstawimy w postaci

(2.26) £21(6,8)20, g.(x;,6,8)=0
3. WARUNKI OPTYMALNOSCI

Po przekszta.}cemach wykonanych w poprzednim rozdziale vfunkcyg celu
oraz ograniczenia mozna przedstawié w postaci:

(3.1 F=F(x3,%4,0,8), g x)=1-x20, =34,
(32) . g1 (59 3)209
(33) g2 {xl’u 5: 8)20 '

A zatem mamy dwa ograniczenia liniowe i dwa ograniczenia nieliniowe. .

Z budowy funkcji (2.22) wynika, ze funkcja ta osiagnie kres dolny dla x,=x,=1.
Poniewaz parameter x, poza ograniczeniem (2.26) nic wchodzi w skiad innych ogra-
niczen, mozemy uwazaé, ze dla x,=:1 funkcja ta istotnie osiagnie kres dolny. Nato-
miast nie mozna stwierdzié, ze dla x, =1 przekrdj osiggnie minimum, gdyz wielkosé
ta wystgpuje w ograniczeniu (3.3).

W przypadku optymalizacii funkcji (2.22) bez uwzglednienia ograniczen, a jedynie
przy zaloZeniu £ 0, kres dolny ze wzgledu na ten parametr otrzymaliby$my dla e=0.
Takie rozwigzanie odpowiada nieskoriczenie duzej wartosci b/, stad wniosek,
Ze ©o najmaiej jedno z ograniczend jest ograniczeniem aktywnym.

Zwrdémy uwage na ograniczenia {3.2). Ograniczenie to w przypadku czystego
zginania, tzn. dla m,=0, jest spelnione w postaci mocnej nierdwnosci, a zatem
nie jest aktywne. Natomiast, jest aktywne gl (8, £)=0 dla m,=c0, tzi. dla czystego
skrecania.

~ Wobec tego nalezy sic spodziewad, e istnieje taka graniczna warto$é 7, ktéra
dzieli caly zakres m, na dwa przedzialy. W pierwszym, tzn. dla m,<im,, g, (4. e) 0,
natomigst w drugun iznn, dla m, >, g4 (6, £)=0.




CPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRZEKROJU SKRZYNKDWECO PRETA 243

Jesti chodzi- o ograniczenie uwzgledniajace statecznoé¢ Srodnika, mozna przy-
puszezaé, Ze jest ograniczeniem aktywnym w catym zakresie m,, gdyz zaréwno dla
m=0, jak i dla m,==co, x;=1. Niemniej jednak nalezy sprawdzi¢, czy tak jest
istotnie. Dlatego x; w dalszych rozwazaniach traktowaé bedziemy jako wielkoss
poszukiwana. .

Zagadnienie rozwiazemy stoswjac funkcje Lagrange’a i twierdzenie Kuhna—
Tuckera [8], przy czym zafozymy, Z¢ istnieja dwa przedziaty zmiennoéei m,. W pierw-
szym my € [0, /), w drugim m, € [/f,, ), Taki podziat znacznie ulatwi rozwiazanie,
poniewaz w pierwszym zakresie zostanic wyeliminowane jedno z ograniczesi, & w dru-
gim jedna niewiadoma. ‘ _

Funkcja Lagrange’a dla przedzialu pierwszego ma nastepujaca postaé:

L= —F(x3, d, &)+ 411 &2 (X3, 6, €)+ 414 g5 (%3).
Natomiast warunki konieczne optymalnosei [8] przy zaloZeniu x3220, 620 1 e20
sq nastgpujace: _ ‘
AL, F(xs, 8¢ 0gs (s, 3, ¢
LT B T P

aI‘I or (xfh,ﬁ: E) agz (x33 55 8)

(3.5) oz - de Fha da <0, .
. 6-[‘1 aF (x33 55 6) agz (xSs 5: S) agﬂ (x3)

(3.6) o Ax ox, Ao Bixs 2 Gk,
(3.7 ‘ A1 8 (X3, 8,8)=0, g,(x3, 8,820,
(3.8) A12 g3 (x5)=0; gs (x5)=0,
prey czym
(3.9) Az0 1 A4,20,

W drugim przedziale z réwnodei g, (3, £)=0 otrzymuje si¢ zwiazek e==z (J) i wobec
tego, funkeje Lagrange’a oraz warnnki optymalno$ci mozna przedstawié w postaci

(3.10) L= —F (x3, D +1ay £2 (X3, O F A2z g3 (X3),

éL, . GF (x;, 8) 0g, (x5, 6)

GL, @F(x3, J) . Ogy (x5, 5) dg3 (X3)
312 oxy Bxs U gy, Phamg s
(3_-13) ;[;21 82 (%3, 0)=0. g, (x3,H=0,
(3.14) Aoz 83 (x3)=0, g3 (x3)20,

_przy czym tak jak w poprzednim przypadkn
(3.15) Jai=0,  2,,20.
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Przedstawione warunki optymalaosci wymagajg roawaZenia czterech przypadkow
rozwiazania, ktére zaleza od nastgpujacych zwiazkéw okreflajacych wspdlczynniki
Aip j=1,2, i=1,2:

a) A;=0 oraz 1,=0, b) i, =0 oraz 1;,+#0,

¢) A; #£0 oraz A;,#0, d) A; #0 oraz 1,=0.

Ponadto dla kazdego z rozwiazan konieczne jest sprawdzenie wartofci funkcji celu,
a nastepnie wybranie rozwigzania optymalnego, gdyz podane warunki sa jedynie
waronkami koniecznymi. )

‘Wyznaczmy wigc pochodne czastkowe funkcji celu i ograniczen dla obu zakresow.

Pochodne te prrzedstawiaja sig nastqpujqco: dla s, <<,

3167 o {[651 —4(F5+1 +3]2-24

5+3
],v2+6(5—1)} (x3¢ M1,

30+1
‘ ar
G.1n —é——C(§+l) (5+3) 8 [3rital-+4r? % p*] y* (exl M}'
or
(3.18) _a_;_w —C[1+r2 2]1,'4 [1+a2 yz]mz (6x716) 1
g2 " D g 1 st
(319 = —2{ay* 2 (10— 86, xD) G5+ I+
- 0% 53 (81+508,) (510057 x3) &= 11+
ad y? [(2610 ~ 2068 x2—a? & 5% x2) (36+1)"1 61+
183 %2 (568, 6,+82 +242 62 6)] +4a? 2 5 6, x2,
agz 2 5.2 52y
320 —== {a # [10 (610363 x%)—3 (10— 655 x2) &= 1°] +
+3? a2 [12610 2805 x2—2at &2 0% x31—(a} 6% x3—5e%) 2%}
dg,
(€R2)) ™ = 4q? 2 §10 9% p=10 x2 —2x2 (1 + a3 ¥?) (2a3 y* 88, +a; £7) 6%,
edzie
me
(322) y= *6';5'— (35‘{" 1) s
(3.23) 5 _36+3) (-2
23 =

(3o+1¥@*  °
M=6543 (5+3)s/'3 (1 +ry2)5f4 (L +a? pHiiiz,

gdzie M Jest mianownikiem pochodnych ciqstkow_},rch funkcji F wzgledem & oraz &.
Wyrazenie to powinno speliaé warunek M#0. W rozpatrywanym przypadku
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warunek ten b@dzxe zawsze spetniony, gdyz poszukujemy jedynie dodatnich war-
tofel 4 i'e! .

3 24)‘ E-——m*(i“{é (G114 yi] [1+a2 y*1+
’ 8)6:, x;lﬁ ' 2.
- F@+1) 5y2 [3r2 (1472 ) +af (1+a3 y)} MY,
aF_ o+l 2 ,2\1/4 . 3 2y1/52 |
G2 G T TG G g YT UG
dg, a3yt [ . (54—x§) z]
(3.26) - 6 5 4{*—x)+8 —4-— 363 +
B ) 2[254_23(3. ai x4 +863] 452,
. Ty 543 *
%8> = 4.4 c5d
(3.27) P —2x3 [2a3 p* (0*—2xD) +al y* 2+ a))+2a7],
0gs
(3.28) -(,E;— 1.

Po wstawieniu pochodnych czastkowych odpowiednio do warunkéw (3.4)-(3.6)
oraz (3.10)(3.12) — przeanalizujemy w obu przedzialach m;, wymienione warianty
rozwigzat. ) -

Jezeli A;,=4;,,=0, j=1,2, to minimum globalne lezy wewnatrz ograniczen,
Przypadek ten byl rozpatrywany na poczatku niniejszego rozdziatu, gdzie stwierdzo-
no, e co najmnigj jedno z ograniczedt jest ograniczemiem aktywnym.,

Przyjmujac A;, =0 zakladamy, ze infimum lezy wewngirz ograniczenia g,. Wow-
czas w przedziale pierwszym otrzymamy s=0, a w przedziale drugim 6 1. Poniewaz
w zakresie drugim powinna by¢ spetniona réwnosé yd=1, przeto y=>b/h>1. A zatem
zatozenie 1;,=0 w obu przedziatach nie prowadzi do poszukiwanego rozwiazania.

W przypadku c) zaklada si¢ «aktywnodé» obu ograniczen, natomiast w przy-
padku d) przyjmuje sig, Ze ograniczenie ze wzglgdu na stateczno$é Srodnika jest
ograniczeniem «hiernym», tzn. x5 < 1.

W obu przypadkach, na podstawie ogdlnej anahzy, nie mozna okreslié poszukl-
wanych parametréw. Dlatego w dalszych rozwazaniach przypadki te zostang poddane
szezeg6lowej analizie numerycznej tak w przedziale pierwszym (m, <), jak i w prze-
dziale drugim (m,= ). O tym, ktory z nich stanowi¢ bedzie rozwigzanie, zdecyduje
warto§é funkcji celu. '

4, NUMERYCZNE WYZNACZENIE & I ¢

Biorac pod uwage wyniki obliczed dla czystego skrecania 1 czystego zginanta
mozna przypuszezaé, ze przypadek c) stanowi rozwiazanie optymalne

W zwigzku z tym jako pierwszy rozpatrzymy ten przypadek, a nastgpnic spraw-
dzimy, czy istotnie oirzymane wyniki okreflajas optymalne parametry przekroju
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W przedziale wm, </, nalezy rozwigzaé nastepujacy uklad réwnan:

ar odg, dF og,
@1) B TIR T vl

K o T e e )
(43) - g2 (8, 2, %3)=0,
“.49 . g3 (x2)=0,
przy czym _
_OF Jog,
11 __55—, E:

oraz sprawdzié, czy sq spelnione nieréwnodci (3.9).. :

Z réwnania (4.4) mamy x;=1 i wobec tego réwnania (4.1) i (4.3) stanowia uktad
dwéch réwnati z dwiema niewiadomymi & 1 & oraz parametrem m, Réwnanie 4.2
stuzy jedynie do wyznaczenia 1, ,. '

Zapwazmy, 7e réwnanie (4.3) po uwzglednieniu wzory (2.25) jest réwnaniem
dwukwadratowym ze wzgledu na m,, wobec tego zamiast poszukiwaé & i &, poszu-
kiwaé bedziemy m; i § przy zalozonej wartodci- 2. Takie postgpowanie znacznie
ulatwi procedurg numeryczng, gdyz wyznaczajac w sposob Scisly m,=m, (), spro-
wadzimy uktad dwéch réwnad do Jjednego rdwnania, ktdre rozwigzemy metoda
potowienia przedziatu. Przy czym sprawdzimy, czy A¢; 1 4,, spelniajg nieréwnodci
(3.9). W obliczeniach numerycznych przyjeto a; =24,0/4,0, a,=24,0/5,35, a zatem,
nie uwzgledniono przepon, ponadto zatozono r=1/0,6.

Otrzymane wyniki, tj. wartoéci y, § i & przedstawiono graficznie na rys. 31 w ta-
blicy 1. Na podstawie przedstawionych wartodci zaréwno na rysunku 3 jak i w ta-
blicy 1 mozna zauwazyé, o y w tym pizedziale m, zmignia sic w bardzo niewielkich
granicach. Poczatkowo maleje, a nastepnie rognie, aby osiagnaé na koncu przedzialy
warto§¢ nieznacznie wieksza od wartodei wyznaczongj dla czystego zginania (#,=0).
Natomiast d stale wezrasta. Biorac pod uwage zmiane warto§ci y 18, mozna stwierdzié,
iz iloraz g./g, réwnies stale roénie i na koficu przedzialu osigga wartodé réwng jed-
nosci. ‘ ’

W przedziale drugim, tj. dla m,> ., nalezy rogwiazad nastepujgcy uklad rownad :

—0F 3g, OF dg, dgs g,
4.5 —+— Fhyy o =0,
43) Bxy 35 LT x5 A2z Bxy 86
(4'6) gZ ((5) JC3)'-'—'—O_,
“@n g (x2)=0

ofaz sprawdzi¢ czy spehionc sy nierownodei (3.15).
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g .
16 g8 : {
s=FslFp
15| |
) |
1407 s E
X -- 1
|
7,3 — X:h!’h
i
€1
1208 wy [
;
1 - ‘
‘ I
: |
10 ! ! ! [ i ! ! I N
g az 24 66 08 08417 30 ),
Rys. 3
Tablica 1
i, J £ ¥ »{nd.
0,0000 1,6000 _1,5651 - 0,6389 0,0000
0,0649 1,0384 1,5490 0,6335 0.,0664
0,0960 1,0745 1,5328 0,6204 0,0964
0,1230 1,1086" 1,5167 | o0,6262 0,1213
0,1486 1,1410 1,5006 0,6239 0,1440
0,1739 L1720 | 14845 0,6223 0,1658
0,1996 1,2017 1,4683 0,6214 0,1872
0,2260 1,2305 1,4522 0,6209 0,2086
0,2536 1,2585 1,4361 0,6209 0,2303
0,2827 1,2858 ‘1,4200 0,6214 0,2527
0,3136 1,3124 1,4038 0,6222 0,2760
0,3466 1,3385 1,3877 0,6233 00,3004
0,3822 1,3641 1.3716 . 0,6266 "0,3536
0,4631 1,4135 1,3393 0,6288 0,3832
0,5095 1,4371 1,3232 0,6313 - 0,4153
0,5609 1,4598 1,3071 0,6343 00,4503
0,6184 1,4814 1,2909 0,6376 0,4890
0,6832 1,4016 1,2748 0,6415 0,5322
0,7569 1,5200 12587 -] 0,6488 0,580%
0,8417 1,5365 1,2426 (,6508 06364

Widzimy, ze uktad rownad (4.5)-(4.7) 1ozwiazuje si¢ znacznie latwiej niz po-
przedni, gdyz w celu wyznaczenia & przy x,=1 (wynika to rownosci (4.7))
nalezy rozwiklaé tylko réwnanie (4.6); rownanie (4.5) stuzy jedynie do wyznaczenia
Ay Rozwiazanie, tf. funkcje 6=36 (m,), y=y (m,) i e==¢ (m,) przedstawiono graficznie
na rysanku 4 i tablicy 2.
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Jak wynika z przedstawionych wykreséw, wielkos¢ y stale wzrasta i dla m,—cos
y-+1. Natomiast pozostate wielkosci, tj. ¢ 1 & stale malejg, przy czym dla m,—oo,
61 jak 16wniez i e—I. Czyli w przypadku czystego skrecania przekrdj staje sig
skrzynka kwadratowa b=F, o bokach réwnej grubodci — g,=y,.

£ 4y
3=bit

14-+07

13 |

10 05 | 1 L | ] | ! ! | L (-
U ggar 10 12 14 16 18 ms
Rys. 4
Tablica 2
iy P £ ¥ ¥z, 8
0,8417 | | 1,5365 1,2426 " 0,6508 0,6364
0,9580 1,4828 1,2200 0,6744 0,7157
1,1008 11,4292 11972 ,6997 0,3126
£,2316 f,3755 11740 0,7270 0,9346
1,5189 1,3219 1,1505 0,756 1,09:49
1,846 {,2682 1,1266 0,7883 1,3132
2,3301 1,2145 1,1023 0,8233 1,6367
3,1267 1,1609 1,0775 09,8614 2,1684
4,7330 1,1073 1,8523 0,9031 3,2198
9,3980 1,0526 1,0265 0.2491 65,3494
w0 1,0000 1,0000 1,0000 oo

& poprzednich rozwazaniach zalozyliSmy, Ze istnieje graniczna warto$é i,
dzielgca caly przedzial m, na dwa przedzialy. A. zatem dia m,=#, powinny by
spelnione réwnoczednie warunki optymainoéci sformulowane dla zakresu pierwszego
i dia zakresu drugiego. Rozwigzujac wige uktady réwnan (4.1)~(4.3) przy zatoZeniu
21 (8, 8)=0 wyznaczono numerycznis warto$é graniczng /i, =0,84173 oraz odpowiada-
~ jace jej wartofci 8=1,53647 i g=1,24258.
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W przypadkn d) zatozono, Ze ograniczenie ze wzgledu na stateczno$é srodnika
jest ograniczeniem biernym, tj. x5 <1. Przy takim zalozeniu oraz przy g, (8, x5)=0
w obu przedziatach obliczono wartosci f=F/C (por. wzor {2.20)) charakteryzujace

& AF
- ;o ——= g (e)=0
. II, —_— F{'E)

Rys. 5

przekrdj i pordwnano je z wartoSciami otrzymanymi dla x;= 1. Jak wynika z prze-
prowadzonej analizy numerycznej, najmniejsze warto§ci funkeji f otrzymano dla
x;=1. Funkcje te, tzn. f=£ (4, &) dla trzech wartosci x; i dla wybranej wartosci
m, w przedziale m, </, przedstawiono na rysunku 5 linia ciaglg, natomiast dla
przedziaty m,>m, na rys. 6. Ponadto na rys. 5 linia przerywana przedstawiono
ograniozenie g, (4, &). Z wykresdw jasno wynika, ze w obu przedziatach m, funkcja /'
osiaga minimum dia x;=1. Poza tym uwidoczuiaja one . nieciaglodé ograniczenia
g, (6, &), ktdra nie pozostaje bez wplywu na wartosé funkcji 1.
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22 |-

18 -

165

9

mg=10 [Me=15 1 -
a4 88 08 07 mg /14 mis
Rys. 6

5. WZORY OKRESLAJACE OPTYMALNE WYMIARY PRZEKROFU

Koncowe wzory okreslajace optymalne wymiary przekroju mozna przedstawic
w postaci (przy k,=24, k,=4, k,=5,35:

| (anM)lfa[ 2F ,( 5 )/ [L+y7 12108

(51) k_ Rl,’z (1_v2)j} 3+§ {1 +y2 ﬂi]”lz »
~ 3(I—v2)jM]1/3 ( 5 )1,'3

5. =|— 1/6

(52) & [ | R al ),

(5.3) b=yh,

5.4 Y

() _ gt!"‘gs,yay

gdzie

? ms((5+3)'
3.5 = T
= : R I
B, 240 R 1

([2_ = — — (T —— =

4, s535° TR 06

Funkeije (5.1)-(5.5) zaleza od wielkosci y i § wyznaczonych numerycznie 1 zestawio-
nych w tablicy 1.

Warto zauwaiyC, 7e w przedziale drugim, tzn, przy m=0, 84173, go==g,, gdyz
yo==1. Przekrdj bedzie wige posiadal Scianki o réwnej gruboScl. Otrzymane wzoty
pozwalaja nie tylko na wyznaczenie optymalnych wymiaréw przekroju, -ale réwniez
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na badanie wplywn momentu skrecajgcego na zmiang przekroju i poszezegdlnych
Wymiarow,

Na rys. 7 przedstawiono graficznie dla przedziatu m,<0,8417 wymiary okreslone
na podstawie wzoréw (5.1)-(5.3) odniesione do wymiaréw dla zginania prostego [2]

g/ba ; F3/Gs,
/he Sof B G/l
15 - !
| Fify

14

A3 _.

12 ! e

g F
o . bo
e i,

0o a1 gz a3 ] 85 a6 a7 08 s

L g

Rys. 7
oznaczonych indeksem «o». Jak widaé, moment skrecajacy w wiekszym stopniu
wplywa na zmiang grubodci érednika niz na pozostale wymiary. Dla m,=0,8417
przekroj wzrosnie w przyblizeniu o 46,5% w stosunku do przekroju wyznaczo-
nego dla czystego zginania, :

6. ZAKONCZENIE

W naszych rozwazaniach zaloZono skrecanie swobodne, mimo Ze w praktyce
inzynierskiej mamy bardzo czesto do czynienia ze skrecaniem skrepowanym. Wplyw
skrgpowania mozna pomingé w przypadkach, gdy profil zamknigty odznacza sig
duzg sztywnodcig skr@cama a wigc wowczas, gdy tylko w niewielkim stopniu ulega
deplanacji,

Deplanacja przekroju zamknigtego zalezy od wspolezynnika u okrelonego
nastepujacym wzorem [7]:
J

= 1"7;:

gdzie moment bezwladnodcl przy swobodnym skrecanin wynosi

WK g,
- bg.+-hg,
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a kierunkowy moment bezwladnogci przekroju

bh
Jk=3— (bgs+hgp) .

Z rozwazan przeprowadzonych przez A. UMANSKIEGO [7] wynika, Ze jezeli
Jo=Jy, tzn. gdy p=0, przekrdj nie ulega deplanacji. A wige nie ulegaja spaczeniu
przekroje o odpowiednio dobranyc.h wymiarach. Np. w przypadku przekroju skrzyn—

kowego, gdy spelniaja rownoéc
b g
A g
W rozwazanym przypadku po uwzglednieniu wzoréw (2.13) wspolezynnik spa-
czenia mozna przedstawié w postaci

45y
= ==,
67*+1)
Funkcje pe==p (1), m=m,/(m,+1) przedstawiono graficznie na rys. 8.’

a8
oM
g1z
a1

005

oM

002

Rys. 8

Wspdlezynnik # osigga najwigksza warto$é dla m,=0, réwna 0,1766. Wraz ze
wzrostetn 1, szybko maleje i tak dla m,=1 (m=0,5) x<0,04. Dla czystego skrgcania,
tzn. dls wm=1, 1=0, gdyz jak wspomniano wcze§nigj, optymalny przekrdj jest
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skrzynka kwadratows o rownych grubodciach $cianek. A zatem gdy dominuje
moment skrecajacy, wskaZnik spaczenia na pomijalnie malte wartodei; natomiast
gdy dominuje moment zginajacy, wplyw napreZenn pochodzacych od deplanacji
przekroju na naprezenia catkowite moZna uznaé réwniez za pomijalnie maly, Wy-
prowadzone wzory beda wigc dostatecznie dokladne dla skrecania skr¢powanego.
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OITUMAIIBHOE ®0PMHWPOBAHUE AOIMKOBOI'O CEYEHWA CTEPXHSA
OJHOBPEMEHHO M3TMBAEMOI'O ¥ CKPYUUBAEMOTO

TIpopenera ONTHMUIALNS, H3-3 BECA, CTEPHUS ¢ AITMKOBLIM CCICHIEM HATPYMEHHOIO M3rRO-
HeM M u ckpywmBaromuM M, MoMeHTaMH, B paccymeHusx HPUHSTO CeYcHHe ¢ NBYMS OCHME
CAMMET DI, HEM3MEHSIOWENCT BAONEL [MMEL] CTEPIKHA ¥ XAPAKTCPHIYIONEec HeTHPbMI Iapa -
merpamu- (B, b, g; A g,). Kak orpauduenns UpAHATH YCIOBHSA IPOTHOCTH W JOKAILHEOH yeToRym-
BOCTH CTEHEH H GEAMECSMOH 1T010Ck. DYHKUAS e, T, €. TI0Jie HOBEPXROCTH CEYCHMA, IIPEICTARICHA
TIpH IOMOTTH Tpex GespasMepubix semiuns §, v, é B 0gHOI pasMepHoi 1. 3a/1a9a pelieHa, NPHMEeHT
MeTON, AHReapU3Ialiy oI PaARYHBAIOIMX YCIOBHI, 3aTeM MeTo i Jlarpanata w reopemy Kyna—Taxe-
pa. PopMynw, ONpeNeAAIONIAE ONTAMATLHLIE DAIMEPH! CEYEHHs, NPEZCTABIEHH Kax (yHKIER
wapaMerpos ¥, 6, I ¥ (y, §), KOTOPEIC OOPEIENEHRl MHUCHSHHO W COCTABICH! B Tabmuax 1 = 2

SUMMARY

OPTIMUM DESIGN OF A BOX SECTION OF A BEAM SUBIJECT TO SIMULTANEOUS
BENDING AND TORSION

The beam of a hox section loaded by a bending momsnt M and torgque M, is optimized with
respect to its weight. The cross-section characierized by four parameters i, b, g., gr is assumed to
have two symmetry-axes, and the beam is prismatic. The constraing conditions are represented by
the strength and local stability conditions of the web and the compressed ﬁange The aim function,
i.e. the cross-sectional area, is expressed in telms of three dimensionless quantities 8, y, & and a
dimensional value A,
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The problem is solved by the method of linearization of the constraining conditions, and then
by Lagrange method and the Kuhn-Tucker theorem, The formulae which determine the optimal
dimensions of the cross-section are written in terms of the parameters p, § and » (», &) which are
determined numerically and presented in Fables 1 and 2.
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