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HARMONICZNE DRGANIA WYMUSZONE WARSTWY
TERMO-PIEZCGELEKTRYCZNE]

KRYSTYNA MAJORKOWSKA-KNAP (PLOCK)

W pracy rozwaza sig zagadnicnie drgart wymuszonych warstwy termo-piczoclektryczne], spowo-
dowanych harmonicanymi w czasie zmianami temperatury i potencjaln elektrycznego na powi'erzch~
niach ograniczajacych, Rozwigzanie uzyskuje sig przy zalozeniu zaleZnoscl temperatury 1 potencjatu
elektrycznego jedynfe od zmiennej x; i czasu f,

1. WPROWADZENIE

Podstawowe réwnania liniowej termo-piezoclektrycznodei dla osrodka spre-
zystego, jednorodnego i anizotropowego, napisane w kartegjaiskim ukiadzie wspok
rzednych prostokatnych maja postac

_ Cojir Wi, 157+ €xey Qs Vis 0, 5+ Xy=piki,
(1.0 Cour U, 11— Ew P, 27 0,,=0,

‘ Jeij 0,55~ 0—To (yiy 6=y 0, 0=—W, i,], k 1=1,2,3,
gdzie u jest wektorem przemiszczenia, X wektorem sit masowych, p gestocig ciata,
&;; tensorem odksztalcenia , ¢ potencjalem elektrycznym, &#=T—1T, przyrostem
temperatury, T° temperatura stanu naturalnego ciala, W iloscia ciepla wytworzonego
w jednostce czasu i objgtodel, Stale materiatowe ¢; .y, €y, € 53 wspolczynnikami
odpowiednio sztywnodci sprezystej, piezoelektrycznymi i dielektrycznymi, 3y, &y c
oznaczajy kolejno wspolezynniki ci$nienia térmicznego, przewodnictwa cieplnego
oraz cieplo wladciwe przy statym cdksztalceniu i statym E, oraz p; wspolezynniki
piroelektryczne.

Rownania (1.1) zostaly otrzymane dzigki eliminacii naprezen 1 indukeji elektrycz-
nej z réwnan ruchu i pola elekiryeznego

(1.2) o+ Xi=pil;, Dy ;=0
przy wykorzystanin zwiazkéw kKonstytutywnych |

G;7= Cijia €kt — Viy H“Ekij Ey,

(1.3) o S=yyeyt 9+p, 15

Di=ey +P170+Eik B, B=—gu
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oraz definicji tensora odksztalcenia

(1.4 Eij=JZ_ (uy, yt1ig, )
W rownaniach (1.2) 1 (1.3) o, 0znacza tensor naprezenia, D wektor indukcji elekirycz-
nej, B wektor natgZenia pola elektrycznego oraz S entropig.
Réwnapia (1.1) upraszezaja sig znacznle dla zagadmen jednowymiarowych.
Jezeli przyjaé ze wektor przemieszczenia ( U=y, U, u3) oraz Ze potencjal elek-
tryczny @ i temperatura 6 zaleig Jedyme od zmiennych X, i czasu ¢

(15) uiEui (x2.s t)a

to bedziemy mieé do czynienia z nastepujacym ukiadem réwnan, napisanym w nowej
notacii 2 wiela wzgledow wygodniejszej:

(PE¢P (x,?.b t) E] 856 (x23 t)a

Y6 & 2t €26 @, 22=pil1 ,
y2 8 2t en 99;22=Pﬂ2.=
v4 8 2t as p, 22=Ppil3,

Coo M1, 22+ a6 Uz, 221 Cas Uz, 227
¢2~6 Hy, 22t Caz M2 22 FC2a s, 22—
(1.6) " Cag My, 22 Caa o 22 HCaa Uz, 227
€26 Ug 201 €na Uy, 22T €24 Ua, 22+P2 6 2~ €22 @, 22-—-0

ks 9 22— To— T (V2 liz, 2*]92?9 a)= W,
Qdpowiednie Zwiazki konstytutywne maja postac

Ti=eipUz,2— %1 B+eay ¢ 2,

S=95 1z, 2
Y2 0+e 02,

Cp
) +m9_p*¢ 2y
Ty=tpy Uz, 2— T, 20

*
Dy=eiaty 24P 0—€129,2,

(1.7

T3=0Cpq iz, 2~
Ty=Cau thy 2—
Ts=cCys 1y, 2—

To=¢16 Uz, 2—

Pa+eza 2,
Pa0+esa @2,
75 O0+ess @2,
Yo O+ e26 0,25

£
Dy=e33 U, 2t P, 0—€25 0,25
Dy=es; a2 er: 0—€30,2.

W réwnaniach (1.6) i (1.7) wykorzystano podstawienia

CList=7Cpq; Pii=Vps Ciki=Cla> 0:i=Ty;=T,,
(1.8) &,;=5p, ky=k,, gdy i=j, p=1,2,3,
28,;=15,, 2eyi=ky, gdy i;éj, p=4,5, 0.

Z réwnaniami (1.1) nalezy zwigzaé warunki brzegowe i poczatkowe Jako warunki
brzegowe przyjmuje sie dane przemieszczenia lub obcigzenia, dany potencjat elek-
tryczny lub tadunki powierzchniowe na pow1erzch_m ograniczajacej cialo:

u,=U,; (%, 1),
’ 99=@ (Xa t) 3

Pi=05 ”J=P.t x, 1),

(L9
x€0B.

Dyng=—1r,,
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Cieplne warunki brzegowe to dana temperatura albo gradient temperatury, albo
dana funkcja 1eprezentujaca swobodna wymiang ciepla na powierzchni:

. a4 a '
(1.10) f=m(x, 1), a—n=l(x,t), (ﬁ‘l‘a)ﬁ(x, H=f(x,1), xedB.

Jako warunki poczatkowe przyjmuje sig rozklady przemieszezeit i ich predkodci
oraz rozklad temperatury w pewnej chwili czasowej poczatkowej, np. w chwili 1=#:

1) a6 t)=2(), @& )=k, O L)=k(x), xeB.

W warunkach (1,.9)-(1.11) n jest wektorem jed_nostkowym normalnym na brzegn
¢B rozpatrywanego obszaru B, x, powierzchniowa ggstofcig ladunku elekirycznego,
p wektorem sit powierzchniowych, e U, P, @,y m, L f, g,, h; i k sa danymi funkcjami.

2, ZAGADNIENIE DRGAN WYMUSZONYCH HARMONICZNYCH WARSTWY
TERMO-PIEZOELEK TR Y CZNEY ’

Rozpatrzmy warstwe sprezysta o grubofei 2k, rozciagajgcs sie nicograniczenie
w plaszczyznie przechodzacej przez osie x;, x;, wykonujaca ‘drgania wymuszone
harmoniczne. Przyczyna drgan jest potencjat elektryczny i temperatura (harmonicznie -
zmienne w czasie) przylozone na brzegach:

p="d@ e ™ dla x,=+h,

@) _
O=+T,e " dla x=th.

Zakladamy, Ze warstwa jést osrodkism térmo—piezbe]ektrycinym, krysita{em klasy 2
(0$ symetrii réwnolegla do Ox,) ukladu krystalograficznego jednoskosnego. Ponadto
zakladamy, 7e w obrgbie warstwy brak jest sil masowych i Zrédet ciepla (X=0,
W=0), a brzegi Xy = +4 sa wolne od napreZed, co daje nastf;pujqcy warunek:
(2.2) Tz—azz—a (C22 Uz +e;5 ‘P) 72 0=0 dla xz“ih-
Uwngqdniliémy tu fakt, ze sktadowe wektora przemieszezenia u; =0, uy=const,

- Nastgpnie przyjmujemy, Ze potencjat elektryczny @ i temperatura f zalezg jedynie
od zmiennych x, i czasu t. W zwiazku z tym i przy uwzglednienin znacznej redukcji

stalych materiatewych dla rozpatrywa.nego oérodka I3] réwnamia termo-piezoelek-
trycznoam maja postaé:

(Caz Wy aateay @22 Y2 0y =pil,,
(2.3) | €a iy 52~C23 @,22+P3 0,,=0,
ks 9,22_CE9_T0 (v ﬂz,z—P;¢,2)=0- 7 .
W dalszych rozwazaniach pominiemy w réwnaniu (2.3), ostatni wyraz p; 0., oraz
w réwnanin (2.3); ostatni wyraz To () iz, o — pa @, 2). CZynimy to kierujac si¢ ana-
logig do teorii napregzen cieplnych i popelmajq,c niewielki blad:
- Wstawiajac do rownait (2.3)

(24) w70, =1, (xz.) e @ (xy, =0 (x2) €71, 0 (x,, )=0°(x5) =5,
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otrzymujemy -
| 2 Ustern @)—0: 12 0° +o? plU;=0,
(2.5) 9 (222 Uz —€25 #)=0,
e
00 (@ +ii7)=0, M=——.
: ks

Rozwigzaniem réwnania (2.5); jest funkcja

Dy
(2.6) 69 (x,)=Ae~"(cos ex, +1i sin ex;) +Be™ (cos ex, — 1 sin ex,), 5=( 2’: ) .
ktéra po wykorzystaniu warunku brzegowego (2.1); ma postaé '

T, (i ch ex, sin ex, —sh ex;, cos &x;)

il =
(2.7 9% (x2) ich eh sin eh—sh eh cos eh

Wykorzystujac (2.7) oraz réwnanie (2.5),, ‘otrzymujemy z (2.5), réwnanie réinicz-
kowe niejednorodng o postaci - '

(2.8) : (@5+9%) U, (x2)=R (x.),
gdzie , ‘
’ _ W’ p . €2,
= - ] Coz=C 3 -+ ]
H Coa 2z 2 -
R (xz) =T 52 8° (x,)=

yz T e [i (sh gx; sin sxz + ch x5 €08 £X,) —¢h £X; €Os &x, +sh .ex2 $in 6%
s ' ' czz (z ch sh gin gh—sh sh cos eh) )

Zajmiemy sig rozw121za111em rownama (2.8).
. Poniewaz prawa strona réwnania ma wartosé zespolonq, wige U2 (xz) jest funkc]ac
zmiennej rzeczywmte] o wartoéciach zqspolonych

@9 L U, (x2)=f (x2) +ig (x2) ..
Zatera réwnanie (2.8) mozna przepisaé w postaci ukladu rownan
82 f () + 0 f (X2) =Ry (x2) ,

: B gx)+n’ g (x2)=R; (x2), )
gdzic ‘ o i

@10y

s Ty
g {esxz [(r1+b) cos &%, + b- a) sin ex, 1+
e % [(a+b) cos ex,-+(b—a) sin x,]},

Ry (x;)=Re R (x,)=

o fora [(_ a-b) cos ex, —(a-+b) sin ex,] -+
e~ [(—a+h) c0s &x; +(a+b) sin 2x,1},

R (xg).l=Im R{x;)=

sh gh cos eh - ch &h sin ek

T o 1 b TS T 1« o 7 *
sh? ch+sin? eh sh? gh+sin? ¢h
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Rozwiazania ogdlne réwnan mniejednorodnych (2.10) maja postacie ‘nastepujace:
F(2)=C sin 5x, +D cos gx; +€2 (@, cOs £x, + @, sin £x,) +
2.1 ; +e7™2 (b, cOs exy -+ b, sinExy),
‘g (%)=L sin qx;+ M cos nx,+e™ (¢, €08 £x; ¢ $in &x5) +
+e ™2 {d, cos ex; +d, sin €x,),

édzie \ _ _ o
_ Gel(a+b) n* —2¢* (b—a) _ Gel(b—a) n*+2* (a+b)]
= n*+ et » a4 7t + de* ’
_ Gel(a+bd) #*-+28* (—b+a)] b — Ge[(—btayn?—28% (a+b)]
1 nt+4e* ’ T gt4det :
| Gel(—ath) 422 (a+b)] e (atb) 24287 (—a+B)]
Cy— }?:,_%_484' 3 Cy ™. : ?]4+484 3
_ Ge[(—a+b) P +267 (a+B)] e Ge [{a+b) n?—2e* (—a+b)i
1 gt det ’ S 7+ de* ’
Y T,
28,

Zatem rozwigzaniem réwnania (2.8) bedzie funkcja
(2.12) U, (x)==C sin gx,+D cos ux, -+ (a; cos ex,+ a;2 gin ex,) +
+e 52 (b, co8 &x, + by sin ex,)}+1 [L sin x, + M cos ix,
+ &% (g COS EXy €5 5iN £X,)+ e (d; cos ex, +d sin ex,)].
W rozwiazaniu tym C, D, L, M oznaczaja stale, ktdre nalezy wyznaczyé z warunkow
brzegowych. :

Przejd#my do rozwigzania réwnania (2.5),. W wyniku dwukrotnego scatkowania
tego rownania i po uwzglednieniu wzorn (2.12) otrzymujemy

o : e : ' -
{213) D(xy)= Eﬁ JC siti gx, + D cos e, +€7 (@, cos ex; +a, sin ex,)+
22 )
+e %2 (b, cos gx, +b, sin exz)+1 [L sin nxy 4+ M cos #x; +
+€™* (¢q COS £+ €3 SiN £%,) + e % (d,; cos ex,+d, sin ex,)]} + Nx, +P.
Z warunkdow brzegowych (2.1); wniosimy, ze funkcja @ (x,) jest funkcja antysyme-
tryczna, co powoduje, 7e stale D=0, M=0, P=0.
Wykorzystanie warunku brzegowe (2.2) dla x,=/h prowadzi do réwnania
(2.14)  7C cos nh+e™ & [(a; +az) cos eh-+(a, —a,) sin k] +e g [(by— b)) cos eh—
—{b,+by) sin eh]+i {nL cos nh+e™ &f(e; +¢2) cos eh4-(c;—¢) sin sh]+
€22 -

Fe~® g [(a,—d,) cos eh—(d,+dy; singh]} +—————-—2w(e-22N—— Vo TD)mO.
: Ca2En2-teg, .
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Z warunku brzegowego (2.1); dla x,==h otrzymujemy zwigzek .

e

(2.15) % {C sin yh+e™ (a, cos eit+a, sin gh)-+e= (b, cos eh+
=22

+ b, sin ek +i [L sin ghi+e™ (¢, cos eh+ ¢, sin gh) +

+-e~ ™ (dy cos sh-+d, sin eh)]} +Nh=g,.

Z rownan (2.14) i (2.15) okreslimy wielkosé C=C+iL:

_ 1 { 1
@ie) C= 3

%
2
€33 €y + €5,
-"%—-*2 sin f—pBcos fi
Cy3 Exa+ €y,

<[(@o e22—hys To) €22— €2, {é"" (ay cos eh+ a, sin eh)+

4-e= % (b, c;os eh+b, sin ehy+1i [e*® (¢q cos eh+ c-‘; sin ah) +-
+e” (d, cos eh+d, sin ak)]}] +hz [e* \a, +a,) cos eh +ﬂ’

(a2 —ay) sin eh]+ e~ [ty —b,) cos eh— (b, +b,) sin ch]-+

+i{e™ [{eg+c;) cos sh-H(cy—c,) sin'eh]+

+e " [(d, —d,) cos sh— (d2 +c§’f) sin ah]}]} , ﬁ# nh .

Majac C 1n(_SZemy okresli¢ stale C i L:

1

o
2
C22€z2 1 €5,

‘ o -
C=_Re..C= 3 - {

2 _ sin f—fcos fi
Crp Exrtel,

® [(‘Po e22—hys Tp) €22 €5, {e™ (@, cos eh+a, sin eh)+
e~ (b, cos eh+by sin e}l e [e** [(er, +a,) cos eh +
+(az—a,) sin eh]4-e~ [(b, —b,) cos ek (b, +b,) sin eh]}} s

- 1 toe2 )
Q1D L=lm Oy {m 2,

€22 €32+ €3,
—— sin ﬂ fcos ﬁ 2
Caz ‘522+322

xfe (01 oS ,gh-u2 sin efi}+ e~ (dy cos eh+d, sin eh)]+

C+he e [(e,+¢a) cos ehk (e, —¢y) sin eh] -
+e " [(dy—d,) cos eh- (dz +d;)sin ah]}} .

Stalg catkowania N mozna wyznaczyé ze wzoru (2. 14) Inb (2.15), wykorzystujac
wzory (2. 17)1 2 _ _ -
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Zestawmy na koniec funkcje rozwigzujace ukltad réwnan (2.3) (przy pominieciu
ostatnich wyrazéw w réwnaniach (2.3), ,):

(2.18) ty (%3, )={C sin gx, + ™ (@ cos £x, -+ @, $in 6x,)+

e (b1 cos ex; + by sin ex,) +1 [L sin gx, + €™ (¢, cos &x, -

+6, 8in £x;) e (d; cos exs+ 4, sin ex,)]} e

€

(}7 (x2> t): {

2 . . g ’
. {C sin #x, + ¢ (@, cos ex,+a, sin £X3)+e7 %2 (b, cos ex, +
22 - '

+b, 5in gx,) +7 [L sin nx, + € (¢4 €08 £x5 + ¢, sin ex,) +

+e7" (d; cos ex, +d, sin ex,)]} + Nxz} e~ior,

0 To (i ch ex, sin ex, —sh &x, cos sx,) ,
X, )= - ; e
¥z 2) i ch eh sin eh—sh sh cos ek

Tutaj C, L, N sa stalymi calkowania poprzednio okreflonymi. Ze wzoru {2.18),
.moZna wyciagnaé wniosek, ze jedli stale C—oo, L->00, to u,—00, a W przypadku
rezonansy mamy

€2, ey, e
(2.19) g p= 222

22

W rozpatrywanym zagadnieniu temperatura € (x,, ¢) jest niezalezna od pola
przemieszezen i pola elektrycznego, wplywa natomiast zaréwno na j=dno, jak i na
drugie pole. Latwo zauwazyé jest wplyw pola elektrycznego i temperatury na pole
przemieszezen oraz wplyw pola przemicszezed | temperatury na potencjal elekiryczny.
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Peswme

TAPMOHMYECKHWE BLIHYKJEHHLIE KOJTEBAHMS
TEPMO-TIBE3IO3JIEKTPHYECKOIO CIIOL

B pabore paccMaTPUBACTCA 3a5AYR BRIEYKZCHHHX X0ZeOanuil TepMo-THe303IeKTPHEICCKOrD

CH0A, BBRI3BAHHBIX TFAPMOHKYECKHMEA BQ BPCMCEN HW3MEHCHHEIMHA TEMICPATYPREE M 2ICKTPHYCCKOTO

HOTCHIHANE Hg ITPRHUYMBANOIMEX IOCBSPXHOCTIX, PelucHue TOJIYJA€TCa IIpH HBREATONOKCHHR
34BHCHAMOCT.Y TeMnepaTprI' H ACKTPHYCCKOr0 HOTCHINAMA TONBKO OT DepeMeHnoif X2 I BpeMerd 1.

s
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SUMMARY

HARMONIC FORCED VIBRATIONS OF A THERMO-PIEZO-ELECTRIC LAYER

The problem of forced vibrations of a thermo-piezo-eleciric layer is considered; the vibrations
. are produced by harmonic changes of temperature and electric potential at the bounding surfaces,
The solutions are obtained under the assumption that the temperature and the electric potential
are functions of the only two variables: x; and time 1.

FILIA POLITECHNIKI WARSZAWSKIES
W PLOCEU

Prace zostala zloiona w Redakeji dnia 2 listopada 1978 r






