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ZAGADNIENIE STATECZNOSCI DYNAMICZNEJ POWEOKI STOZKOWEJ
LWYPROWADZENIE PODSTAWOWYCH ROWNAN

FERDYNAND TWARDOSZ (POZNAN)

W pracy zajeto fig wyprowadzeniem rownaf statecznosci dynamicznej powloki w ksziakcie
stozka Scietego przy zaloZeniu, ze materia powloki wykazuje wiasno$ci thumigee, Okreslono gra-
nice podstawowych obszaréw statecznosci i rozwazono drgania tlumione o niskiej czestodel wy-
wolane okresowo zmiennymi silami osiowymi oraz rownomiernym zewnetrznym obciazeniem
hydrostalycznym. Rozwazania oparte sa na liniowych zwigzkach geomelryczaych i hipotezie
Love’a-Kirchhofla. Powloka jest cienka @ swobodnie podparta na krawedziach.

1. WstEr -

W pracy wyprowadzono réwnania stafecznodei dynamicznej powloki w ksztalcie
stozka §cigtego przy uwzglednieniv wlasnosdei tlumigeych materiatu. Postuzono sig
hipoteza N.N. DawmENkowa [3 1 8], ktéra uwzglednia themienie - nicliniowe
i daje sig dostosowaé do réznych maerialéw. Zwiazki te zostaly wszechsironnie
zhadane przez G.S. Pisarenkg {7, 8 i 9]. Okreélono granice glownego obszaru
rezonansowego oraz rozwazono paramefryczne drgania thumione (ustalone | nie-
ustalone) o.matej amplitudzie, wywolane dziataniem okresowo zmiennych sit podiuz-
nych oraz wszechstronnego réwnomiernego cidnienia zewngirznego.

W rozwazaniach oparto si¢ na liniowych zwiazkach geometryczaych, zakladajac
stosowalno$c hipotezy Kirchhoffa-Love’a. Powloka jest cienkoscienna, swobodnie
podparia na brzegach. Poniewaz sity thumiace s male w stosunku do sil sprezystych,
przeto zagadnienie moina sprowadzi¢ do vréwnafi rézniczkowych nieliniowych za-
wierajacych maty parametr. N. M. Kryrow i N. N. Bocorusow [2] opracowali
dla takich réwnan rézniczkowych ésymptotycﬁine metody mechaniki nieliniowej,
ktore dzieki swej efektywnodci 1 matematycznej Scistodci znalazly szerokie zastoso-
wanie w praktyce inzynierski¢j . Rozwazania ogdine niniejszego zagadnienia oparte
sa na metodzie podanej w pracach [1, 2 i 4].

2. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU
Réwnania statecznoéci dynamicznej powloki stozkowej wyprowadzimy z uprosz-
czonych téwnan statecznofci statycznej, zastgpujgc zewngtrzme obciazenia stale
sitami zmieniajacymi si¢ okresowo w czasie oraz dodajac do prawych stron tych
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réwnan skladowe sit bezwladnoéci. Dia powloki stozkowej rownania statecznoéed
technicznej teril powlok sa nastgpujace:

, N, - 2 _
Ny siny+ PP ssiny—N, siny-F 9 =0,
e o siny+ o g iyt T, siny =0
30 1 SIny P ssiny+1I; smy =0,
@.1) zaMl . +32M1 _ _3M2 - i 82M2_
' s SMPT T SSMyT T ey ssiny  d¢?

| éH, 1 oH, ¢&*H, &*H,

s dp s dp Bsc'}goﬁﬁsago

[62w ( 1 32w+ 1 3w)N + 2 2w T] 0
PR s e e _— =
ds* Nio-t s*sin?y 9> s as | 2% ssiny dsdp " ° ’

+ N, cosy—s siny x

przy czym w pierwszych dwéch rdwnaniach pomini¢to male wyrazy momentowe
pochodzace od sit poprzecznych, co jest Zgodne z przyijgta tu techniczna teoria [13].

Przyjeto oznacrzenia nastepujace: s, ¢ oznaczaja wspohzedne punkte na po-
wierzchni frodkowej powloki, 2y kat wierzcholkowy, Ny, Na, T, T, wewngtrzne
sily normalne i styczne, M, M,, I, H, wewngtrzne momenty zginajace i skrecajace
oraz N, Nag, Ty sily wewnetrzne stanu blonowego.

Zakladajac, ze powloka jest obcigzona sitami podiuznymi N 1 wszechstronnym
rownomiernym ciSnieniem p przyjmiemy w réwnaniach (2.1)

(2.2) Ty=0, Njyy=——"F7—— s Nypg=-pstgy,

gdzie s, oznacza odleglo$¢ wierzchotka stozka od mniejszej podstawy. AZeby przejs¢
do réwnai drgaf wymuszonych powloki silami okresowo zmiennymi z czgstofcia
& nalezy sity N i p w (2.2) zastapic sitami :

(2.3) N=N({t)=Ny+N;cos0t, p=p(t)=py+p,cosbi
oraz wprowadzi¢ do réwnan (2.1) skiadowe sil bezwladno§ci

*u o Fw
2.4 ph—E,t—zssiny, phgt—i—ssiny, ph Py ssin y,

gdzie #, v, w oznaczajg skladowe przemieszczenia punktéw powierzchni Srodkowej,
N, i p, sity stale, N, i p, sity pulsujace, k grubo$é powloki, p mase wladciwa materiatu
powloki oraz ¢ czas.

Podstawiajac (2.2), (2.3) i (2.4) do réwnan (2.1) dostaniemy

. oN, ] o7, Fu
5 N, siny+ p™ ssmy—stmy+-6?=ph 12 ssiny,
' N, ar oo

—+ T siny+——;—ssin v+ T, sin y=ph ssiny,

do 2 or?
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M, ;M oM, 1 M 1 oH,
Ep 31ny+75i——ssmy— sin y+ —-—— -

2
@5 2
[ed.]

ds ssiny dp? s dp
1 oH, &*H, &PH,
s dy dsde ds g

[('Pw +( 1 82w+] 3w) ] haw )
U Mot sinry a7 Ty s [Y0fT T g SN

+N,cosy—ssiny X

Skiadowe stanu odksztalcenia zwigzane sg ze sktadowymi stanu przemieszczenia

zwiazkami '
du 1 . dv
£1=E’ .92=T usmy+wcosy+$ N
1 ( - du N 57))
ym*rf—'vsmy qu }E ,
(2.6)
a*w _ siny ow o w
1 P rods  riae?’

gdzie r=ssinp. Pominigto tu wplyw przemieszczen -1 v na wielkosci
Ky, Koy Kya-

Zwigzki pomiqdiy naprezeniami i odksztalceniami dla nieliniowego modelu
tlumienia w jednoosiowym stanie naprezenia maja wg hipotezy DAWIDENKOWA
I3, 6 i 8] postac¢ nastgpujaca:

o=E {s$—z— [(14+cos ) —2i~1] s(",} »

2.7
E

] p
20 {HT[(I—WS‘»")’“Z'"’] ?3’}’

gdzie strzalki = oznaczaja galaZ odpowiadajgca wzrostowi obcigzenia 1 galaz
odpowiadajgca obciaZeniu malejacemu petli  histerezy, E modut  wydhiZzenia
spreZystego oraz v liczbe Poissona, #, f, i, I geometryczne parametry petli histerezy
odpowiednio przy rozciaganiu i skrgcanin dobierane dla danego materiatu do$wiad-
czalnie, &, 7o amplitudy deformacji podiuznej i katowej, (s, ¢, 1)=4¢, (s, @) cos v,
7 (s, @, =170 (5, @) cos  wzgledna deformacjg podinina i katowa w dowolnym czasie
oraz (1) calkowity kat fazowy. -

I
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Sity 1 momenty wewngtrzne przedstawimy w postaci
3 h V h
= 2 = 2 - - P 2 .
Ny= [ ondz, No= [ o,d, T=T,=T= { vdz,
_h _I I
(28) 2 2 2
h h h
= 2 — E . c = = Pl 2 —
M=~ f 7y, zdz, My=— f G zdz, H=Hy=H= f %_ZdZ,
h ) h
TE : 2 2
gdzie
- E En [(1£cosy) —21-1]
O1: =TT [ 4ves)tz (ky +wc)] T i ey y

(e +ve, +z (o)),

‘ - E ' © . En[(1fcosw) —2-1]
29 o, km[52+vel +2 (1o, + v, )] F Y
[(eatve)+2 (i, +vi )]

»

K _ ER[(I £cos )t =241
T a +—v) (P12+2z1c,5)F T(14v) 2 (y12+2zr ).

Po uwzglednienin zwigzkow (2.9) w (2.8) znajdziemy zaleznodci miedzy sitami,
momentamt i sktadowymi stanu odkszta{cen:a powierzchni drodkowej. Po wykouamu

catkowan otrzymamy

W=D (-2k=1)

M=t S T Ahayx A E 2265 (2h 1.3 | ‘.
. ; w« b%{k'+1)h2k+3 ,
i-2
= Eh TG (=2) (= 2k ¥
N;_ZT_‘? ag$Aha;$A Z A 12)zgc+12)')(2]€$3)%k Y a(‘ 2k—2)
k=0 ‘ y bﬁ("“)h“‘”,
(2.10) - G2
= L‘L_m gl % 1(1—1)(1 2) .. =2, —1)
2(14y) BRI : zW“”@k+3 *
: fumo . w a(r 2k —2) bztk;+1) h2k;+3
- i1 ‘
ﬂ?[:_ﬁ E{%bl;{$Aj‘(k+1)f(ﬂz’41)'(f;2} (i 2k) )
(1—%) Ly 200 (2k+3)*

(: 24 1) b2k+1 kzrz+3l ]
?
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i—1

- ER? [ L et D) (1) (=) . (i 2K)
R TS L h RN TR
. ! s k=0 .
ag.i*Zk*I) bgk-}»[ ]ZZk+3},
it
=_ ER . % (et DVJU-D (=) o (2K
2(+w 2t 20D 2k 43) )

k=0
) a(shzkl—l) b(32k1+ ) k(2k1+3) .

gdzie przyjeto oznaczenia
Ay =&+, - dy3==E&;+VL;, (3= 1,
b, =w,+vi,, by=r,tve,, by=2Kk,,
By [(Tcosy) — 271 . Ep f(t+cosy)y —21 1]
P (12 ’ ERES

{2.11)

Po wstawienin (2.10) do (2.5} znajdziemy
TN, - ar = ?u

Ny sin p+ *’g;”ls' sin y—MN, siny+ 0 +e®, = ph 22 S sin y,
ON: -+ 27 sin y+a—Tssm y%a@z—ph o S sin ¥
_ dg ds il ’
212) o, &M, M, 1 @M, 1 oH
2 . sint yt+ 57 ¢ sin y— s sin v+ ssmy 990 2? E_
-2 82H+N2 cos y—sqmylaipr +(.—><
ds dp as* 10\ stsin?y
x i w+_1 dw)Nm]+3¢'3-——ph i ssin y
dp® s Oy at? ’

gdzie £ oznacza maly parametr, a funkcie 51, sz, i (.D3 charakteryzuja efekty rozpra-
szanja energii w materiale, przy czym '

: N, ' aT
=N sin y+? §sin )J—Nz sin y+ %
3 S orn gt T
eD, --;j-;— T sin gssmy,
{2.13)
;.E —s aM, L 22 M, aMz
&¢ 3\ . % sin y e sin y——wéﬁsm y+

N UL S L
ssiny  op? 25 e asﬁ 2CO8 7>
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oraz
_ FEha, _Eha, _ Eh
R P 2Tyt 2014 @3
214
M, = a by, M,—= il b
T vy Tt U Y IR Rt

T 12049

ER?

b3:

przedstawiajg sity i momenty stanu sprezystego, a sity 1 momenty thamienia N, ¥,

T, M,, M,, H wynikaja ze zwiazkow (2.10).

Dwa p1erwsze réwnania ukladu (2.12) sa tozsamo$ciowo spelnione, jesli po-

miniemy 451, 452 i styczne sily bezwladnosci, a sity Ny, No, T wyrazimy za pomoca

funkcji sit ¥ (s, p, t):
1 8F smy oF
M=m gt s T
1 #*F siny oF
T asey 17 g

(2.15)

*F

252

Za pomocy funkcji F i przemieszczenia w wyrazimy trzecie rownanie ukladu

(2.12), uwzgledniajac wzory (2.10), (2.15), (2.6) i (2.15). Otrzymamy woéwczas

216 D (34w+ 2 9w 1 B‘*w+2siny aw smy w
Q16 DGt Giag T ot ot r s “Tr? asdet
sin®y 2w sin?y 82w siny dw F
—— -4 +COS }, ——
- ’.4 3¢J2 r2 36‘2 PER 3 as
&rw 1 *w ow a*w
—r— 252 Nig+ (T Fre ——+giny——— Ep Nzo +sq53——-phr 22
gdzie
P ER?
121
Azeby zwigzaé sity Ny, N, i T zastosujemy rownanie nicrozdme!nosm odksztal-
cen [51:
1 {é*F 2 &*F i *F siny 33F siny &°F
CI S\t oyt e — 4
Eh\ ds r? 923 rt et r a5 r#  3sd p?
sinfy 8%F sin*y &*F sin’y BF) Fw
T Tha ——l=cosy— 5.
rt de? F2 a5t a5 os?
Wprowadzajac symbol operacyjny
218 dd= a4 21 a* N Lot 1 & 1 a2
18) Tast TS astag | st ot s st s> osoel
+a I & 1 &2 1 4
st oapr 52 8s? FERFT
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otrzymamy dwa réwnania rézniczkowe wigzace funkeje w i F:

At ctg y 32F+ (1 2w 1 3w+ | azw)
DAdw a7 TPOSEIGT 5 T e el
)10 g 5 2w - = 2w
(' ) (t) s asz sdj'.’»“'“ Pk atz >
ctgy &*w
AdF-Fh—> —==0,

gdzie @,=¢ sin 7.

3. SPROWADZENIE ROWNAN RUCHU DO ROWNANIA ROZNICZKOWEGO ZWYCZAINEGO+

W dalszych rozwaZaniach postuzymy si¢ nowg zmienng

E3)) z=ln-—

S1
oraz przyjmiemy funkcje sil i ugigcia w postaci

F(Z, 991sl‘)=i,0 (Z, t) COS My @y,
W(Z:v P t)ze‘llz W(Z, fycosm; @,

(32)
H 1—v

rZY Czym i) = 5 W=
PY y 1 Sll’l'y 1 2 k)

odlegtoéé wierzchotka stozka od gérnej podstawy.

a n oznacza liczbe fal po obwodzie oraz s,

Wstawiajac (3.1) i (3.2) do ukladu réwnan (2.19) uzyskamy
4 DPW . 52

3.3) Lz gai,r)=De("“4)z{ g —4(1— )3 3 + (6v: — 12y, +4—2n3) a2 +

4 —1202 dur? W pan?
+[ vy —12v; +8v, +4n; (1“"1)]'32_'*'[1’1—41)1 +4v; -+
+n,(4—dv, 20D +nf] W} cos ry @y +elvrm4%) {sl ctg yell—vi)= »
(a2 aw) ) 3{1 92W+( .\ )5‘W
v ——— z I -
preamey REAOL A LS FXF =R Y B *

, 1 1 LW W -
Uil T W |+N{t)e s 27 -‘|-(2vl#1)—az +

;I*wW
+ (% +v) W]} cos #y pq -+ €% s ph a2 cosnlq)l-f-sd)g,__o




(3.3)
[cd.]

gdzie

(3.4)

= : 253
3@3=_{¢
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aty &y a2 dy
Gzt

l/[ ce
R 4@5— (2}’1%*4) ?Zfz'-'l‘ 4[11 E"F (n‘f—4nf) w—

02

N ow
—~Ehs? ctg? y ettTvie e +(2111——1)E;+(v1—v1)W =

-1

2
53\ kD) iG— 1) G=2) .. (i~2K)
) 27N (24 3) "

k=0

da, b
[(1—2/6 1)61‘ 2k — 252k+1 ___,%_(2]64_1)([1 2k— LbZde_l] k21c+3}_)
5

[ 1

[ v (k+DIG-DE-2)...(F=2k) .
IR 42 2254 (24 3) (1=2h1) (122
k=0 e o ) . ‘

x ql=2k-3 p2ktl das \* 1) gt—26-2 poki 1 tay

€y i N +({i—-2k—1)a b] —('JST-'_‘
da, b,

+2(1—2k—1)(2k+1)a‘ 2k- 2b2k 5.5'_3— + 2 Q2k+1) kgl lbzk Ex
x (ab..._) +(2k+l)a‘ 21 20 0* b, ]h2k+31+

ds ds? J

& '(fc+1);(1—1)(a—2) (I—Zk){ , 8a,

. — . [—2k=2 __ 7
{ Z AT (2 £3)1 =2k 1y ay =202 o x

X b2k+1+(2k+1)al 2k—1 bZk E;b ]/12k+3}_
. iy

i—1

— 5

[ s AS (k+1)i(i—-1)(—2) ... (i—2k)

[(i—zk— 1) (i—2k —2) x

_1‘1“822‘ 2241 (2f 4 3) )
k=0
da \* a,
Xa;_m‘gab;k.*[ . +(G—2k—D gl 2 2b2k+1 a"{;i"'f-
1

} da
F2(2k+1) =2k — 1) al= 2 p2k 30 .

i-2k—1 b?_k—l %
2 2

dpy

X(ab )2+(2k+1)a‘ et bk 8%2]&2""3}—
294 o7
-t
257 NG ki+DIC-DE-2 . (=2 [
_{_ ip Y (A DICDE2) G2 [
e?® 2t (e, 43y 1

k1=0

xal 2k — 2b2k1+1 jgp +(2k1+1) G’; 2h1— 152}:1 %l h2k1+f5}_.
1
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253 Sy (ke + D) T 1) (I~2) .. (1= 2k,
[ 2 BZ( +1) (- 1) (I=2) i 2”[(;_2@“[))(

o9 |t & 2 2k +3)]
Jd 5(13‘
x (1= 2k, —2) a;%-a bR+l 20 a (l~—2k1—1) af=h i
as F 22k, 1) (=2, —1) al- =2 pre —2 oas 9y
" osdp, ' ' T

b
! —2k1— 1 B2k1—~1 73 3
+2 0k + Dk, a B s e

1 I-2ki—1 52k
+1)a; B x

2y

82 by | k2 3} [_ ctgyst ctgy 53
i —=21 gl 1
" de, 3-5'} 1+ &* Ahay T e*

2 L s : .
. S -1 (E-2) ... (li*zk“"l) al-2k—2 B2+ 1) k43
320kt 1) 2k-+3)! 2 2 ’

i—

k=0
przy czym
I—v 1 dy
|

2z
a4 =—— — e — S [COS Y @y .
1 Eh Sf e oz 1 .1.’). 1 @1

1—2 1 (Bzw 5‘1;/)
=" gn sZed \ dzr gz Lo TP
2 (l +1)  m ( dy ) _ '
\ =" “Eh s2e* \ az W s ¢y,
(3.5) . .
evlz 82 aW : , .2
bl Sl 2z az + Bz (3”1_ _1)+ W(zvi —¥ —"V]_??}) cos iy @, ,
s | W aw .
b= =g |t g (PR W oimvit—a) |cosn oy,
1 ) -
—2n, " [ @W - :
ba=—“‘;"2—e;““ _—8—+ W{l+v)|sinn, e .

W dalszym ciggu zajmiemy su; rozwigzaniem rowna.ma nierozdzielnodei (3.3),,
okreflajacego wraz z warunkami brzegowymi funkq@y/ Rozwazaua powloka Jjest
swobodnie podparta na obu breegach, usztywmonych przeponam ktére uniemo-
zliwiaja przemieszczenie brzegéw w kierunku norma.lnym w1 stycznym o, a nie
przeciwstawiajy sie przemieszczeniom pod{uznym u,

Dia brzegéw swobodnie podpartych obowigzujg na ‘obu koncach nastqpujqce

warunki brzegowe:

Py dy
w=0, a2 oz —0s
(3.6)
‘ dy 0. BZW*‘O .
g mY=0 =0,
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) . pqn . .
dla z=01 z=]n%. Warunki brzegowe beda spetnione, jesli przyjmiemy
1

3.7 = () sin g 2.

Po wstawieniu funkeji (3.7) do réwnania nierozdzielnodci (3. 3), obliczamy funkcjg .
Poniewaz analogiczne przeliczenia zostaly szczegélowo przeprowadzone w pracy i51,
wigc podajemy tutaj jedynie ich wyniki. Rozwiazaniem rownania (3.3), jest funkcja

(3.8) Wz, t)=A et Aye ™7+ 4, eIy 4, p(2-m)E
— £ (t) Ehs; ctgy e +¥0%(B, sin my z+B, cos i1y 2)»

przy czym A; (j=1,2,3,4) i B; (i=1,2) wyznaczone z-warank6éw brzegowych (3.6)
maja nastgpujgca postac:
(n, @, +@,)et D cosmn nd, —b,
2 "y M oy, 2 AZ:K 2
(] —ny) (e —e™™m") iy +ny

A]_= —

&, e~ cos mn
(it D) (e ™y’
_Ei +Vi— i) ‘xmu*-4 (Vl —2]’%) m% ﬁmu
0(’mn—% ]'Gml vl

Aqw= Ay=—K— s
1-1

3.9

1— ]

Hiy [(} - 2V1) O€HH'I+ 41’ (I’H +V1-—11%) ﬁmﬂ
mn + 16?1/11 vl ﬁ}?m

2T E

gdzie
@, =0,25{2m; (1 4+v,) B, +[(1+v,)? —m? —n}|Bs},
452:0,5 {"ﬁ 2m1 (l -y 1) Bl.+ [(1 +4V1 “‘Vil") —‘n% + mi‘] Bz} 2
=0} 1) =2 (149]) nL +2 (-3 m +07 - 177,
Bun=t2 +12 +1 -3,
T 8o
K=FEhs, ctgy f(t), my=—", u=In—,
. H 5
przy czym m oznacza liczbg péifal w kierunku tworzgeej oraz s, odlegltos¢ wierzcholka
stozka od. podstawy dolnej.

Réwnanie rozniczkowe czastkowe (3.3), sprowadzamy do téwnania roéznicz-
kowego zwyczajnego, stosujac metode Bubnowa-Galerkina. Wistawiajac do (3.3),
funkcje (3.7) i w(z, 1), ortogonalizujemy rownanie, mnozigc Lz, ¢, 1) preez

by
et sinm, z cosny @y dzdp, oraz calkujemy w  granicach O<z<In -

i
1 0< @, <27 sin p. Mamy wige

u 2msiny

(3.10) f f Lz, 0., 1) 2= sin m, z COS By ¢y dzdgol—{)
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Po scatkowaniu i przeksztalceniu otrzymamy réwnanie rozniczkowe zwyczajne
w posiaci nastepujacej:

dzfmn (t) 9 =
(311) %dtz + Q;m (1 _zlumrl Ccos Gt)f;rm (t)"'" Y(f)ﬁo,
gdzie
fl?l: 0).2,;" (1- - NO - _..‘_IT.(.).__).’
N krumn Prrnen
Nkrnm=
@+ Cos? ) (1~ 20 [(1~ 20, 4-4m] —4Cs 53 B(1+20) [(1+ 20,7+ din?]
(1 —t2i= 10y (D2 4+ 2v% — 2w, — 1) 57 ’
(€t Cy 57 h—A4hs? C) (1 +20) [(1+201)2 +-4m3]
Prromn™ 4S?tg})(€(l+2V1)u*— 1) (ﬁ'li +2nf_3v1_3vi_0:5) »
(3.12) ,  (Co+CysTh—aCssTh) (L4v) [(14v,) + 7]
Ct)mn S‘]‘: ph (eZ(l +va)e__ 1) & s
N, P
2.umn: : + : 1
N, (1~— Po *)—N (1— Mo )—
X krmn pr;rmn O Prrmn Nkrmu p 0
" A +v)[A v )P em?] FPR -
( _ - 1.2[ 1 1 1] 8@3 (Z, {01,t) e(2+v1)z
st phm? (S "
0
x sim; zcoSH; @y dp, dz,
przy czym

_pQ == it 4 4 (v, — 1)2 m} —mi K +(1—v) K, + K]
! (1 “VI)[(I_VL)Z‘Fmﬂ ’
_ Ectg?y (2" — DB, (my v +md) + By (v mi +vi +vi)]

2 My (vi'i'mf)

2

_ Ecog’y [ (D, +ny By)e?r b, —n, Dy

> m‘l— B (vi+n =D +m;  (vi—n—1D?+m]
D (n +2)e*" D (n; —2)
(vy-ta+1D)+m? (vl—n1+1_)2+mf]’

K =692 — v, +4—2n7,  Ko=4 —12v] + 8y, +dn] (1),
Ky= vt —av] +dvi—m? (4—4v, +29%) 4%,
Rozwazane drgania opisane réwnaniem (3.11) sa drganiami parametrycznymi,

a wyraz ostatni okresla nieliniowa funkcj¢ tlhumienia w materiale powloki, mamy
zatern przypadek drgaf nieliniowych ukladu dysypacyjnego. Drgania tc mozna
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zaliczy¢ do stabo nieliniowych, poniewaZ sily tlumienia nie sa wielkie w stosunku
do sit sprezystych, a amplituda harmonicznego wymuszenia jest mala; moina wice
do analizy drgan zastosowaé metode asymptotycznych rozwinied [2 i 11] wzgledem
poteg malego parametru. W zwigzku z tym przyjmiemy réwnanie (3.11} w postaci
nastgpujacej:

d* f (1)

S O f(0)=e[202% cos 01 (1) Y ()],

(3.13)

gdzie ¢ jest malym dodatnim parametrem bezwymiarowym, Indeksy m i # po-
minigio dla uproszezenia zapisu.

4. WYZNACZENIE PODSTAWOWEGO OBSZARU REZONANSOWEGO ORAZ AMPLITUDY
DRGAN USTALONYCH 1 NIE USTALONYCH W PRZYPADKU OGOLNYM

Zajmiemy sie najpierw drganiami w otoczeniu rezonansu. W takim przypadku
istotng rol¢ odgrywa roznica faz miedzy drganiami wlasnymi i zewnetrznym wymu-
szeniem, ktore ma wplyw na wielkos¢ energii doprowadzonej do drgajacego ukladu.
W zwigzku z tym jako zmienng przyjmiemy roZnice faz:

n

1 '
4.1 = _ it _ -
4.1) J=y P Ot=y 7>

"
brzy czym w jest katem fazowym drgan swobodnych, a p katem fazowym wymuszenia
zewngtrznego. Rozpatrzymy drgania w oroczeniu podsiawowego rezonansu, ktory
w przypadku parametrycznego pobudzenia zachodzi dla czgstosel 0 zawartych w pew-
nym otoczeniu wartosci

O==2cg ,

tj. dla m=2, n=1 (m-ta harmoniczna czestoici wlasnej wg, n-ta. harmoniczna
czgstosei okresowego wymuszenia 6). " '

Rozwigzania f(f) réwnanmia (3.11) w pierwszym uproszczonym przyblizeniu
W otoczeniu rezonansu bedziemy poszukiwaé w postaci :

: 1
(4.2) F(t)=acos (79t+9)=a cos v,

gdzie

1 1
=3+ — =9+ —p.
y=9+0t=9+—p
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Amplitude a i kat fazowy § wyznaczymy z réwnan rézniczkowych, ktére wynikajg
z ogblnej metody asymptiotycznych rozwinig¢ wzgledem poteg malego parametru
[4 1 11]. Réwnania te maja nastepujaca postac:

da em = _“(_'_::_‘ 4 2% 2m 2
E=“mﬁz e J f[2y.(2 cos 0t f (1) —
k g 8 . |

- Y (acos w)] ¢ *sin " dpidy; R
d9 n em " Pl ,
WO i 2 | [ L cosonr -
. ! ’ k 0 0 .

. m
ih—

— Y(acos e * a cos wdp dy .

Po wstawieniu do rdwnan (4.3) funkeji (4.2) oraz przyjeciu m==2 i n=1 otrzy-
mamy s ' - ‘

2n 2x

da = ¢ y —i 21;3 21002 0
dt h 2w G Ly € f .f [ £ cog fa cos y —
[3 ¢ 0 ) .
= izk(]fl—%-p)’ _
. — ¥{acos y/)] e sin w dp dy ,
{4.4) - 2rn 2w

ag .1 s . J
E:'Q—Ea— zn{%Ze“ﬂF-"f f [2462% cos Bt a cos y—
k 0

0

i2k (rj’; —%’p)

~Y(acos y) e cos wdp dy .
Pierwsze 7 réwnaf (4.4) przeksztalcimy w nastepujacy sposdb:

2x 2n

da £ - » " )

pa —'2ﬂ2“6' E g iRk [J 2pad? sinwcoswez”‘"’du/fcospe“”“’dp—
k 0 . co- 0

2n 2x
= f I.;(a cosw) et sin w dy f gk dp]:
] [}
Ce o 2n .
—& , L . .
Eyeyy e 2iks [f 2auf2? siny cos iy (cos 2k +
-0

Zn
+ 1 sin 2k} dy f cos p (cos kp—i sin kp) dp —
oo Ty ,

. ax r g . . : B 29 . ' .
— f 5% (e cosy) sin y (cos 2k +1 sin ky'y dy f (vos kp—1 sinkp) dp} )
S o 2t . - ' o 0
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Przyjmujac w pierwszych dwu calkach k=11, a w pozostalych k=0, otrzymamy
po scatkowaniu ‘

’4 da; ¢ 7o ) sapd* 29
(4.5) e nﬂf Y{acosy)siny dy g sin23.

1]
Postgpujac analogicznie napiszemy rownanie (4.4), w postdci

2r

a9 0 eu2* P> =
(4.6) —=0——F- cos28+—-f Y{acosy)cosy dy .
0

dt 2 g fan

Z rownan (4.5) i (4.6) mozna wyznaczy¢ amplitude ¢ i kat fazowy & drgaft nie
ustalonych. Uk}ad réwnan nie daje sig catkowaé w postaci zamknigtej; do wyzna-
czenia ¢ i J trzeba stosowaé metody numeryczne.

7. kolei rozpatrzymy ustalone drgania parametrycznme. Najpierw zajmiemy sieg
wyznaczeniem amplitudy a oraz kata fazowego $ drgan ustalonych. Wykorzystamy
w tym celu rownanie (4.5) i (4.6), przyréwnujac prawe strony tych réwnan  do
zera: '

2n 2
= ¥ n i o L 28=0
oy, f Y(a cosy) siny dy g Sm28=0,
0

4.n 2
O 29+ —— [ ¥ dy=0
> g cos . f {acosy)cosy dy=0.
0 .
Stad obliczymy
2n .
si112-9=ﬁaQz f Y (acosy)sing dy , -
(4]
2n
{4.8) 0\ sin 28 f Y {(acosw)cosy dy
. [+]
”"2?)‘) =1—epicos29— an _, ,

f ?(acos w) sin iy dy

0

przy czym w drugim townaniu (4.7) w granicach dokladnoSci pierwszego uproszczo-
nego przybliZzenia przyjgto

1
(4.9) O 0+9.

Amplitude 1 kat fazowy ustalonych drgas z uwzglednieniem thimienia przy gtéwnym
parametrycznym rezonansie wyznaczymy z ukladu réwnan (4.8). Rozwigzujac uklad
réwnan (4.8) wzgledem amplitudy ¢ moina otrzymaé funkcje a=f(0/22) pozwala-
jaca wykre§li¢ krzywa rezonansows. Granice gléwnego obszaru dynamicznej
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niestatecznoéci okreflinyy na podstawie réwnan (4.7). Przepiszemy te rownania
W postaci

2n
& =
en? sin29=~gf Y (acosy)siny dy,
4]

92

2z

& b

gild? cos 28 = (B'Q_?)-Fn_af Y (acosy)cosydy,
L+]

podnie$my je stronami do kwadratu i dodajmy; otrzymamy wéwezas

2 3
= 82 2
(4.10y g2 pr0¢= e [f Y(acosw)sinwdy/]z+(9Q—-2g) +

92

+ [f Y(acosy/)coswdw] +2(B§2——w) fY(acosgu)coswdyL

Rozwigznjac (4.10) wzgledem (02— 0%/2) uzyskamy

6> e o
4.11) (9.(2——2—)= —M:r;r;f Yi{acosy)cosydy &
0

2n
&” =
+ ]/szﬂzg4~ . [f Y(acosw)sin;.va’a,i/]2 .
0

Uwzgledniajac (4.9) napiszemy rownanie (4.11) w postaci

92 £ o =
32 - = 1
o 7 'mf Y (acosy)cosw dy -+
0
2Zn
= 2
iel/,uz&?“— 3 z[f Y(acosy/)siny/dy/] .
0
stad '
{4.12) 1+ ————f Y(acosy/)cosy/dyfh—

l 2n -
*—BV Mz'_'ﬂz 22 OF [f Y(a<:os1,u)sim,tfdz,u]2 <

8.\
(—55) <I+ f Y(acosw)coswdy/—i-

1 = ’
+e& l/#z“ nza@“m[[‘ Y (ucos qxv)sim,udr,y]2
0
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Jako maty. parametr przyjmiemy wspolczynnik pulsacji g (e=1). Wykorzystujac
warunek (4.12), mozemy wyznaczy¢ granice gldwnego obszaru dynamicznej nie-
statecznodcl. Szezégdlowy przyldad ilustrajgey nasze rozwazania bedzie obliczony
w publikacji nastgpnej,
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PezwmMe

TIPOBJIEMA JUHAMWYECKOM VCTOMYMBOCTH KOHWYECKOH OBOJIOYKH
BLIBOJ OCHOBHEIX: VPABHEHUI

B paGorte BHIBCHeHb! YPABHEHMA JHMHAMITIECKOH yCTOMWMBOCTH OOONOYKH B BHAE YCEHSHHOTO
KOHYCa, NPHHHMAA BC BHHMaHFe JeMUQHPYIOUHE CBOACTEA MaTeprana. OnpefielicHs TPANMIILT
ENABHOI Pe3OHAHCHOM 06J1acTH, * PACCMOTPEHBL TAPAMETPHYECKRE AeMIMpUpoBaHRbE KoncOanms
ReOONLINOI AMIUTITYAB, BOI0YXICHHRE NeHCYRACM NEPHOIHIECKH H3MERSEMEIX IPONONBAEE CH
M BCECTOPOHHSIC PABHOMEPHOT(O BHELIHETO MaBIeHWS. PacCyKacHUR OMHAPAIOTCS Ha JWHSHHbIC
TEOMETPHYECKAE COOTHOIHEHHAS, LPAHIMAan neﬁcmmemmcm ruiroTe3sl Kaprrodba-Siisa. O6o-
JIOMKA TCHKOCTENHAS H cBODONHO OmeprTa 10 KpasM.
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SUMMARY

DYNAMIC STABILITY OF A CONICAL SHELL
DERIVATION OF BASIC EQUATIONS

The paper deals with derivation of dynamic stability equations of a truncated conical shall,
assuming the damping properties of the material of the shell. The main resonance region limits
have been calculated, and low amplitude damped vibrations, under periodic longitudinal forces
and external hydrostatic uniform pressure, have been considered.

The considerations arzs based on the linear geometrical relations, assurning the Kirchhoff-Love
hypothesis, The shell is thin and simply supported at the edges.
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