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MODELOWANIE METODA SES UKLADOW MECHANICZNYCH
' MAJACYCH OKRESOWO ZMIENNA SZTYWNOSC

WIESLAW OSTACHO WICZ (GDANSK)

W pracy przedstawiono zastosowanie metody sztywnych elementw skoriczonych do modelo-
wania uktadéw mechanicznych; ktorveh sztywnosci zmieniaja sie okresowo w czasic. Na przykiadzie
analizy drgan gietnych walu podano sposdb tworzenia macierzy sziywnodci o ‘zmiennych w czasie
elementach. Algorytm obliczeft opracowano pod katem wykorzystania elektronicznej techniki obii- -
czeniowej, Przedstawiono przykiad zastosowania.

I WSTEP

W pracy zastosowano metodg sztywnych elementow skonczonych (SES) do,
modelowania uktadéw mechanicznych, ktérych sztywnosci zmieniajg si¢ okresowo
w czasie. ZaloZenie zmiennej sztywnosci ukladu w podany sposéb jest zgodne z mo-
delem wielu ukiadow rzeczywistych, a zwlaszeza waldéw w przypadku ich drgan
gigtnych wzglgdem ustalonej plaszczyzny [! i 3]. Na przykladzie analizy drgan
gietnych walu podano sposéb tworzenia macierzy sztywnofci o zmiennych w czasie
elementach. Zastosowanie metody sztywnych elementdw skorczonych do modelo-
wania opisanych ukiadow rozszerza zakres mozliwodci obliczer drgan dla bardziej
zlozonych konstrukeji. ' ' '

L2 TWORZEN}EI‘MACIERZY ‘SZT_YWNOSC‘!

Rozpatrzmy odeinek waty numer # o stalym przekroju poprzecznym (rys. 1).
Zakladamy, Ze wspomniany odcinek waln obcigzaja osiowe sily przekrojowe N,
i N.;, oraz przekrojowe momenty skrecajace M, i M,, - o wartoéciach stalych
w czasie. Ponadto zakladamy, Ze gidwne geometryczne momenty bezwiladnosci
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Rys. 1. Odcinek walu o stélym i)riekroju poprzecznym,
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przekroju poprzecznego walu sa niejednakowe i dla wspomnianego odeinka walu
wynosza odpowiednio J;, oraz J,, {gdzie J,,>J;). Podobnie pola powierzchni
przenoszace obcigzenie poprzeczne w ogdlnym przypadku przejmujemy jako nie-
réwne (w dwoch wzajemnie prostopadfych kierunkach) Fy, > F,,.

Zasada modelowania cigglych fragmentéw konstrukcji sztywnymi elementami
skoficzonymi jest przeprowadzenie wstgpnego podziatu wspomnianych fragmentéw
konstrukcji na odcinki i skupienie wlasnosci sprezystych tych odeinkdw w ich $rod-
kach geometrycznych [5]. W ten sposdb jezeli w pierwszym etapie dzielimy wal
na u—1 odcinkdw, to w drugim etapie otrzymuje sig¢ uk ad u sztywnych elementow
skonczonych.

Wspdlezynniki sztywnoéei elementu zastepujacego wlasnoéei sprezyste nierucho-
mego odcinka walu o dhugosci A/ wyznaczamy przy zaloZeniu, ze pod wplywem
takich samych obcigzed rzeczywisty odcinek watu odksztalci sig tak samo jak element
zastepezy. Zakladajac nieodksztalcalnogé osiowa i skretna walu okreslamy wspol-
czynniki sztywnoéel wspomnianego odeinka o diugoéei 4/ wzorami nastgpujacymi [5]

GF,,
Dr'l,r=MA{ 3
GF,,.
: C“"Z,r=ujji »
2.0
EJlr
053,r: A” >
EJZT
mt&,r:n;ﬁ' ]

gdzie £ jest modilem Younga, ¢ modulem Kirchhoffa, Wspdlezynniki o, , i o, ,
sg wspdlczynnikami écinania, a o5 , 1 a4 , 0Znaczajg wspdlczynniki zginania w dwdch
wzajemnie prostopadlych plaszczyznach x|, x;, oraz x,;, X5, {rys. ). Przemieszczenie
r-tego SES opisujq cztery wspolrzedne uogdinione (1ys. 2). Wspéhrzedne g, . 1 g4,

X1,r

a3r

SESnrr |ES{ SESnr r+1
“hr nrr

B Ry i < R B

Q4r, !
XZ./

Rys. 2. Podzial watu na sztywne elementy skosiczone.

opisuja przemieszczenia translacyjne, a wspdlrzgdne ¢4 . 1 ¢, , prZemieszczenia ro-
tacyjne. W przypadku drgafi gietnych watu wirujacego z predkoscia katowa § wspdl-
czynniki fcinania ¢, i ¢, , oraz wspdlezynniki zginania c3 , 1 ¢4, , W WyZej wymienio-
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nych plaszezyznach nieruchomege uldadu osi wspétrzednych 0, x,, x,., x5, prayj-
mujg wartodci:
cip=¢ ,Fes , 008287,

22
€2, r =81 ;=€ , COS 201,
€3, r=¢3 4Fey . cos 20,
€y p=€3 ,—€y ,COS 201,
gdzie
¥y r+f12,r L e N
€3 r 772 > €, P 5
(2.3)
_ o3 r oy, %34y,
83’,.—_' 2 2 e4,r_ 2

Bloki wspdlezynnikow sztywnoéel dla ukladu dwéch elementéw skottczonych o nu-
merach r i r+1 przyjmuja postaé [5}

(2.4) {[Kr, l‘] [—Kr,r+]]: ] ’
‘[Kr,r“}-l] {](r+_1,r+l}_
gdzie - ’ S -
Cy,r it 0 ?{?l'rdi
1
O . CZ,!' _'_2_'(,'2!r[“' 0
[Kr,r]: i 1 )
0 *"--é"*cz,r Al e ey, AP ey, 0
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Elementy blokéw (2. 4) sa okresowyrm leﬂkC_}dml czasu w wyniku szczegolnych
wiasnoséci konstrukcyjnych ukladu rzeczyw;stego Oprocz tego nalezy rowmez uwz-
gledni¢ zmiang sztywnodci ukiadu na skutek obcigZenia go sitami osiowymi i momen-
tami skrecajgcymi. W tym przypadku bloki wépé}czyrmikdw sztywnodei dla dwoch
sasiednich sztywnych elementow skoﬁczon&ch przyjmuja postaé (por. [4])

00000 0 00
006000 0O 000
00000 O 0000
00000 0. 0000 0
‘ 0000« O 0000 0O s
(2.5) 00000 = 0000 —s5 O
00000 © 0000 O O
00000 0 0000 O 0f-
0000 O 0000 0 0
600 0 0000 0 0O
. 090 —s 0000 n 0
s 0 D000 O n
) 1
gdzien=N, 4l, n =N, 4l s=-2— M, .

Niech [K] oznacza globalna macierz sztywnosci ukiado. Macierz [K] ma wymiar
dur < 4u, gdzie u jest liczba stopni swobody ukladu. Macierz [K] budujemy tworzac
strukture czworoboku macierzowego (2.8) oraz (2.9) w calym jej obszarze. Sposéh
tworzenia globalnej macierzy sztywnodci podano szczegdlowo w pracach [4
i 5]. Macierz [K] przedstawiamy w postaci sumy czedci stalej oraz czgéci zmiennej
w czasie (z uwagi na zmienno$é¢ wspofczynnikdw ¢ , ..., ¢y ,; por. réwnanie
(2.2)y,2):

(2.6) [K]=[Ad]4cos Qt[1T],

gdzie [A] 1 [IT] sg macierrami o wymiarach 4u x 4u, Q=20

3. STABILNOSE ROZWIAZAN ROWNAN RUCHU

Réwnania ruchu ukladu modelowanego metoda sztywnych elementow skoticzo-
nych przyjmuja w zapisie macierzowym postaé {5]

(3.1) [B] {g}+[K]{g}={0},

gdzie [B] jest macierza bezwladnosei, [K] macierza sztywnosci, {g} wektorem wspof-
rzednych uogdlnionych, Macierz [B] ma wymiar 4ux 4u, wektory {g} i {q}—4ux 1.
W rozwazaniach pominieto thimienie oraz zalozono, ze uklad nie jest wzbudzany
obciaZzeniem zewngtrznym. ° '
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Wprowadzajac do réwnania (3.1) na miejsce macierzy [K] wyrazenie (2.6),

otrzymujemy uklad réwnafd rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu o zmien-

nych wspdiczynnikach:

(3.2)

Wiadomo {2], Ze na granicach obszaréw statecznofci ukiad réwnan (3.2) ma rozwia-
zanie okresowe o okresach 7'i 27, gdzie T=2x/Q. Zaklada si¢ rozwigzanie ukladu

B} (g A1+ {H} cos Q0 igh= {0}

rownan (3.2) w postaci szeregdw [1]:

(3.3) |

oraz

(3.4)

gdzie {bo}, {a,} 1 {b,} sa wektorami o wymiarze 4u x 1, niezaleznymi od czasu. Pod-

<Y kQt
{q}= ‘}: ({Gk} sin —-+ {bk} cos -

k=1,3,5,..

e
2]

{fl}=% {bo}+ 200 ({ak}sm e + {b,} cos

k=2,4,6,..

k.Q.!‘)

stawiamy wyrazenie (3.3} do rownania (3.2). Zakladajgc niezerowe rozwiazania

réwnania (3.2) po przyréwnaniu do zera wielomianéw przy tych samych funkcjach

trygonometrycznych otrzymujemy nastgpujace vkiady réwnas:

{3.5)

Oraz

(3.6)

1 1 1
(1145 - @18) ) =5 1) =0,

{

dla k=1,3,5, ... .

1 i
(11 22 81) €y 171 s+ 2= 0,

(1 5 1= @) ) Um0,

([A]—jkzmtm){bk}—‘ J(by- 2} Beaad= (0},

dla k=2, 4,6, ...

‘Roéwnania (3.5) i (3.6) piszemy w postaci

(3.7

[+ )= @*(B]  —— (] )
1 9 o !
— U U @E -]
| i -Eons
fo] o U1 141 0]

................................

{a,}

{“3}‘
{as},

{0}
03]

{0}



436

{3.8)

WIESELAW OSTACHOWICZ

I 1 1
Ul UT)=— @B =~ ] 0]
1 5 b
ANV S N U
14 235
[0] — i U= @*8)

.3 10
{3 _1{0}

O8] Ot &

Macierze w rownaniach (3.7) i (3.8) maja nieskoficzone wymiary. Warunkiem ni¢
zerowych rozwigzan tych réwnan jest zerowanie si¢ wyznacznikow giéwnych po”
_wyzszych macierzy. Podstawiajac wyrazenie (3.4) do réwnania (3.2) i dokonujge
przeksziatcen jak wygej, dochodzimy do ukladéw réwnan

(3.9)

(3.10)

[A}—?{B] ~%{H] 0]

i w2 |1
o 1 U4 (8] 5] || s
[01 -ty [A4]-90°[B] e
5 1] — ] 103 )

1 " o 1 o}
= 1] ]2 [B) =[] {b2}
[ {be}

o) =, 7 L1422 ]

{0}
{0}
o’

)
0}
0|

Zatozenie niezerowych rozwiazan tych réwnan prowadzi do nasigpujacego warunku:

(3.11)

i
M- @B o m [
L 2 _1
—oy ) U142 (B] o 0]
O~ 1] (41927 ]

W ten sposéb okreslanie pierwszych obszardw niestatecznych predkosci katowych wa-
tu sprowadza sic do zagadnienia znajdowania wartofci whasnych macierzy. Mozna
wykazaé [1], Ze szeregi utworzone z elementéw wspomnianych wyzej wyznacznikow,
sg bezwzglednie zbiezne. Tak wicc do okreslenia predkosci krytycznych wystarczy
przyjac skonczona liczbe k. Dokladno$é¢ obliczert zalezy od wielkodei tej liczby
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4. PRZYKLAD OBLICZEN

Opracowano algorytm obliczen kiytycznych czgsfoéci drgan walu o okresowo
zmiennej sztywnosci wzglgdem ustalonej plaszezyzny. Opierajae sig na wspomnianym
algorytmie, opracowano program obliczesi na EMC ICL-4 w jezyku FORTRAN.
Uproszezony schemat blokowy programu przedstawiono na rys. 3. Program gléwny

| PrOGRAM STAWAL ]
Start

4 Wezylanie paramelrdw fzyczoych
1 geometrycznych watu

Obliczante wspofezynnikiw macierzy
bezwladnnscl

Obliczanie wspdiczynnikaw sziywnosci
wifl

| _
(PODPROGRAM USTMAC

l o

Tworzenie macierzy Start

bezwtadnosci (M]

Tworzeme macierzy
] i[n]

Tworzenie macierzy i
1 m —

Wifn)-L8 1 -300)

-3 1] | -7 28]

Tworzenie macierzy

pre'El | -3
P U,

-1[n] l [/1]-49‘2[837_I

| - [PopPROGRAM WiHOUD|

\ ngruk:h“wgnikd'vv \\iﬁﬁ/A .
‘& Dbiczanie warlosci whasnych

macterzy (predkosci @)

Rys. 3. Schemat blokowy programédw obliczes,
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Tablica 1, Predkosci katowe walu na granicach obszardw statecznoSci

WIESLAW OSTACHOWICE

Rozwiazanie okresowe o okresie 2T

0,(i=1, ..., 5) — cze¢stodei (1/s)

‘% Rozwigzanie det [A]—-%—[H]——}Q’IB] =0

G

g

g « 01 02 63 94 : 85
&

B

0,1 82,512 265,738 1072,786 1691,115 2664,838
0,2 86,416 277,364 1118,506 1763,168 2778,009
0,3 91,534 295,092 1190,733 1877,006 2956,600
04 99,127 318,721 1284965 2025,227 3189,060
0,5 107,996 346,743 1396,566 - 2200,917 3464,319
0,6 117,485 377,877 1521,661 2397767 3772,146
0,7 128,028 411,543 1656,843 2610,514 4104,516
0,8 138,685 447,334 1800,048 2835,580 4455,236
0,9 150,057 484,660 1949,133 3009,772 4819,383
1,0 162,075 523,194 2102,634 3310,820 5193,252
o™~
g J 1 1 ‘
'E Rozwigzanie det [A]+E [H-]—T,QZ{B] =0 .
&}

v

H

ﬁg‘ @ 0! 02 83 64 95

~Q

oy

=

1,0 162,075 523,194 2102,634 3310,820 5193,251
0,9 158,150 510,664 2052,827 3232,615 5072,064
0,8 154,801 499,180 2007,096 3160,843 4960,780
0,7 151,975 488,875 1965,795 3096,036 4860,221
0,6 149,078 479,824 1929401 3038,769 4771,195
0,5 146,752 471,976 1897,908 2989,289 4694,369
0,4 144,537 465,251 1871,762 2948.196 4630,443
0,3 142,723 459,984 1851,128 2915,861 4580,134
0,2 141,845 456,381 1836,249 2892447 4543,755
0,1 140,922 453,992 1827,295 2878,321 4521,741

STAWAL korzysta z dwéch podprograméw USTMAC i1 WLHOUD. Pierwszy
z nich shizy do tworzenia macierzy [A] i [J7], drugi oblicza krytyczne czestofci.
Wymiar macierzy ukladu, kidrej wartodci wlasne A= ?, ograniczono w ten sposdb,
Ze zawiera ona cztery bloki. Wartosci wlasne macierzy obliczono metoda Househol-
dera. Na 1ys. 4 przedstawiono wymiary rozpatrywanego waiu. Do obliczen przyjeto
nastgpujgce dane: gesto§¢ materialu p=7830 (kg/m?), modui Kirchbhoffa G=

=0,8-10'* (N/m?), modut Younga E==0,21 - 10*? (N/m?).
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Rys. 4, Model fizyczny rozpatrywanego wahn.

Wat podzielono na 9 réwnych odcinkdéw. Wlasnodei sprezyste kazdego z od-
cinkow skupiono w jege Srodkn geometrycznym otrzymujac w ten sposéb ukiad 10
sztywnych elementow skoficzonych. Kazdy sztywny element skosiczony w rozpatry-
wanej plaszezyznie drgat ma dwa stopnie swobody (patrz rys. 2). W tabhcy 112
zestawiono wyniki obliczen.

Tablica 2. Dolladno§é rozwiazan jako funkeji numeru czestodei drgan (wartoscl dokladnie obliczono
wedlng Bolotina, [2])

o HI v Vv
1,131 2,568 4,623 7,31

MNumer czestosci i 1
Biad wzgledny % | 0273
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PeszwmMme

MOAE/IMPOBAHUE METOAOM JXECTKHX KOHEGYHEIX 2JIEMEHTOB
MEXABWUYECKIX CHUCTEM OBJAJTAIOINMX TIEPMOAYUYECKM NEPEMEHHOM
KECTKOCTBIO

B paBoTe NPeACTABICH PRI ACHCTEEA NPH 00PA30BAHMH MATPULEL XKeCTKOCTH B 3a/iaye
IPCCTPAHCTBOENEIX KONCGAHMH MEXAHMYECKHX CACTEM ¢ IEPHOAMYCCKH TICPeMCHHOH MEeCTEOCTEIO.
STa cECTEMa MOJCTEPYETCH METOJOM MKECTKHX YOHEdHBIX HMEMeHTOB. JROTCA TEODETHICCKEC
OCHOBRI MeToHa. TTokaszad npaMep TpAMeReERI. | *ToxX panparobay, ¢ TOYKA UpAMeReHRs LHpo-
BBIX BHMECHHTEILHBIX METOHEOR.
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SUMMARY

SES MODELLING OF MECHANICAL SYSTEMS WITH PERIODICALLY VARIABLE
STIFFNESS

The method presented consists of calculating the vibration frequency of a mechanical system,
with periodically variable stiffness, The system is” modeled by the stiff finite element method.
Theoretical basis.of the method and the examples of its application are given. The method is sui-
table for electronic computer technique.

INSTYTUT MECHANIKI i PODSTAW
KONSTRUKCJII MASZYN
POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala ziozona w Redakeji dnia 8 Iutego 1978 r.





