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DRGANIA LOSOWE PRETA BEDACEGO ELEMENTEM PEWNEGO
UKLADU HYBRYDOWEGO

MAREK PIETRZAKOWSKI (WARSZAWA)

W pracy przedstawiono statystyczng analize drgat prostego uktadu hybrydowego pod dziala-
niem losowego wymuszenia kinematycznego. Badany uklad zlozony jest z preta podpartego na
brzegach na dyskretnych elementach lepkosprezystych. Wymuszenie stanowia pionowe i katowe
przemieszczenia podpor bedace stacjonarnymi procesami losowymi drugiego rzedu. Stosujac anali-
z¢ korelacyjna wyznaczono czasowo-przesirzenne funkcje korelacii losowego pola przemieszezen
i sit wewngtrznych dla proceséw zginania i skrgcania preta oraz odpowiadajace im wariancje. Wy-
- niki przykiadu liczbowego zilustrowano wylkresami.

1. WsTEP

Wazrastajace zadania transportu drogowego zwiazane z ilodcig i réznorodnoécig
przewozonych fadunkéw spowodowaly powstanie wiclu typow pojazdéw specjal-
nych. Wéréd nich do$é liczna grupeg stanowia przyczepy niskopodlogowe i naczepy
kontenerowe, Budowa doskonalszych pod wzgledem funkcjonalnym i konstrukcyjnie
nowoczedniejszych a tym samym bardziej ekonomicznych frodkéw transportowych,
wymaga od konstruktora znajomoéci wszystkich zjawisk zwigzanych z ich eksploa-
tacja.

Jedny z istotniejszych informacji jest stan odksztalcenia i obciazenia poszczegol-
nych elementéw konstrukeji bedacy skutkiem oddzialywan statycznych oraz zwigza-
nych z ruchem pojazdu obciazei dynamicznych. Zmienne obciazenia towarzyszace
jezdzie po mierdwnosciach drogi wywoluja drgania elementdw pojazdu i przewozo-
nego ladunku. Maturalng konsekwencja jest zmgozenie materiabu prowadzace czgsto
do zniszczenia konstrukcji. Zjawisko to jest bardziej niebezpieczne dla pojazdow
o duzym rozstawie osi lub w przypadku smukiych elementéw konstrukeji przewo-
zonych na zestawach jezdnych, Do przeprowadzenia analizy dynamicznej takich
pojazdéw nie wystarczaja modele dyskretne, niezbedne jest stworzemie schematu
dynamicznego zawierajacego elementy ciagle. Modele takie noszg nazwe dynamicz-
nych ukladéw hybrydowych.

Biorac pod uwage losowy charakter mikroprofilu drogi, jako Zrodia zaburzen
towarzyszacych ruchowi pojazdu, konieczne jest zastosowanie metod teorii prawdo-
podobienstwa do analizy dynamicznej ukladu. Pewna préba rozwiazania problemu
jest niniejsza praca, '
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2. OP1S UKLADU

Badany uklad (rys. 1) stanowi pryzmatyczny, jednorodny, lepkosprezysty pret
o masie M, podparsty na dwdch pedporach modelujacych zestawy jezdne. Podpory
te sktadaja sig¢ z réwnolegle polgcronych, za pomocy mieskonczenie sztywnego
i niewazkiego preta, dyskreinych elementéw lepkosprezystych. Wezty 1 i1 2 laczace
pretz podporami ograniczaja stopnie swobody do obrotu w plaszczyinie pionowej
przechodzacej przez of preta.
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Rys. 1. Schemat obliczeniowy ukitadu.

Ruch ukfadu wymuszajy przemieszezenia podpor: pionowe #y (), 7. (1) I katowe
vy (1), wa (1), ktore zgodnie ze stosowanym matematycznym modelem nierdwnoget
drogi sg stacjonarnymi procesami losowymi drugiego rzgdu o znanej funkeji kore-
lacji. W celu uproszezenia analizy przyjgto, Ze dopuszezalne jest okreslenie piono-
wych przemieszezen weztdw podporowych przy zaloZeniu nieskodczonej sztywnoécei
preta i redukowaniu masy do $rodka ciezkosel, a katdw obrotu skrajnych przekro-
jow preta przy warunku redukeji osiowego, masowego mometitu bezwladnodci
ukiadu do koncow preta.

Przyjeto nastepujgce oznaczenia: )
0, x, ¥, z bezwladnosciowy uklad odniesienia, r7, 77, Wspdlrzedne pionowe okreslone
wzorami

1 1
=5 atye), =75 (ctro)h
2 2

w ktdrych y,4, Ve, ¥c, yp 0Oznaczaja wspotrzedne pionowe punktow styku két z droga,
ws, W, katy okrelajace przewyzszenie prawego kola nad lewym, L dilugo$é preta,
R rozstaw kol pojazdu, @ predkoéc jazdy, ky, k, wspolczynniki sprezystosci podpdr,
1, f2 wspdtezynniki tlumienia.,

3. DRGANIA POPRZECZNE

Uwzgledniajac tlumienie w materiale preta za pomocg modelu Voigta, otrzy-
mano nastgpujace rownanie drgan poprzecznych w bezwladnodciowym ukladzie
0, x, y,z:

0%y oty 0%y

. - ¥ e — 7 =
-0 ere El[ax‘* e ax4ar] 0.
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gdzie p oznacza masg preta na jednostke diugoéei, £ modut Younga materiatu preta,
J geometryczny moment bezwladnodci przekroju poprzecznego preta, o wspélezyn-
nik okreélajacy wewnetrzne tlhumienie.

Rozwigzanie réwnania (3.1} spehnia zerowe warunki poczatkowe oraz zakladajac,
Ze znane sa przemieszczenia wegzlow 11 2, nastgpujace warunki brzegowe:

2

0 ry
y( ’t)“'y:l (t), 6.?62

b

x=10

(3.2)
Py
vy, )=y, (), o, =0

x=L

W celu sprowadzenia réwnania (3.1) do jednorodnych warunkéw brzegowych pod-
stawiono

3 (I x\ L
(3.3) » @)=\ =y (O F 7y (OFu(x,1).

Po uporzadkowaniu otrzymano réwnanie niejednorodne z zerowymi warunkami
poczatkowymi i brzegowymi, gdzie wymuszenie jest funkcja losows czasu i prze-
strzeni, przy czym w czasie jest to stacjonarny proces losowy:

3 u [64u 65u]__ [( x),, x . ]
(3.4) b——1EJ "‘6'"XT+ eVl i 1—f 1 (e)+ FRL (-

ot*
Rozwigzanie réwnania (3.4) jest szeregiem wedtug uktadu funkcji wlasnych:

{3.5) ' u(x, t)= 2 &) U, (x).
n=1
Funkcje wlasne U, (x) dla przypadku swobodnego podparcia belki maja postad
HTX
{3.6) U, (x)=sin 7

Podstawiajac do réwnania (3.4) funkgje (3.5) i (3.6) oraz dokonujac ortonormalizacji
wzgledem funkcji wlasnych ukladu, na podstawie warunku ortogonalnosci funkgji
wlasnych -

L
© . HEmX | mAX d L 5
j S sin o dy = 5 Ouns

0

gdzie J,, jest symbolem Kroneckera, otrzymano uklad n réwnas rozniczkowych
Zwyczajnych:

BN LW & () PR & D=1 31 (D+ 42,72 (1), 0=1,2,3, ..,
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W uldadzic réwnarn (3.7) przyjeto oznaczenia

,_EJ ( nr )4
[ P I ?
= 2 F X nnxd 2
1™ YJZ—I(IML)SHl L T T e
0
2 HIX 2
An= =73 f sin - dv= (<1
0

W wyniku transformacji Fouriera réwnania (3.7) oraz wykorzystujac ogélne roz-
wigzanie w postaci (3.5), wyznaczono wektor przepustowosci widmowej badanego
ukfadu:
(38) H, (.X', CO)‘—“ [, (x: ), H,; (xa CO)}
Slktadowe wektora H, (x, w) sa przepustowosciami widmowymi przy niezaleznie
wystepujacych przemieszezeniach weztdéw 11 2 preta: ‘

nExX

i sin
u; (x, @ 2 L
PROEL LI EEES) ,

y1 (@) x = n Q- +iaQl w)
. ' s nmx
uy(x, ) 2 . (=1)"sin L

Hy, (o = =— .
u2 (Y, CO) ¥ (61)) i n (Qj““wz'l'wf-gﬁ Cl)) .

Zakladajac, Ze przemieszezenia y, (¢) 1 ¥, (f) sa stacjonarnymi procesami losowymi
drugiego rzedu, na podstawie korelacyjnej teorii funkcji losowych, mozna okre§lié
gesto§é widmowa czasowo -przestrzennego pola losowego u (x, t):

(39)7 Su (x].: Xz, CO) =ETxls CD) S.v (CD) HH (xl’ w)T’
gdzie H, (x, @) oznacza wektor o elementach zespolonych, sprzezonych z H, (x, w),
H, (x, )T wektor transponowany oraz S; (w) kwadratowa macierz widmowa loso-
wych funkeiji y, (), ¥, ().

Gestoéé widmowa S, (%y, X,, @) jest wielkoscig skalarows i dla skorelowanych
proceséw y, () i y, (f) ma postaé
(3.10)  S,(o0, Xz, 0)= o (1, @) Hyy (52 @) Sy1a+Hua (1, @) Hug (62, @) S50+

+ Hyy (xy, @) Hyp (%5, 0) 8512+ Hyp (%1, @) Hyp (%2, 0) 8522

. Wykorzystujae podany przez Wienera i Chinczyna zwiazek miedzy funkcja korelacji
K (1), a gestodeia widmowa S (w)

K(z)= f S (w) e deo,
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mozna wyznaczy¢ czasowo-przestrzenng funkeje korelacji losowego pola ugied,
el
(3.11) K, (v, %2, D= [ Sy (¥, %5, ) 1" dow,
-

pod warunkiem, Ze

f Sy (X1, X0, @) dov <00 .
—
Uwzgledniajac (3.10) i (3.8) po elementarnych przeksztalceniach otrzymano naste-
pujaca postaé czasowo-przestrzennej funkcji korelagji:

w w0

1 nAxX; m:n:x2

4
(1) Kulxi, %, 9= =5 3 M —sin " sin = f Sy () €% i,

Hmn
n=1 m=1

Przyimujgc w wyrazeniu {3.12) t =0 oraz x; =x, = x Wyznaczono wariancje losowego
pola ugied:

) 4 sy 1 mmx ommx o
G1)  Z@=—r Z Z ——sin - sin — f Som (@) do> .
fr=1 m=1 —w

We wzorach (3.12) 1 (3.13) wystepuje funkcja

s S;11~(— l)u.S 12— (= 1) Sy (= 1 Sy,
nan (CU) (lel _ — i Qz CO) (‘QZ_CUZ-]-IO(.QZ )

m

W podobny sposdb, jak statystyczne parametry losowego pola odksatalcen preta,
mozna otrzymac czasowo-przestrzenng funkcje korelacji losowego pola sit wewne-
trznych, tzn. momentéw gnaoych i sit tngoych bedacych skutkiem dzialajacego wy-
muszenia. Zaktadajac, e w zginanym precic o wyteZeniu materiatu decyduja napre-
Zenia normalne, na podstawie znanej z teorii zginania rdzniczkowej zaleinoéci

wyznaczono wektor przepustowosci widmowej dla pola momentow gnacych:
(3.14) HIV{ (% w)=[Hy, (x, @),  Hy: (x, 0)},

ktérego skladowe 33 réwne

. nmx
I S ML
Hyas (%, 0)= = =73 24 D~ ik

n=1
2WIn & (1) nsin ——-
LY L Q- tin Qe

n=4%

HMZ (xa a))':
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Czasowo-przestrzenna funkcje korelacji i wariancje losowego pola momentéw
gnacych okreélaja nastgpujace wzory:

2EJx mle . mXx,
(3.15) Ky (5g, ¥z, r)_=( ) 2 an sin sin x

L

f Sy (03) €1 dep

oraz

) 2ESm\2 \00—1 =y . nmx _ mMEX
@16) o (x)=(mi_2m) b an sin—— sin f S, (@) dao.

n=1 m=1

Aby skorzystaé ze wzoréw obliczeniowych (3.12), (3.13) oraz (3.15), (3.16),
niezbedna jest znajomo$é macierzy gestosci widmowych proceséw przyspieszen
konicdw preta. Macierz te mozna wyznaczyC, mierzac w czasie reakcje zestawow

jezdnych na- rozpatrywany element ra-
4 my lub transportowasy przedmiot,
™ a nastepnie wyznaczajac gestosci wid-

mowe pomierzonych proceséw, Doko-
nanie takich pomiaréw nie jest jednak
zawsze mozliwe.

W pracy, dla okredlenia macierzy
S; (w), zalozono podobnie jak w [4],
Rys. 2. Schemat obliczeniowy przy zaloZeniu Ze pret jest cialem sztywnym porusza-
nieskoficzonej sztywnoéci preta. jacym sig w plaszezyznie pionowej w
wyniku dzialania sit F, () i F, (2) bg~

dacych reakcjami elementéw modelujacych zestawy jezdne (rys. 2).

Réwnania ruchu preta maja postaé

Yo=F (O)+F, (1),
Jz ;: - Fy (t) X+ F, (t)(L""xs)a

(3.17)

gdzie x,, ¥, oznaczaja wspéhrzedne drodka cigzkosei, v kat obrotu preta w plaszezyz-

nie zginania, F,, F, reakcje podpér, M mase preta, J, masowy moment bezwiad-

nodci wzgledem osi centralngj, prostopadlej do plaszezyzny zginania.
Uwzgledniajac nastgpujace zaleznoéci

Xg
wenli= TP

Ya—¥1
L 2
FL(0)=2{n (O—y1 O ki+0i (=31 O] A}
Fi()=2{n, )=y O] k2t (Y=, (D] B2}

v:
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otrzymano uklad réwnan opisujgcych pionowe przemieszezenia y; (f), y, (¢) koncow
prefa: :
5’1.+”—1, Yot 2k Pk f pi=} 1 (20, i, (1),
J-}p."'nz _;’1 +2h, J"2+w§ Ya =w§ #a ()4 20, 4, ()
przy oznaczeniach nastgpujacych:

(3.18)

2ﬂ1 Zkl P2
2hy=———, = , B =
! Mp, ! Mpy ! »’
28, 2k, D>
2h,= , = N e
2 Mp, ? Mps * Ds
_ 11 i 11
S|\ R R T g

o)
P3= 14 AJ' 2

Stosujac przeksztalcenie Fouriera do ukfadn réwnan (3.18) zbudowano macierz
przepustowosci widmowe;j :

H,, H
19 — 11 12
G.19) Hiw) [Hn sz] ’
ktérej wyrazy wynosza
mw?* (o} +i2h, w)
-chf (Ct}): _D(a)) d.la k?‘—'l,
@} w3 —® (wf +4h, hy)-Fi20 [hy 0% +hy 0F — I 0]
Hkl (CU) = . D (CO) o

dla k=1, k, I=1,2,
przy oznaczeniu
D(wy=w*(1—5, 1) — o’ (@] +oi+4h b))+ o] ol +i2olh o) +h ot —o® (h+h,)]
Poszukiwana macierz gestofci widmowych proceséw przyspieszen koncow preta
okrefla wzdr
(3:20) 8y (w)=H(w) S, () H(@)7,

gdzie S%(w) jest kwadratowa macierza gegstosci widmowych drugich pochodnych
procesow #11 (¢) 1 1, (1) stanowiacych wymuszenie.
Poniewaz procesy 5, (¢}, #, (#) i ich pochodne rdéznig sig przesumgmem w czasie

o T=L/v, wigc gestosci widmowe S5, 1 S;,, s4 sobie réwne:
(3.21) Sy, =8, =Si{w),

L3 #aa

a wzajemne gestofel funkeji wymuszajgcych sy wielkodciami zespolonymi sprzezo-
nymi:

(3.22) Sri2(@)=e" T Sn(w)= 5751 (@).

8
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Uwzgledniajac wlasnoci wymuszenia okreslone wzorami (3.21), (3.22) otrzymano
macierz gestosci widmowych przyspieszeri koficéw preta:

. e E1 H, ﬁ1 H,
(3.23) S (@)= 5 (w) [ A, H, G|
w ktdrej dowolny wyraz
ﬁk Ht =I‘?k1 Hn +ﬁk2 Hll eimT+B"k1 sz eWin+ﬁk2 le L] k’ [= 1} 2.
Wyrazy H, H, macierzy S;,(w) obliczono na podstawie wzoréw (3.19):
", H,= u)( (@ B0+ )08+ (0 40} 0] @}~ 9D+ 160 Rl +

+2 [282 o + 0% (2HE — 02)] o0 -t ot an, [(hy 02— By @2 —4hy 1) 0% — Iy 0 03] x

xsinet —2ny [4h hy 08 — @} (412 —0l) ot — o o o*lcoswT?},
H,H,= ]D( D@ {40 +n2 B b +[wi+w? (1 w] —8k3) - 1617 iy 1w+

+ 224 i+ wh 2R — )] > ot wl —4n, [(hy, 0 — by 0k — 407 h) 0 — By ot 08 ]x
xsin 0T — 21, [4k; h, 00° — 0 (4% — 0]) 0t - o o) v*]cosw T},

. 1
H A= !D( o {e? W(a))+2a)3G'(w)smwT—i—F(aJ)cosa) +

—i{20° Z(w)+F, (w) sinoT~ 207 Gy (@) cos wT?
HyH,=H H,,
gdzie przyjeto nast@pﬁjqce OZNACZENIY:
|2 (0)]? = [* (1~ ny ny) — 0 (0 +wl+4h, b))+ o] @ P+
+4w? [? (hy+hs)—h i —hywi]?,
F(), Fy{@)=4 by (1 £, 1) 05+ 02 02 (1 71, 1,) +4(8h2 2 — 12 @02 — B2 )]
w4 (Ah2 0t +4hi ot — ol ot - ot o)) o ot e,
G (w), Gy {w)=[(1 £n, ny) (hy 02 — hy 02) 4k, by (hy— ) 0+l 0F —hy 0f,
W (w)= —do* (1, h3+n, b2+ (dng b3 of +4n, B 05 —n, 0F —ng c_of,f)+
+ @l wi(n wi+n, cof),
Z{w)=4h, hy (ny by —ny By 0 —ny by 0 +n, by oF

oraz gdzie f, H, oznacza wielko&é zespolona sprzezona z Hy H,.
Na podstawie wynikéw badari opublikowanych w pracach [5 i 6] funkcje kore-
lacji wzdtuinego profilu drogi aproksymowano wyrazeniem

. g (=07 e " cosor,
(3.24) K, (1)=02e I dos §
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w ktérym 2, & sa wspdlczynnikami o wartodctach zaleZnych od charakteru nieréw-
nosci i predkoéei ruchu pojazdu; ¢ oznacza tu wariancjg pionowych nieréwnosci
drogi. ‘
Tak przyjetej funkeiji korelacji odpowiada nastepujaca gestosé widmowa:
o2l b2+

j— ?
(3'25) S?J (CO) 7 CO4+ 2&602 +b4- ?

gdzie
B2=A2482, a=A*-42.

Mimo e wyraZenie aproksymujace K, (v) charakteryzuje nieréiniczkowalna funkcje
losowq, uzasadnione jest obliczenie ggstosct widmowej reakcji ukladu, w danym
przypadku losowego pola ugieé, momentdw gnacych i sit tnacych, postepujac for-
malnje tak, jakby gestosé widmowa procesu # (7) odpowiadala funkeji losowej dwu-
krotnie rézniczkowalnej. Warnnkiem jest istnienie skonczonej wariancji odpowiedzi
ukiadu przy wymuszaniu, kKtdrego gestosé widmowa na postad

Sy (w@)=w* S, (w).

Analiza calek wystepujacych we wzorach (3.13), (3.16) po uwzglednieniu (3.23)
dowodzi, ze warunek ten w badanym przypadku jest spelniony.

Cbliczenia wykonano dla nastepujacych danvch:

L=12 [m], x.=6 [m],

E=2,06 10“{N} J-M 2“‘5616 2
=Ly : ‘ ' 2 1 z 12 - [kgm},
. . A N

J=5-107%[m*], ky=k,=5-10% l:;?],

A=5-10"3 [m?], N

N
0=0.02 Is, fr=Fr=15-10%—1,

k m
p=T728-103 [;g-], 7):5[——}, T=241s].

S5
Dane dotyczace nieréwnoécl drogi przyjeto na podstawie pracy [6]:

a,=0,05 [m],

1 1
/1]=0,21[—S—], )l=/117;zl,05[ J

A

1 B
5, =0,78 [—] S=d, =39 l*]
Ay &

Wynijki obliczen zilustrowano wykresami,
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Rys. 3 przedstawia czasowo-przestrzenng funlkcje korelacji losowego pola ugigc
preta dla =0, czyli wykres izw. wspdélezynnika korelacii procesow pionowych
przemigszezen dowolnych punkiéw osi preta. Wykres funkeji K, (x4, x,, 0) ma cztery

Rys. 3. Wspolezynnik korelacji losowego pola ugied.

plaszezyzny symetrii: x,=L/2, x,=L/2 oraz x;=Xx,, x;+x,=L. Wynikaja stad
. nastepujace wlasnosci wspdlezynnika korelacji:

1) procesy okreslajgce przemieszezenia punktéw osi preta znajdujacych sie
w takiej samej odleglodci od przekroju $rodkowege sa jednakowo skorelowane;

2} jezeli jeden z proceséw okresla ugigcia wybranego punkiu osi preta, t¢ wspol-
crynnik korelacji ma najwicksza wartosé, w przypadkn gdy drugi jest procesem
przemieszezen §rodka preta;

- 3) maksymalna wargto$d wspélczynnika korelacji jest réwna wariancii ugigé
§rodka preta; :

4) wartoéé wspolczynnika korelacji jest réwna zeru dla proceséw, z ktorych
przynajmnicj jeden okre§ls przemieszczenia koficdw preta, co wynika z przyjetei
piezaleznodci takich procesow;

5) przekroje plaszezyznami symetril x; ==X, oraz x;+4x,=1L daja obraz zmien-
nofci wariancii ugieé dowolnego punktu osi preta.

ox108 g olx0™

W] | Imt]
2054
153

1012

a5 11

B 2 P 6 8 0 12 x ]

Rys. 4. Wariancja losowego pola ugigé i momentdw gngcych.

Przebieg wspdlezynnika korelacji losowego pola momentdw gnacych Ky, (%, x2, 0)
ma te same cechy co omdwiony wykres wspdlezynnika korelacji ugieé. W przypadku
gdy szeregi (3.8) i (3.16) sa szybko zbieine, co jest spetnione w badanym przykiadzie,
mozna przyjad, ze rzedne obu wykreséw sg proporcjonalne.

Na rys. 4 pokazano zmienno$é wariancji losowego pola ugigé i momentow
gnacych w zaleznoéci od wspéirzednej x przekroju preta. .
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Interesujacy jest wykres unormowanej funkeji autokorelacji K”(x, ) wykonany
dla Srodkowego przekroju preta (rys. 5). Wykres ten wykazuje wyrazne maksimum
po czasie T réwnym przesunigciu T procesow &y (¢) i #, (f} modelujgcych przyjete

Koxt)
10
g3
Vf-\u \_',( /—\V/?\ .
0 2 4 sl

Rys. 5. Unormowana funkeja korelacii ugiec srodkowego przekroju preta.

wymuszenie kinematyczne. Oznacza to, Ze wartodci realizacji badanepo procesu
(ugiecie lub moment gnacy) w danej chwili wplywaja na wartoéci jego realizacji
po czasie T

4; DRGANIA SKRETNE

Postgpujac podobnie jak w przypadku drgafd poprzecznych, zbadano drgania
skretne preta przy losowym wymuszeniu kinematycznym ukladu bedacym matema-
tycznym modelem poprzecznego profilu drogi.

Dila iepkosprezystego preta opisanego modelem Voigta réwnania ruchu ma postaé

ot e 2[626 a3 ]_
@1 ST Yaxrary
gdzie przyjeto nastgpujgce oznaczenia: f (x, r) przedstawia kgt obrofu przekroju
preta w bezwladnoSciowym ukladzie odniesienia, ¢ = GJ,/pdy, GJ, sztywnosé skreina
preta oraz pJ, masowy moment bezwladnoéci wzgledem osi preta przypadajacy
na jednostke dlugodci.

Réwnanie (4.1) spelnia zerowe warunki poczatkowe oraz nastgpujgce warunki
brzegowe: '

2) | 00,)=0,(1), O(L H=0,().
'Po podstawieniu do réwnania (4.1) i warunkdéw (4.2) funkcji

43) 0@0=0_%FdﬁF%%@+Mm&
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w ktdrej ¢ (x, t) jest wzglednym katem skrecenia przekroju, otrzymano réwnanie
drgan skretnych preta przy zerowych warunkach poczatkowych i brzegowych.

e 2[6"'w+ 53@}_ (1 x).. x
o T e T eaea|T T )@ 60

Rozwiazanie rownania (4.4} jest szeregien wedlug uktadu funkeji wiasnych,

(4.4)

@.5) px, = D L0
n=1
Funkcje whisne w przypadku swobodnego skrecania preta majg postac
. nmEx
(4.6) D, (x)=sin I

Podstawiajac do réwnania (4.4) fankcje (4.5) i (4.6), a nastgpnie dokonujac orto-
normalizacji wzgledem funkcji wlasnych ukladu otrzymano nastgpujace réwnanie
dla n-tej wspdlrzednej gldwnej £, (#):

(47) 2n(3)+w,2, OCE_:’,; (t)+w3 é’n(f)=A1"§1 (t)+‘42f152 (I)J

w ktdrym

. (_ﬂ_)
CO" [y L

oraz Ay, As, Oznaczaja wspélezynniki identyezne jak w réwnanin (3.7). W celu
przeprowadzenia analizy korelacyjnej, podobnie jak w przypadku drgan gigtnych,
wyznaczono wektor przepustowodel widmowej nkladu:

(4.8) H,(x, ®)=[H, (x, w), H,, (x, ®)]

o skladowych réwanych

| REX
w© sin
‘pi(x’ w) 2 L
Ho (v o)== TN
(01(-1'; (/O) 01((:0) T 4‘1} a)f—CDZ-FiOCf 7 3 >
) =
(-1) . BRx
—1Y'sin——
H,, (x )=£”_2£‘_"_‘°_)_i {7 L
WO w i @R —oPthoio’
fu=1

a nasigpnie gestose widmowa crasowo-przestrzennego pola losowego ¢ (x, £) (loso-
wos¢ dotyczy czasu)

CRY S (X1, X5, 0)=H, (x,, 0} Sj{e) H, (X3, ©)7,
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gdzie S;(w) jest kwadratowa macierza widmowa dla sygnatéw §, (£) i §, (¢). Po
wykonaniu wskazanych réwnaniem (4.9) dziatan i uwzglednieniu wzoru (4.8) otrzy-
mano

(4.10) SQ, (%15 Xa, @)=

mzxz , X, SE11_(_I)J"Siiu—(_1)"5521‘]“(—.1)"'“"5'522
=— 24 Z — gint sin - .

L (07 — ? — inw? ) (0f — w? +inw? o)
n=1 m=

PoniewaZ catkowity kat skigcenia przekroju preta jest r1éwny
x
(411) B, 0)=10:()—0: DI+ 0, ),

przeto gestos¢ widmowa Sy (x1, X,, ) losowego pola @ (x, {) ma postaé

X1 Xa
4.12)  S4(xy, x5, @)= ““LT {SH1L+S¢)22_SB12—S921}+S¢ (31, X3, W)+

1 X
7y [0 (o )= So1 (xar @)+, (S0, (41, @)= Sea, (1, ).

Wzajemna gestosé widmowa Sy, dowolnego procesu wymuszajacege 8, () i odpo-

wiedzi ukladu ¢ (x, £)= >’ ¢, (x, 1) okreslono va podstawie [1]w nastepujacej formie:
i=1

m
St;iq (x, )= 2 H;(x, 0) S (@),
j=1
gdzie m jest suma proceséw wymuszajacych, H; (x, m) jest przepustowoscia widmowa
postaci

@5 (%, @)

H, =
i(x, @) 0,(e)
Dla fozwaiauego.przykladu otrzymano

. Se14 (X, W)= —w? [H,, (x, Cﬂ) So11Hys (x, @) 8151,
(413) : Sﬂ2m(x: G)): — " [an (x, Ct)) Sﬂzi +He;2 (x, w)Suzz} 3

S (% 0)=So10 (% ©),  Sues(X, @) =Sprg (¥, ).

Korzystajac z rézniczkowej zaleznosci miedzy katem skrécenia przekroju preta,
a momentem skrecajacym, obliczono gesto$¢ widmowa losowego pola momentow
skrecajacych:

2

8y 0,

4.14) S (%1, X2, ©)=(GJ)> S (31, X2, ©).
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Uwzgledniajac (4.14) oraz (4.12) i {4.13) wyznaczono czasowo-przestrzenng funkeje
korelacji Ky, (x4, X5, t) oraz wariancj@ o ()¢

T, nTX; mux;
@15) Ky (o, %5 0= —= K(BZ_el)(r)-I-ZLZ Zcos cos

ITXq
f Rrrm (CU) e diw+2 Z o8

--Co8

R, (wye'* do+

f R, () et* dco]}
oraz

N (AT Oy e nmx  max
(416} on(x)= 7 Oy, — 8‘)+4Z Ecos COs j R, (@) doo-}-

n=1
n f }

n=1
gdzie
R, (@)= Sei— (1" Sy 2— (_1)"35114‘(" l)HmS"zz
o ()= (@2 —* +inw? @) (@) — o* —iuw], o) ’
R ()= (=811 = (= 1" So22+ 821 +(—1)" Spr2) 0”
e w? — 2+ iom; o ’
R — (M’S\'Bllrﬁ(w 1)"S922+S912+(_l)ﬂSUZZ].)wz
() 02— —ixw? w
oraz gdzie

Ky, —oy(0)= f (Sor1 +Spa2—=Sh12— Spz1) €7 dwy

oznacza funkcje korelacji catkowitego kata skrecenia preta oraz o, ,, oznacza
jego wariancje.

W celu okreslenia macierzy gestoéel widmowych S, {w), podebnie jak dla zgi-
nania, przyjeto pewne uproszczenia. Zalozono, ze nzasadnione jest dokenanie re-
dukcji masowego momentu bezwladnosci uktadu wzgledem osi preta do jego skraj-
nych przekrojow.

Schemat obliczeniowy stosowany przy wyznaczenin przemieszcezen katowych
8, (t) 1 6, (¢) przedstawia rys. 6. Uktad réwnan ruchu ma postaé

“.17 J10F(@—0)=M, (1), J,8,+x(0,—0)=M,(1),

gdzie J,, J, oznaczaja zredukowane, osiowe momenty bezwladnodei uktadu, M, i,
oznaczaja momenty skigrajace pochodzace od zestawdw jezdnych oraz x=GJ/L
sprezystosci preta. :
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gdzie

D (@) =w*—a® (@} +vi+ ol +vi+ 4y, y)+vi vi+oi vi+o; vi+
+i2w [y, (w§+v:23)+ Y2 (w%+vi)—a)2 {(ri+7)l.
Poszukiwang macierz gestoel widmowych katéw obrotu skrajnych przekrojow preta
obliczono. na podstawie (3.20), zamieniajac y na § oraz 7 na y:
(4.21) Sy () =H (@) Sy (1) H(@)T,

gdzie Sy (w) jest kwadratowa macierza widmows funkeji losowych zwigzanych
z poprzecznym profilem drogi.
Poprzeczny profil drogi, podobnie jak wzdiuzny, oddziatuje na pojazd z przesu-
.nigeiem czasowyim 7 zaleinym od odlegloéci miedzy zestawami jezdnymi i predkoéci
ruchu, W zwigzku z tym spehione sa analogiczne do (3.21) i (3.22) zaleznodci migdzy
gestodeiami widmowymi tworzacymi macierz Sy {@):

Sy i1 (@)= Sy, (@)= Sy (@),
Sy12 (Q’):E;;.@ﬁe_imT Sy ().

Uwzgledniajac (4.22) otrzymano nast@pujqal posta¢ macierzy gestoscl widmowych
Sy (@):

2 $) (@)=Ss (w)[

(4.22)

H 0H H, Hz}
H, H H,H)J
gdzie elementy H, H, macierzy w swej ogdlne] postaci okredlne sq identycznie z (3.23),
- Po podstawieniu do (4.23) wzordéw (4.20) otrzymano Wzory obliczeniowe na-
stqpujqce
_ _ 1
=00 ()
+2 {2 [y vi+y1 @+ —vi (@03+73) (03 +47 )+ 207 73} @™+
+v1 (wz +V§)2+C{)1 1’4+4(1)1 {G) (yl 1"2 - y" v], _4}'1 y§)~
—y2 v Vi H(wi+v3) (72 V=7 vl sin T+ 207 [—4y, 7, o*+
-f—o;v (v va+4y, v, 03 +493 )+ v3 (@3 +vDlcos o T},

o {4y 08+ v+ 875 (@i v+ 1607 vl +

= TIW {47, @°+D2+87] (@ +v)+16y] 2] 0 +

(4.24) +2 {2 [y: vi+72 (@D 93 (0T v (v -H4yy va)+
1205 ¥} @45 (0f +vD+os vi —4603 o [ (y2 vi—

—M"M V;, 4')’1 Y2)— 71 V1 Vz‘]'(a?; ‘]"Vi) {7+ " Y2 Vl)j gin o I+

+20; [—4y1 y2 00 (Vi Vo +4yL v, 0 +4y1 v+

+viv: (Wi 4+vH] cos w T},

H H,= = {V(w0}+P (w) sin w T+ R (w) cos @ T—i [20 U () +
+R, (w)sinw T—P, (w)cos o T},
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Uwzgledniajac (4.14) oraz (4.12) i {4.13) wyznaczono czasowo-przestrzenng funkeje
korelacji Ky, (x4, X5, t) oraz wariancj@ o ()¢

T, nTX; mux;
@15) Ky (o, %5 0= —= K(BZ_el)(r)-I-ZLZ Zcos cos

ITXq
f Rrrm (CU) e diw+2 Z o8

--Co8

R, (wye'* do+

f R, () et* dco]}
oraz

N (AT Oy e nmx  max
(416} on(x)= 7 Oy, — 8‘)+4Z Ecos COs j R, (@) doo-}-

n=1
n f }

n=1
gdzie
R, (@)= Sei— (1" Sy 2— (_1)"35114‘(" l)HmS"zz
o ()= (@2 —* +inw? @) (@) — o* —iuw], o) ’
R ()= (=811 = (= 1" So22+ 821 +(—1)" Spr2) 0”
e w? — 2+ iom; o ’
R — (M’S\'Bllrﬁ(w 1)"S922+S912+(_l)ﬂSUZZ].)wz
() 02— —ixw? w
oraz gdzie

Ky, —oy(0)= f (Sor1 +Spa2—=Sh12— Spz1) €7 dwy

oznacza funkcje korelacji catkowitego kata skrecenia preta oraz o, ,, oznacza
jego wariancje.

W celu okreslenia macierzy gestoéel widmowych S, {w), podebnie jak dla zgi-
nania, przyjeto pewne uproszczenia. Zalozono, ze nzasadnione jest dokenanie re-
dukcji masowego momentu bezwladnosci uktadu wzgledem osi preta do jego skraj-
nych przekrojow.

Schemat obliczeniowy stosowany przy wyznaczenin przemieszcezen katowych
8, (t) 1 6, (¢) przedstawia rys. 6. Uktad réwnan ruchu ma postaé

“.17 J10F(@—0)=M, (1), J,8,+x(0,—0)=M,(1),

gdzie J,, J, oznaczaja zredukowane, osiowe momenty bezwladnodei uktadu, M, i,
oznaczaja momenty skigrajace pochodzace od zestawdw jezdnych oraz x=GJ/L
sprezystosci preta. :
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* gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

D () ={wiwi— (0] +v]) (@i+vi+w® (o] +vitws+vi+4y, y)— ot P+
+4w? [ (y1+72) — 71 (@3 D) — 72 (0] DT,
P (o), P (CU) 2o{w* [y, 72 (2= =7 ity vil+
0 (@ +02) (r Vi— 72 V2 7s vE— 72 VERAY, 12 (11 03— 2 D))
7095 0l Yol —of wf (1 vi—r. D (LD},
R (@), Ry (w)=4y, 7, o +o* ] vi+4 @y] 1 —v 72 (0] +wd)—
— i vi— v vl @ [y v (@3 4D+t v 1 (@] +vD) =8y, 7, 0] 0} —
—v} v} (@F +vi+ o HvDl+vivi [w] D) (@i +v3) 2 0? ll,
U (w)=7, 0} 4y @*+v}) =y of (4y; o +v3),
V()= ~dw* (0] yi+w3 v+’ [w] (473 (i +v)—+
+e; (7] (@3 +v)—vD].
Wystepujaca w rownaniu (4.19) macierz gestosci widmowych przyspieszen ka-
towych jest nastgpujaca:

(4.25) S; () =w* S, ().

Funkcje korelacji poprzecznego profilu drogi przyjeto za Silajewem [5] w postaci
analogicznej do postaci dla profilu wzdivinego:

Ky (T)=0l e~ *1" cos &1,

Ze¢ wzgledu na nierézniczkowalnodé tak opisanej funkceji losowej, przy obliczaniu
gestodel widmowej losowego pola ¢ (x, £), nalezy sprawdzié warnnek zbieZnodci
nastepujgee] catii:

o0
f Sp (31, X, @) do<on.

W omawianym przypadku warunek ten jest spelniony, o czym mozna przekonaé sie
podstawiajac (4.20) oraz (4.24) i (4.25). Do obliczeft przvieto nastepujace dane:

L=12 [m}, : , kg
p=T8 10" —1»
R=1,8 [m], m

J1=J,=0985 [kg m?],

]’ Ns'
!

N
al

N
G:S.lom{mz

= :1,5-103{
J,=2,5-10"7 [m%] Fr=ps

Jo=5,186-10"3 [m*],
a=0,02 [s],

key=ley=5- 105[
T=2,4 [s).
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Wartoéé zredukowanego momentu bezwladnoséci wyliczono z warunku réwnodet -
plerwszej czestodcl wlasnej ukfadu claglego 1 odpowiedniego, dyskretnego modeln
zastepczego. Otrzymano wzor

2
J]=J2=FPJD L.

Dane dotyczace poprzecznego profilu drogi przyjeto na podstawie pracy [5]:

Tyr — 0,03 3

| 17; ' 1
A, =0,15 [:], A=A, 9=0,75 [—-},

Ay
1 1
5y=0112 ||, §=8,0=0,56|—!-

S

Wyniki obliczen przedstawiono w formie wykresdw.
Na rys. 7 pokazano wykres wspélezyrnika korelacii K, (%), x5, 0) losowego
pola katdw skrecania dowolnego przekroju preta. Wykres fen mozZna aproksymowad

_2,
) Ky, %p,0)x10 : Spfrm]

7

a 2 q & 8 10 1 x;[m]

Rys. 7. Wspodlczynnik korelacji losowego pola katow skrgcenia przekrojéw prgta.

powierzchnig prostokredina o ortogenalnych tworzgcych, lezacych w plaszezyznach
odpowiednio réwnoleglych do plaszczyzn x; =0 i x,=0. Wspdiczynnik korelacji
jest réwny zeru dla proceséw, z kidrych przynajmniej jeden okreéla kat obrotu
przekroju preta o wspolizednej x=0. Wynika to z charakteru preyjetej funkcii
@ (x, 1). Maksymalna warto$¢ wspolczynnika korelacyi jest rdwna wariancii catko-
witego kata skrgcenia preia. Przekrdj wykresu K, (x,, x,, 0) dokonany plaszezyzng
X, =x, jest obrazem wariancji o2 (x) katéw skrecenia dowolnego przekroju preta.
Wykres wariancii odkszialcenn katowych jest zblizony do paraboli drugiego stopnia.
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Unormowang funkeje autokorelacji K (x, 7) dla $iodkowego przekroju preta
przedstawia rys. 8. Na rys. 9 pokazano wykres wariancji momentdw skrgcajacych.
Poniewaz wartosci wariancji rézunia sig migdzy soba nie wiccej niz o 1%, wiec mozna

L k3 (x,7)

I S I S
4 24551012)('5?}

Rys. 8. Unormowana funkeja kovelacji . Rys. 9. Wariancja losowego pola

katow skrecenia srodkowego przekroju momentdow  skrecajacych.
prefa.

przyjac, Ze wariancja momentéw skrecajgcych jest stata dla dowolnego przekroju
preta.

Z przeprowadzonej analizy wynika, Ze decydujacy wplyw na statystyczne para-
metry procesu drgan skrgmych preta na przyjety, w celn wyznaczenia geomeirycznych
warunkow brzegowych, model dyskretny. W modelu tym pret jest niewazkim ele-
mentem sprezystym o wzglednym kgcie skrecenia (8, —60,)/L 1 sztywnoéei skretnej
GJ,. Waliancja losowego pola katéw skrecania przekrojéw preta zmienia sie para-
bolicznie i wynosi

* 2
2 o 4
g, (.X)— (L ) T(@a—01)>

& wariancjs momenidw skrecajacych ma postad
2
2 G 2
Tam, 7. | C@-an

i jest stafa dla kazdego przekroju preta.
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Pezwnie

CIIVYATHBIE KOJNEBAHWA CTEPWHS BVAVIOETO DJIEMEHTOM HEKOTOPOU
‘ TMEPUHON CHCTEMBI

TIpec: aBNeH CTATHCTIICCKEN ananys Konebanyit IpocTol THOPHAHOM CHCTEMBI IO AeiicrpAcM
CHYYAHHOTO KUHEMATHYECKOro BhiHysicuenns. HMcocileRyemasd CHCTEMA COCTOHT H3 CTEPRRER OIHpa-
IOMEFOCHA O KPasM HA JIMCKPETHSIX BASKOYNPYTHX 2eMeHTax. BeiRyXpeHnwe COCTaBIiOT BEpTH-
KanmpHLe M YFNOBBIE IepeMEILeHHs orop, Oylyyue CTALUMONADHBIME ClYSadHBIMM IDOTICCCAME
BTOPOTC MOpAKa. TIPWMEEIs KOPPeNAIECHELIT AHAIN3, ONPEISICHEl BPEMCHI-TPOCTPARCTBCHHLIC
DYRAIBHE KOPPeIsiINg CNyIalEOTo IO GeeMEeTIEHHH i BEYTPERHEKK CHI AJIA TPOHEcCoB #3rnta
M KPYICHES CTEDAHA, A TIKXKC OTBEVAIOUIAC MM BapmaHmd. PesylbTathl THCNOBOTO IPAMEPA
HETHOCTPUPOBAEGL TPAPIKAMI.

STRESZCZENIE

RANDOM VIBRATIONS OF A BAR-FLEMENT OF A HYBRID SYSTEM

The paper deals with statistical analysis of vibrations of a simple hybrid system under random
kinematic excitation. A system consists of a bar supported by discrete viscoelastic elements.

The support displacements constitnting excitation sources are considered as second-order,
stationary random processes. The timespace functions of correlation for random displacements
and internal forces are determined for bending and torsion of the bar; respective variations are
also obtained. An example is being finally solved.
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