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OPTYMALNA KOREKCJA UKLADU DYNAMICZNEGO

WLODZIMIERZ G A WR O N § K1 (GDANSK)

Rownania opisuja proces dynamiczny w sposdb przyblizony. Jezeli znany jest proces rzeczywisty,
wowcezas skorygowad mozna wspOiczynniki rownan tak, aby proces opisany réwnaniem by? blizszy
rZzeczywistego., W pracy omobwiono tego typu korekcje w przypadku, gdy proces opisany jest rowna-
niem macierzowym. Korekcja ta jest optymalna ze wezgledu na wskaznik jakosdci korekcji, ktory
charakteryzuie odleglosé procesu opisywanego od micrzonego. Korckeja ta dotyezy ruchu swobod-
nego, ruchu wymuszonego harmonicznego i zagadnienia statycznego.

WYKAZ OZNACZEN

col () wektor,
diag (*) macierz diagenalna,
tr 4 $§lad macicerzy A,
A>0 macierz dodatnio okredlona,
I macierz jednostkowa,

E;%% macierz permutacii [2],

& symbol iloczynu prostego macierzy,
18 A rozwinigcie wierszowe macierzy A [2],
- c8 A rozwiniecie kolumnowe macierzy A [2],
mXn wymiary macierzy.

1. WsrEP

Model opisujacy proces fizyczny jest uproszczeniem opisywanego zjawiska,
a jego parametry znane sa w przyblizeniu. Uproszezenie opisu zjawiska polegaé moze
na tym, ze rzad réwnania rézniczkowego opisujacego zjawisko jest zbyt niski.
Stwierdzenie o przyblizonych wartosciach parametréw ukladu oznacza tu, Ze sg te
warto$ci wyznaczone nieoptymalnie. Za warto$¢ optymalng zbioru parametrow
charakteryzujacych uklad rozumiemy tu te wartoscl, przy ktérych odchytka wartosci
otrzymanej z modelu od wartosci rzeczywiste] (zmierzonej lub otrzymanej z innego,
budzacego zaufanie zrédla- informacii) jest najmniejsza.

W pracy zajmiemy sie tym ostainim zagadnieniem w przypadko obliczen drgad
wlasnych i wymuszonych drgan okresowych. Zjamslca te opisywane si nastf;pu]q-
cymi réwnaniarmmi:

a) ruch swobodny
wy MOA—KQ=0,




‘60 WEODZIMIERZ GAWRONSKI

b) ruch wymuszony .

(1.2) GX=P,

gdzie M jest macierza bezwladnoéci ukladu (nx#n), K macierza sztywnosci ukiadu
(n xn), O macierzg wektoréw wlasnych (nxm), m<n, A macierza widmows ukladu
(mxm), A=diag (w,, ..., @3,), a wo; jest i-ta czgstobcia wiasng. W drugim réwnaniu
G=K+joL—w* M oznacza macierz podatnoéci dynamicznej, K, M jak wyiej,
L macierz thumienia, w czestodé kolowa wymuszenia, j:]/ =1, X zespolong macierz
przemieszezen harmoniczaych, P zespolong macierz wymuszefi harmonicznych,
obie 0 wymiarach nxr.

2. OPiS METODY
Dana jest macierz ¢ okreflona wzorem
@1 | s=HA—-B.
Nalezy dobra¢ tak macierz H, aby przy danych macierzach A4, B, ¥ wskaZnik jakogci
2.2) J=tr (eVeT)

osiggnal wartos¢ minimalna. Macierze 4, B sg wymiaru nxXm, H jest macierza sy-
metryczng (nxn), V jest macierzg symetryczng i dodatnio okreslong m x m.
Wskaznik jakodci J osiaga wartodci ekstremalne, gdy

aJ

2.3) 257 =0

Wstawiajac (2.1) do (2.2), mamy
J=tr (HAVATH - BVATH— HAVBT+ BVEY),

Na podstawie regul rozniczkowania [1] otrzymujemy

aJ
24 —3—E=AVATH+HAVAT—AVBT—BVAT.
Rownanie dJ/@H=0 sprowadza si¢ do nasigpujacego rdownania:
(2.5 AH+HA=E,
gdzie
(2.6) A=AVAT, B=AVBT+BVAL,

Rownanie (2.5) wyznacza punkt ekstremainy. Na to, aby punkt ekstremalny byt
punktem, dla ktérego wskaznik J osiaga minimum, wystarczy, aby macierz d/8H -
«(0J/0H) byta okreslona dodatnio. Aby sprawdzi¢ warunki dodatniej okre§lono$ci
tej macierzy, rézniczkujemy (2.4) przy nastepujacych oznaczeniach (2.6):
a [aF a _ aH ¢oH . «
-EE(Fﬁ)zgﬁ—(AH+HJ—_B):(I®J)bE+~§E{—(I®A)2(I®/I)ng:+
TELURA),

gdzie E,%. jest macierza permutacji {2].
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Jezeli oznaczymy o ; =(IQA) E}" oraz sf ,=E"}" (IQA), to obie te macierze
moZemy przedstawi¢c w postaci

=eT®@cs A, oAy=eRr1sA,
gdzie e=cs 1. Poniewaz A jest symetryczna, gdyz V jest symetryczna, wiec [2]
s A=1s AT =(cs A)T
czyli
' =e@(cs A)' =47,

a wige w koficu

g (8.]) Lot
en 7 —of |+ o]

Jest macierzg symetryczng. Jezeli 4 jest dodatnio okreslona, to powyzsza druga
pochodna jest dodatnio okredlona i punkt ekstremalny jest punktem minimum.

3. KOREKCIA UKLADU W RUCHU SWOBODNYM

Ruch swobodny opisany jest réwnaniem (1.1). Czqstosm drgan wlasnych w,,
i postacie drgait wlasnych g, i=1, m; m<n, obliczone z (1.1) oraz czestoscl @,
i postacie §;(i=1,m) otrzymane z pomiaréw sg rézne, stad réwnanie (1.1) po
wstawieniu wielkoéci mierzonych 4 i § ma postaé

(3.1) MOA—KJ=£#0.

Wielko$¢ & jest z reguly niezerowa i méwi o tym; e réwnanie (1. 1} nie aproksymuje
w sposéb dokladny' procesu obserwowanego. Definiujemy wskaznik Jetr (eVeh)
Jjako miarg doktadnosci (V' >0). Zakladamy, ze macierz K jest wyznaczona dokiadnie,

dokiadno$¢ za§ wyznaczenia wyrazéw macierzy M nie jest wystarczajaca (gdy
macierz K nie jest wystarczajaco dokladnie wyznaczona, procedura jest podobna).
Nalezy wige skorygowac macierz M tak, aby przyblizyé wyniki obliczen do wartodci
zmierzonych (zakladamy, Ze pomiary budzg zaufanie). Nowg skorygowana macierz.
M otrzymujemy ze wzoru

(3.2) M=M+AM.

Macierz korygujgca AM palezy wyznaczyé w ten sposéb, aby zminimalizowad
wskafnik J.

Z réwnania (1.1) po wstawieniu (3.2) otrzymamy
(3.3) AMBA+ MOA—-KD=¢.
Wprowadzajac nastepujace oznaczenia
(3.4 A=04, B=K(Q— MO, H=AM,

znzjdujemy, Ze réwnanie (3.3) przybiera postaé (2.1). Korzystamy wige z uprzednich
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wyprowadzen i uzasadniesi, aby na podstawie (2.4) znalezé AM, jako optymalng
warto§é AM. Otrzymujemy ja z nastgpujgcego réwnania:
(3.5) AdAM+ AMA=8,
gdzie :
A=AVAT=0AVADT.
(3.6) B=C+ (7,
' C=(KQ— MOA) VAQT =eVAQT .

Poniewaz A>0, wiec punkt ekstremalny jest punktem minimum.

PrRzYXLAD 1. Wyznaczanie masy cieczy towarzyszacej. Dany jest uklad poka-
zﬁny na rys. 1, przy czym ¢ =c, =10, ¢3=40, m, =1, m,==2, Uklad ten zanurzony
jest w cieczy i wykonuje drgania swobodne. Z pomiarow wynika, ze czestodei drgan
wlasnych ukladu zanurzonego wynosza w,=3,742, i, =5,099, formy za$ drgan
sa nastepujace ¢, —=col (1;0,6), g,=col (1; —0,9). CzestoSci te i formy réznig sig
od czestodei i form obliczonych dla ukiadu niezanurzonego. Jedng z przyczyn tej
réznicy jest to, ze w ruchu ukladu bierze udzial pewna czeéé cieczy. Nalery wyzna-
czyé jei wielkosé tak, aby réZnica nigdzy pomiarami a wartodciami uzyskanymi
z ukladu ze skorygowanymi parametrami bezwiadno§ciowymi byla minimalna.

X4 Xz

_u —*

Tl

i My

C3

T

Rys. 1.

Macierze mas i sztywnoéci ukladu z rys. 1 maja nastgpujaca postac:

. 20 —10
M=diag(1,2), K:[—lo 50}'

Obliczone stgd wartosci i wektory wiasne wynosza wq=3,873, w,=54T77, q,=
=col (1;0,5), g,=col(1; —1). Z danych otrzymujemy

~ |} i - ,
Q—[O,G _0’9]7 'A'_ dlag (14’26)!
a stad na podstawie (3.4)

~— 14 26 s o= |0 3
A*QA_[ 8.4 —23,4}’ B=KQ— M ”{3,2 —8,2]’

a wice z (3.6) dla V=7 mamy

_ | 812 49038
T{—490,8 —618,1

3

S 156 —2386
“| 2386  437,5)
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Rozwiazujac dla tych macierzy réwnanie (3.5) otrzymujemy korygujacg macierz:

0,0751 ~ 0,0255}

AM= {—0,0255 0,3336]"

Tak wige macierz bezwladnosci M uktadu skorygowanego wynosi

1,0751 - 0,0255]

M= M+ AM:[—O,OZSS —2,3336

Dia tej macierzy otrzymujemy Ilasfgpujacce czestodei 1 formy drgant  wiasnych:
Wo1opt =3,709, Wo2ep =5,105, F1op=co0l (1; 0,540), ¢, =col (1; —0,858),
Wielkosci te, otrzymane z ukladu skorygowanego, sa blizsze wartoéciom zmie-
rzonym i sg optymalne w tym sensie, ze kazda inna korekcja macierzy bezwladnosei
spowoduje oddalenie sig¢ wartosci obliczonych od wartoéci zmierzonyvch.

4, KOREKCIA UKLADU W OKRESOWYM RUCIU WYMUSZONYM

Ruch wymuszony ukladu (z czgstodcig w) opisany jest réwnaniem (1.2). Niech
przemieszezenia X =[xy, ..., x,] beda obliczone z (1.2), przemieszczenia za§ X =[%,, ...
vy %] Olrzymane sg z pomiarow, przy czym AX =X — X#0. W ten sposcb, z réwnania
(1.2), po wstawieniu wielkodci mierzonych, otrzymujemy niezerows wariodd s
zdefiniowana wzorem

4.1 e=GX—P#0.

Réwnanie (1.2) nie aproksymuje procesu mierzonego w sposcb dokladny. Przyj-
mujgc jako miare doldadnodci wskaznik J=tr (sVe¥) (F>0), korygujemy macierz
podatnosci dynamicznej G w ten sposéb, aby wskaznik J przyjat wartoéé minimalna.
Korekcje te, podobnie jak uprzednio przeprowadzamy, wyznaczajac w zaleznodci

4.2) G=G+ AG

macierz 4G. Wstawiajgce do (4.1) skorygowana macierz G ze wzoru (4.2), znajdziemy

4.3) e=HA—B,
gdzie
(4.4) H=AG, A=X, B=P—-GX.

Rownanie (4.3) jest identyczne z réwnaniem (2.1), stad na podstawie (2.5) réw-
nanie dla macierzy AG minimalizujgcej J jest nastgpujace:

(4.5) , AAG+ AGA=F,
przy czym
(4.6) A=FV¥*, B=XVBT+BVY*,

Przyriap 2. Uktad o dwu stopniach swobody (rys. 1) obciazony zostal sitami
pr=col (0; 5), py=col (—24; 37). Wstgpnie oszacowano c¢; =c, =10, c; =20. Prze-
mieszczenia obliczone dla tych sztywnodci wynoszq: od sity p, — przemieszezenie
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xy=c0l (0, 1;0,2), a od sily p, — przemieszczenie x,=col (—0,7; 1,0). Zmierzono
przemieszezenia wywolane tymi sitami i otrzymano x, =col (0,15; 0,25), x,=col-
A—0,75; 1,0). Oznaczamy P=[p,; p,), X=[x1; x:], X=[%,, %,]. Nalezy skorygowaé
macierz sztywnosci G w ten sposéb, aby otrzymana macierz G=G+ 4G dawala
minimalny blad e=G¥—P.

Macierz korekcyjna AG znajdujemy z réwnania (4.5). W tym celu z (4.4) obli-

czamy macierz B:
= | =05 1
B=p GXz[_l _0,5].

Ze wzoréw (4.6) dla V=1, mamy

v eres —0,5850 —0,7125
“*XYT— 3 s

A= "{—0,7125 1,0625]’

= = - 1,65 1,1
—— T T __ ) El

B=XB"+BX —[__1’1 _1’5].

Dla tych macierzy réwnanie (4.5) posiada nastgpujace rozwigzanie:

—3,0552 - 1,3506]

AG:[—I,SSOG —1,6116

a wigc skorygowans macierz sztywnodci wynosi

- 16,9448 —11,3506
GZG+AG‘[~11,3506 28,3884}'
W celu sprawdzenia obliczamy dla tej macierzy przemieézczenia Xo=Ixg1, Xo2l]

od obciaZenia P; otrzymujemy

- 0,1611 —0,7421
—G-1p_|* ?
Xo=G7IP _[0,2406 1,0066]’
a wige korekcja daje:
I1X— Xl <1 X - X1

5. WNIOSKI 1 ZASTOSOWANIA

Metoda stuzy do korekcji wlasnosci uklfadu dynamiczengo w przypadku, gdy
parametry ukiadu sg trudne do wyznaczenia lub wyznaczone s3 z duzg niedokiad-
noécia. Metoda jest narzedziem do szacowania wielkoSci tych parametréw. Przy-
ktadem zastosowania tej metody jest wyznaczanie tzw. «wody lowarzyszacej»
w obliczeniach okr¢towych, szacowanie wielkedei tlumienia w drganiach wymuszo-
nych, ocena sztywnodcl tozysk i podparé waléw, okreslanie wielko$ci wplywn filmu
olejowego w loZyskach na amplitudy drgan. Metode te mozna stosowal rdwniez
w przypadku, gdy analizuje si¢ wycinek wickszego ukladu (analiza lokalna). W takim
przypadku powigzanie wycinka z calym ukladem modeluje si¢ przez wiasnofci
brzegn wycinka i sposobem wyZej opisanym mozna wyznaczy¢ te wlasnosci.



OPTYMALNA KOREKCJA UKLADU DYNAMICZNEGO 265

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. M. ATHANS, The matrix minimum principle, Information and Control, 11, 1968,
2. W.J. VETTER, Matrix calculus operations and Taylor expansions, SIAM Review, 15, 2, 1973,

PesomMe
ONTUMATTBHAA KOPPEKITUA JUHAMHYECKOMW CHCTEMBI

VpasneHHs NPelCTABIAIOT MHHAMEYECKHH TpoLece NpAGMDKeHO. EOTH EMesTes MaMepeHHbI
Iponece, TOTAA MOMKHO MCIPaBAYh X03(DOUNHEHTE YPaBHEHAH Tak, YTofbl ONECANELIH MpOIECC
G511 GymEsxmit maMepenHoMy. B paboTe onmcana 5T0r0 poJa XOPDEXIMA [Ji Opollecca TIPefCTaR-
HEHHOrO MATPAYHEEIM ypawmeEmeM. KOppekiEA 5Fa sIBHACICH ONTHMAILHOM O COTHOINCHHIO K
YRA3ATOIF0 TOYHOCTH xoppexnuy, Koppexims ommcama g coobGIAHOT0 HBHKEHHS CHCTEME], BH-
HY)XXIEHHO TAPDMOHHYECKOTO NBAKCHUS M CHCTCMLI B CTATEYECKOM COCTOSHEH,

SUMMARY
OPTIMAL CORRECTION OF A DYNAMIC SYSTEM

Equations describe a dynamic process approximately, However the coefficients of equations can
be changed in such a way, that the computed process will be closer fo the measured process. In the
paper that correction for a process described by & matrix equation is presented. This correction is
optimal with respect to the accuracy index and refers to the free motion, forced harmonic motion
and static analysis.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 7 lutego 1977 r.





