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DRGANIA SKRETNE PRETOW CIENKOSCIENNYCH
O BISYMETRYCZNYCH PRZEKROJACH OTWARTYCH

4

CZESELAW SZY M C Z A K (GDANSK)

W pracy wyprowadzono macierz mas dla preta cienkodciennego o bisymetryczaym przekroju

.. otwartym. Wykorzystujac macierz geometryczng ustalona w poprzedniej pracy autora [4], bada sie

problem drgan skretnych przy uwzglednieniu stalej sily osiowe]j. Podano przyklad liczbowy, w ktoérym
za pomocg dynamicznego kryterium statecznosdci wyznaczono sile krytyczng swobodnie podpartego
dwuteownika o zoiiennej skokowo szerckosci polek. Stwierdzono, e sita ta moze byé mniejsza od
sily krytycznej dwuteownika o stalej, minimalnej szerokodci polek.

1. WsTEP

Drgania skretne pretéw cienkofciennych o przekrojach otwartych byly juz
przedmiotem szeregu prac. PoniZej nawigzuje sig wylacznie do opracowan [I, 21 3].
O ile praca [1] dotyczy tylko przekrojow stalych, to w pracy [2] przedstawiono
rozwigzanie tego problemn dla dwuteownika o zmiennym, bisymetrycznym prze-
kroju otwartym. Podstawg rozwiazania stanowito wyprowadzone réwnanie ré#nicz-
kowe o zmiennych wspélezynnikach, ktére rozwigzano metoda réznic skoniczonych.
Dalszym uogélnieniem jest praca [3], w ktdrej za pomocy typowej procedury
elementéw skonczonych przedstawiono rozwiazanie zagadnienia dla dowolnych
przekrojow otwartych. W pracach [2 1 3] nie rozwazano jednak wplywu sily osiowe;j.

Celem niniejszego opracowania jest uwzglednienie wplywu sity osiowej na drgania
skretne pretdw o skokowo-zmiennych przekrojach bisymetrycznych, W tym celu
wyprowadzono macierz mas, ktéra w polaczeniu z poprzednio podang w pracy [4]
mnacierza geomeiryczng umozliwia wyzej wspomniang analize.

Pracg zakoiiczono badaniem dokladnosci otrzymanego rozwiazania oraz przy-
ktadem liczbowym dotyczacym wplywu sily osiowe] na czestos¢ drgafd wilasnych
dwuteownika o zmiennej skokowo szerokoéci pdtek.

2. ROWNANIA PODSTAWOWE ZAGADNIENIA

Rownania rézniczkowe ruchu spreiystege ukladu pretowego o skoriczonej
liczbie stopni swobody, przy uwzglednieniu dzialania sit osiowych, mozna napisaé
w hastepujacej postaci macierzowej [5]:

2.1) MU+ (K, +Kg) U=F,
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gdzie M jest globalna macierzgq mas ukladu, K, jest globalng macierza sztywnosci,
a Kg globalng macierzag geometryczna. Elementami wektora przemieszezen U sa
skladowe przemieszczen wybranych przekrojéw ukladu pretowego, a elementami
wektora sit F skladowe sit odpowiadajacych elementom wektora U. Réwnanie
(2.1) opisuje ruch ukiadu przy pominigeiu thumienia.

W niniejszej pracy rozpatrzono jedynie drgania whasne, przyjmujac F=0 oraz
zakladajac, Ze przemieszczenia maja postaé harmoniczng

(2.2) U=Qe'ont,

gdzie Q jest wektorem amplitud przemieszczen U, , czestofcia drgan, a ¢ Jest
czasem, ’ '

Po wstawieniu funkcji (2.2) do réwnania (2.1) otrzymuje si¢ uktad algebraicznych
rownan jednorodnych

.23 [—wp M+ (K, +Ke)]Q=0,

ktory wykorzystuje si¢ do obliczenia czestoéci drgati wlasnych w,. Poniewaz sposéb
tworzenia globalnych macierzy M, K, K; dla calego ukladu jest znany (ap. [5]),
zajmiemy si¢ jedynie wyznaczeniem odpowiadajacych im macierzy m, k;, k; dla
pojedynczego elementu ik (rys. 1).

W przypadka drgan skretnych pretéw cienkosciennych wektor amplitud ¢ dla
elementu ik obieramy podobnie jak w pracy {4] w postaci

(2.4) , a'={6::6,1;0,.0.1},

gdzie 6, 0, sa katami skrecenia odpowiednio przekrojéw i, k, natomiast 3; , 8 po-
chodnymi katéw skrecenia tych przekrojéw wzgledem zmiennej z. Dlugosé elementu
ik oznaczono przez I. Ponjewaz dla tak przyjetego wektora ¢ macierz sztywnosci
elementu k, oraz macierz geometryczna kg wyznaczono w pracy [4], przeto pozo-
staje do wyznaczenia jedynic macierz mas elementu m.

3. MACIERZ MAS

Wektor przemieszczenn dowolnego punktu przekroju poprzecznego okreslonego
przez wspodrzedne x, y, z (rys. 1) mozna wyrazié poprzez kat skrecenia przekroju

0(z) [1]:

Uy i
(3.1) u=tfud=1 % 16()=Do(),
. t, ———
. dz

gdzic @ oznacza pole powierzchni wycinkowej. Kat skrecenia 6 (z) wyznaczono
z réwnania rézniczkowego skrecania skrepowanego [1],
de d2e

g TR =0,

3.2)
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Rys. 1.

GJ,
gdzie k=]/ E_}d oznacza wspolczynnik zanikania, GJ; sztywnodé skrecania

St. Venanta, a EJ,, sztywnos§é skrecania skrepowanego. Rozwiazanie réwnania 3.2
spelniajacego nastgpujace warunki brzegowe na obu koficach elementu ik:

8=6,, 0'=0, dlaz=0,
0=6,, 6 =6, dlaz=I,
moZna przedstawi¢ w postaci ‘
(3.3) . 8(z)=97Cq,

gdzie @7 ={cosh kz; sinh kz; kz; !} oraz gdzie C jest macierza kwadratowa 4x4
wspdlczynnikéw zaleznych od k i /. Wstawiajac (3.3) do réwnania (3.1) otrzymano

(3.4 ' u=D®T Cq=aq,
gdzie przez a=D®” C oznaczono macierz prostokatng 3 x 4. Zgodnie z {5] macierz
mas mozna otrzymacé po wykonaniu nastcpujacego calkowania:

(3.5 m=ffparadsz )
04

gdzie 4 oznacza pole przekroju poprzecznego preta, a p mase wiasciwa.

Przy zalozenin materiatu jednorodnego otrzymana w ten sposob macierz mas
ma postaé

by bia b3 bia
Plo {7 77 i b —b b
3.6 m=-"= v P22 14 |
G6) k4* SYM@TR P by —by2 ’
a7 L b

gdzie“IO oznacza moment biegunowy przekroju wzgledem poczatku ukiadu x, y, z
(rys. 1) oraz 4=2(1—coshrx)+xsishre i x=klL
Wzory na wspotczynniki by, (i, k=1, 2, 3, 4) maja nastgpujaca postac:
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1 -
b, =(coshkx—1) {5 sinh x —rc (4 +cosh 1) —x? sinhx+§~K3 x

I,
x (1 +cosh fc)+—I—- kZ]—pgsinhr+x (24+cosh fc)}} ,
]

1
by, = Py {2 {coshx—1) [—3 sinh e+ 3rc (1 +2 cosh )] —
1
—x2sinhx (445 cosh s} + 3 k3 [542cosh (1 +cosh )]+
. Iw ’
+ A k*[2(cosh k—1) [sinh x—x (1 +2 cosh k)] +
0

+ 2 sinh 7 (2 +cosh ) — x3]} .

1 .
b= > {7 sinh x (cosh k. — 1)—x (coshx — 1} (4 cosh e+ 5) +

2

i w K
+—x?sinhx (2coshx+1)——— —— (! —coshx) =
3.7) 3 I, x

«[4 (1 — cosh x)+x sinh x +rc2]} .

b s={coshix—1) {— Ssinh o+ (243 cosh k) —x? sinhx +

1 L.
+ r3 i*(coshrx+ 1)+ A k% [3sinh x—x (2 +cosh K‘)]} ,
) /

| .
by,= ™ {8 {cosh i —1)* — S sinh k {(cosh x— 1) +
b

+#* (2 cosh i+ 1) (coshx —1)— 3 1% sinh x (2+cosh )+

Iﬂl .
+Tk2 (cosh x-- 1) [4 (1 —cosh )+ smhx+fc2]} ,

(1] . .
bye= 7 {6 sitth % (cosh x — 1) — 2k (cosh k— 1) (T+ 2 cosh x) +

1
+x2 sinh 5 (7+2 cosh ) — 3 x> [1 +-cosh k(7 + cosh )]+
1,
+—I— k*[—2sinh x(coshx— 1)+ 6 (cosh g —1)—
1]

3 2 sinh x+ %3 cosh x]} .
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Ze wzgledu na skomplikowana postaé tych wspdlczynnikéw rozpatrzono uproszezony
wariant macierzy mas m, otrzymany po rozwinieciu funkcii hiperbolicznych w szeregi
potegowe i pozostawieniu tylko zerowych poteg k:

: E-|-‘I 2u i'"-I-Olﬂ i-—l 2p -——1—3—+0 l,ui
35 ’ 210 ’ 70 ’ 420 ’
""""""""" 1 2 13 31
105 154 w0 SN T T30 H
(38) m,=plyl sy 1 o ,
Map, 1wt T 0l
fqg : 12
i ERTRRTES
. Ia’
gdzie ;L=W.

Mozna wykazaé, ze w ten sposdb otrzymana macierz m, odpowiada przyjeciu
zamiast Scistego rozwigzania réwnania rézniczkowego (3.2) — przyblizenia w po-
staci wielomianu stopnia trzeciego wzgledem z. Odpowiadajgce takiemu przyblizeniu
macierze ky, i kg, podano takze w pracy [4].

4. PRZYKLADY LICZBOWE

W celu okredlenia dokladnoéci obliczenia czestosct drgan wlasnych skretnych
za pomocg wWyprowadzone] macierzy sztywnosci — obliczono je dla swobodnie
podpartego dwuteownika (rys. 2). Czgstosci drgat wlasnych obliczono na podstawie
ukladu réwnan (2.3) za pomocg komputera Odra 1204. Wykorzystano przy tym
symetrig ukladu, ograniczajac si¢ do obliczenia dwdch najniZszych czestosci drgan

CA-A o t2=n Al
- EA
; # ; i E=24-10"Tm 2
S L4l i i p=8002.10"Ts i ?
20 £ 1A
j20e) B {=400cm -
et 1
Rys. 2.

o postaciach symetrycznych. Wyniki obliczert dla podziatu polowy preta na kolejno
1,2,4, i 6 elementdw podano w tablicy 1, pordwnujac je ze Scistymi wartoéciami
czgstodci obliczonych na podstawie pracy [1]. Nastgpnie na tym samym przykladzie
swoboednie podpartego dwuteownika (rys. 2) poféwnano dwie pierwsze czestodci
drgati o postaciach symeirycznych obliczone na podstawie macierzy m i k, z warto-
$clami otrzymanymi przy wykorzystaniu macierzy przyblizonych m, i k;,. Wyniki
podano w tablicy 2.
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Tablica 1. Czestos¢ drgan wlasnych

1lo4¢ elementow 1 2 4 [
Pierwsza czgstosé 2469 208,2 207,2 207,1
o4 g1 .
Scista warto§é 207,1
(62} g1
Blad % 19,2 0,5 0,05 0,000
Druga czestoéé | — 1760 1428 1406
Wy s—1
Scista wartosé ) 1400
[ral} st
Blad % — 26 | 2,0 | 0,4

Tablica 2. Czqstoééi drgan wiasnych

o6 Macierz m, k. Macierz m,, k"",ki Wartodci $ciste
elementow| s~ | g 8~ wy st ! @y 8™tk I wy st loN g1
2 | 2082 | 1760 | 2075 | 1710
T4 2072 1428 | 207,12 | 1423 207,1 1400
6 207,1 1406 | 207,00 | 1405

Ostatni przyktad dotyczy wplywu sily osiowej na czgsto§¢ skretnych drgan
whasnych swobodnie podpartego dwuteownika o skokowo zmiennej szerokosci
pStek (rys. 3). Rozwazono tylko sily fciskajace, wykorzystujac symetrie ukiadu.
Obliczenia przeprowadzono przy podziale potowy ukladu na dwa elementy, co,
jak wynika z poprzednio podanych przykladéw, daje dostatecznie dokladne roz-
wigzania. Wyniki przedstawiono na rys. 3. PoniewaZ pierwsza czgstos¢ skretnych

}
; Ql‘[ YA
40‘_ } /239-1 200
-
= 162 .~
. 1 -
A-A A _r A 8 //’
-~ 3 ~
o -+ 1 100,”
&~ ~n--1 20_‘ ‘Q y i
i il
ZGHD}cm 40__ I/
o
LSy 7/ -
-261,8  -200 -100 PT
p {$ciskanie)

© Rys. 3.
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drgan wlasnych dla sily osiowej P==261,8 T zbliza si¢ do zera, przeto na podstawie
dynamicznego kryterium utraty statecznosci jest to najnizsza sita krytyczna wybo-
czenia skrgtnego. Naleiy przy tym zauwazy¢, e jest to sita nizsza, niz sily krytyczne
dla dwuteownikow o stalych extremalnych szerokesciach pokek, ktdre wynosza odpo-
wiednio 334,3 T dla minimalnej szerokoéci i 854 T dia maksymalnej szerokosei
pofek [4 i 6].

5. UWAGI KONCOWE

Przedstawione przyklady liczbowe wykazuja dobra zbieznoéé obliczonych czestosci
skretnych drgan wiasnych (na podstawie wyprowadzonej macierzy mas) do wartosci
§cistych. Dokladniejsze wyniki otrzymano przy tym stosujac uproszczonie macierze,
oparte na aproksymacji kata skrecenia 6 () parabola stopnia trzeciego, Wiaze sie
to, podobnie jak w pracy [4], ze zwigkszeniem wartoici wszystkich elementéw
uproszczone] macierzy mas w stosunku do macierzy «doldadnej», a tym samym
zwigkszenia energil kinetyczne] odpowiadajacej podstawowej postaci drgaf.

W ilorazie Rayleigha

e QEAE)Q
n o QMQ

zwigksza sie w ten sposdb mianownik w duzo wickszym stopniu niz licznilk, co pro-
wadzi ostatecznie do mnigjszych, a tym samym dokiadniejszych wartodci czestosci
drgan wlasnych. W pracy ograniczono sig jedynie do przykiadu obliczed skretnych
drgan wlasnych, podczas gdy podany macierzowy sposéb obliczest umozliwia takze
analizg drgan wymuszonych. Ponadto na przyktadzie dwuteownika o zmiennej
skokowo szerokoéci polek przedstawionego na rys. 3 potwierdzono mozliwosé wyste-
powania sity krytycznej wyboczenia skretnego nizszej, niz sily krytyczne dwuteowni-
kow o stalych ekstremalnych szerokodciach pdtek. Ten ostatni fakt stanowi potwier-
dzenie mozliwodcl wykraczania sily krytycznej dla zmiennego przekroju poza przedziat
ograniczony silami krytycznymi pretéw o ekstremalnych przekrojach. Nalezy
Jjeszeze raz zwrdcié uwage, ze taka mozliwosé zostata wskazana wezeSniej w pracy
[6], w ktdrej uzyskano site krytyczna dla przekroju zmiennego wicksza niz wartosé
takiej sity dila pre¢ta o stalym maksymalnym przekroju.
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Pezome

KPYTHIILHBLIE KOMERAHI TOHKOCTEHHEBIX CTEPHEHN C BHICUMMETPIYHBIM
OTKPBITEIM CEYEHWEM

TIpeperabrer DEIBON MATPHANE MACC TOHKOCTEHHOTO CTEPIKHA ¢ OHCHMMETPETHEIM, OTKPBITEIM
npodunes, TIpe TOMOIE 5T MATPHIEI MACC, 4 TAKKe MATPHIB! KECTROCTH H IeOMETPHYCCKOR
MaTPHIIE!, BEIBON, KOTOPHIX NPeNCTABASH B mochenHel paGore apropa [4], MoxHo pemaTh 3a/d9d
MAMEKH TOHKOCTCHHEIX CTepiHed ¢ noMombio DBM. B wrcrermoM OpHMepe ONpeHeessl $ac-
TOTH EPYTEABHGIX COGCTBEHHEIX KoNeOanwit NEHNTPANbHO-GOKATOTO OBYTaBPA CO CTYICHYHTO IIe-
PEMCHHBIME HORKAME, JIOKa3aHO0, ¥TO KPATHMECKAS CAME ABYTABDA C ICPEMCHARIM CEYeHUEM ONpe-
HeHCHHAA ¢ TOMOINBIO AHHAMMEYECKOTO KPRTePHA YCTOWMABOCTA MOXeT GBITh MEHBINE, 9eM KPHTH~
YECKAs CHIA ABYTABPA C HOOCTOAWHLEIM MHHAMANTHEEIM CoYCHHCM.

SUMMARY

TORSIONAL VIBRATIONS OF THiNuWALLED BARS WITH BISYMMETRIC OPEN
CROSS-SECTION

The mass matrix for thin-walled bars with bisymmetric open cross-section is derived. This
matrix together with the elastic stiffness and the geometrical stiffness matrices, derived in Author’s
earlier work [4], enables the computer aided dynamic analysis of thin-waled bars, Numerical exam-
ples given contain the calculation of frequencies of the compressed I-column with a stepwise variabi-
lity of width of its Hanges. Tt has been shown that the value of the critical force of column with
variable cross-section obtained by means of the dynamic stability criterion may be less than the
value of this force for a constant minimum cross-section.
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