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NOWA METODA DOBORU ZASTEPCZEGO PRZEKROJU
WIELOPUNKTOWEGQO W ANALIZIE SPREZYSTO-PLASTYCZNEGO
ZGINANIA

JACEK KRUZELECKI! i WIEBSEAW K RZ Y § (KRAKOW)

W pracy podano metode doboru zastepczego przekroju wielopunktowego w zastosowaniu do
zagadniefi zginania sprezysto-plastycanego. Ma podstawie zaproponowanego przekroju zastepezego,
zwigzek M (x) opisany jest rownaniami odeinkowo-liniowymi M (x.)} tworzacymi wielobok opisany
na zaieznosci Scistej, Okredlono blgdy krzywizny dic i momentu M oraz podano sposoby ich mini-
malizacji. Podano rowniez przyklad obrazujacy dokiadnosé zaproponowanej metody.

1. Wsrep

Zagadnienie sprezysto-plastycznego zginania belek tezy juz kilkadziesigt lat,
nastrecza jednak nadal wiele trudnofci obliczeniowych zwigzanych ze skomplikowana
postacia, w jakiej wystepuje przekrdj w réwnaniu rézniczkowym linii ugiecia. Tylko
w nielicznych przypadkach téwnanie to daje sig efektywnie scatkowac [2, 7 i 8];
nie podano np. jak dotad efektywnych rozwigzad dla belki o przekroju kotowym,

Dla uniezaleznienia si¢ od ksztahtu przekroju wprowadza sig przekroje zastepcze,
najczefciej «punktowe» z kidrych najprostszym jest dwupunktowy teoretyczny
dwuteownik. Stosuja go m.in. P.P. Burasrp [I} dla niejednorodnic obcigzonej
tarczy oraz M. Zvczkowsk: [9] i F. Hurt [3] przy zagadnieniach wyboczenia
pelzajacego.

Sprecyzowanie zasady doboru przekrojéw wielopunktowych dla belek o przekro-

. jach symetrycznych wzgledem prostej prostopadlej do plaszczyny zginania znaj-
dujemy w pracach J. Orkisza [5 i 6]. Polega ona na zastapieniu przekroju rzeczy-
wistego systemem pdl skupionych, ktdérych wielkosci i polozenia okresla sie z row-
nofci momentéw geometrycznych pofdwek przekrojéw rzeczywistego i zastepezego,
poczawszy od momentu zerowego stopnia. Zewngtrzne pola skupione umieszoza sig
ponadto w skrajnie oddalonych od osi symetrii punktach przekroju rzeczywistego.
W metodzie tej otrzymuje si¢ nastepujace efekty: 1) zgodnosé pdl obu prezekrojéw
wynikajacg z réwnoéci momentdéw zerowych, zapewniajacg réwnowartoéé obu prze-
krojow ze wzgledu na rozciaganie; 2) zgodno$é noénosei granicznej (plastycznej)
dia belek z materiatu idealnie sprezysto-plastycznego, wynikajaca z réwnosci mo-
mentéw pierwszego stopnia (momentéw statycznych); 3) zgodnos§é krzywizn W za-
kresie liniowo-sprezystym, wynikajaca z réwnofci momentéw drugiego stopnia
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(momentéw bezwladnodci); 4) zgodno§¢ nosnosci sprezystej uwarunkowang row-
noéciag momentéw bezwladnosci i odlegtosciami wiékien skrajnych.

Spetnienie powyZszych czterech warnnkéw zgodno$ci wymaga stosowania co naj-
mniej czteropunktowych przekrojow zastgpezych, przy okreslaniu ktdérych dysponuje-
my trzema wolnymi parametrami (dla potowy przekroju): dwoma polamiijedna odle-
gloscia pola od osi symetrii (druga odlegto$¢ réwna jest wysokosci przekroju rze-
czywistego). W przypadku przekrojoéw zastgpezych o wigkszej liczbie pél skupionych
dysponujemy dalszymi wolnymi parametrami, kt6re okresla sig z réwnosci momentéw
wyzszego rzedu. Odwzorownjg one wierniej przekrdj rzeczywisty w zagadnieniach,
w ktérych interweniuje rozmieszczenie pola wzgledem osi symetrii, a wige takze
w analizie linii ugiecia, prowadzac w granicy do pelnej zgodnogei z wynikami otrzy-
manymi dla rzeczywistego przekroju. Nalezy jednak zauwazyé, Ze zgodnie z wyjscto-
wa koncepcja metody, przekrdj zastgpezy ma budowg dyskretna, w konsekwencji
czego dla poszczegdlnych przedziatéw wartofci momentu zginajacego otrzymuje sig
rézne zwiazki pomigdzy momentem i krzywizng. W przypadku tym analiza linii
ugiecia belki wymaga operowania przedzialami zaleZnymi od wartoci moimentu
zginajagcego. Przy zwickszaniu liczby pdl skupionych rosnie liczba przedziatow,
co zwicksza odpowiednio ilo$¢ operacji numerycznych. Czgsto interesujg nas roz-
wigzania przyblizone, eksponujace jakosciowa strong zjawiska i otrzymywane przy
zastosowaniu oszezednych procedur numerycznych. Rozwigzanie takie otrzymujemy
poshuguijac sie przekrojami zastepezymi o niewielkiej liczbie pdl skupionych, Cheemy
ponadto znaé relacje migdzy rozwigzaniem $cistym i przyblizonym, w szczegdlnoéci
wiedzied, w jaki sposéb otrzymane rozwigzanie przybliza rzeczywistodé: z nadmia-
rem czy niedomiarem. Metoda J. Orkisza nie daje tej informacji odnoénie krzywizny
belki.

W proponowanej metodzie zastgpezy przekrdj bedzie tak dobierany, aby zwiazek
mi¢dzy momentem zginajagcym 1 krzywizng byl w okredlonych punktach Scisty,
i azeby poza tymi punktami krzywizna okreslona byla z niedomiarem.

2. PROPONOWANA METODA DOBORU PRZEKROIU ZASTEPCZEGO

Metoda dotyczy belek o przekrojach symetrycznych wigledem prostej prosto-
padlej do plaszczyn zginania, wykonanych z materialu idealnie sprezysto-plastycz-
nego oraz z materialu z pojedynczym wzmocnieniem liniowym. Proponowana jest
do analizy linii ugigcia belek zginanych w zakresie spreZysto-plastycznym.

Korzystajac z symetrii przeprowadzamy operacje na polowie przekroju. Przekroj
dzielimy dowolnie na n czgici prostymi réwnolegtymi do osi symetrii (rys. la) i
przyporzadkowujemy kazdej z nich odpowiednie pole F; skupione w odleglosci z;,
J=1,2, ..., n, od osi symetrii (rys. 1b), Wartosci p6l F; i ich wspdlrzedne z, okreslamy
dla kazdej czeSci oddzielnie z réwnodci momentéw statycznych S; 1 momentdw
bezwladnosci J;;

iy
(2'1) Sj= f ZdF=Fj ZJ,

LIE
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Ze wzordw (2.1) 1 (2.2) wynika réwnos¢ moment6éw statycznych poléwek przekroju
1 réwnoéé momentéw bezwladnoéei,

(2-4), . Sy=2 F;zy, _Jy__=2 F; zjz!
’ j=1 : i=1

w konsekwencji, podobnie jak w metodzie J, Orkisza, otrzymujemy tg sama wartoéé
nos$noéci granicznej obu przekrojow: rzeczywistego i zastgpczego oraz te sama zalez-
no$t ‘migdzy krzywizna 1 momentem zginajacym w zakresie liniowo-sprezystym.
Roznia si¢ natomiast pola przekrojow 1 wskazniki zginania (wspélrzedna z, skrajnego
pola skupionego F; jest mniejsza od wspolrzednej skrajnego punktu przekroju
rzeczywistego). Obliczenie tych nieistotnych w analizie linii ugiecia wielkosci nie wy-
maga wprowadzenia zastgpezych przekrojéw i moze byé wykonane wprost w nawia-
zaniu do przekrojéw rzeczywistych; przy konsekwentnym postugiwaniu si¢ prze-
krojem zastgpczym nalezy wprowadzié odpowiednie wspdtezynniki korekeyjne:
dla pola przekreju '

(2.5) ve=F[ M'F,  F=F, pg;
J=1
dla wskaznika zginania
, 2

(2.6) C PwEg Wo=Wa 0w,
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Najbardziej interesujaca w rozpatrywanym zagadnienin jest zaleznoéé miedzy
momentem zginajaeym i krzywizng belki o przekroju zastgpezym oraz relacja tego
wzorn do wzoru Scistego dla belki o przekroju rzeczywistym. Dla zginania w zakresie
sprezystym, w przypadku materiatu fizykalnie liniowego jest to zaleznos¢ Scista, co,
jak wspomniano, wynika z réwnofci momentéw bezwiadnosci obu przekrojow.
Rozwazmy z kolei te zalezno$¢ dla zginania w zakresie sprezysto-plastycznym,
rozpatrujac w pierwszej kolejnosci materiat idealnie sprezysto-plastyczny, nastgpnie
material sprezysto-plastyczny z jednokrotnym wzmocnieniem liniowym.

Wynikajace z warunku réwnowagi wyrazenie na moment zginajacy

2.7 - M= [ ozdF
przyjmuje dla materiatu idealnie spr@zysto plastycznego (rys. 1) i przekroju syme-
{rycznego znang postac

Zg iy
(2.8) M=2Ec [ 2 dF+20, [ zdF, dF=bdz,
o Zy
przy czym miedzy krzywizna belki « i wspdtrzedng z, rozgraniczajaca strefy sprezysta
i plastyczna zachodzi zwigzek
Tp

(2.9) K= B

Zgodnie z przyjeta koncepcja redukeji otrzymujemy na podstawie (2.8) w prze-
dziale z <z, <z, dla zastgpezego przekroju punktowepgo

" k-1
(2.10) ' M=2Ex,,211+2502 S,
fo=k J=1

Do tej samej postaci sprowadza si¢ wzor (2.8) dla belki o przekroju rzeczywistym,
gdy z,=h,. Wowczas

\ Ty
.10 = Z J,—}-Zaoz S,

dla tej wartodci momentu belka o przekm}u zastepczym pos1ada tak¢ sama krzywmng
jak belka o przekroju rzeczywistym.

" Skrajne warto$ci zastepczych krzywizn x, i momentéw zginajacych, dla ktérych
spelniona jest liniowa zalezno$¢ (2.10) otrzymujeniy po podstawieniu do (2.9) z, =z,
OTAZ Z,=Z;_y. ‘

- o6
212) xz(zg=zk):E—%, :cz(z,,:zk_l):——,

(2.13)

Mz, =z i)=2 Zjﬁzooz s).
Zp-1

J=1
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Poniewa# Jifz, =5, przeto mozna np. pierwsze z réwnat (2.13) napisaé w formie

(2.14) M (z,=2)= 2 Z Jj+2002 s;,

F=k+1

co wskaznje, ze koncowy punkt funkcji M (x,) w przedziale z,<z,< z,_, jest poczat-
kowym dia tej funkcji w sasiednim przedziale z,,.,<z,<z,.

Dla z,=z, mamy x,=0,/Ez,, M=20,5,; natomiast dla z,</z, olrzymujemy
K< 0ofEzy, M =20y, 5,=const.

Pelny wykres funkcji M (x,) jest wielobokiem pokazanym przykiadowo dla
pola szesciopunktowego (n=3) na rys. 2. Przedziat (1) odpowiada pracy sprezystej
calego zastgpczego przekroju, przedzialy (2) i (3) — pracy sprezysto-plastycznej
przy kolejnym wchodzeniu pdl F, i F, w zakres plastyczny, przedZIal {4) - pracy
w zakresie plastycznym calego przekroju zastepezego.

35;?«;1) ;z—(;z) 3ez(23)

Rys. 2.

Uwzgledniajac zaleznoéé (2.9) mozemy rownanie (2.8), obowiaznjace dla beiki
0 przekroju . rzeczywistym, przeksztalcié do postaci

z fr
]. q .1
©.15) ‘ M=200(z— f 22 dF + j zdF),
b aq . .
0 2

z ktorej obliczamy
h

2.16 ™, ( ! ! 22 dF+ i l'dF)
@16 T zgof zgdf dzgj-.-z :

Zg

Podstawiajac dF=bdz (rys. 1) otrzymujemy
1 1

=2a, m—_-j 2drt o b=t
Zﬂ'

]

M
dz,
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Zg

(2.17) aM 20,
fz’- dr.

[ed.1 =T

dz,

q

Stad po uwzglgdnieniu (2.9)

aM e
2.18) — =2Ele aF
[¢]
Qraz
aM ty
(2.19) [WL% =2E% 7.
F=

Wida¢, 7e krzywa M =M (x) dla belki o przekroju rzeczywistym jest styczna do
prostej bedacej przyblizonym wykresem funkeji M (x,) w punkcie wspélnym, tj.
dla z,=h,.
Druga pochodng momentu wzgledem x obliczamy korzystajac z (2.18):
amM d ( dM ) dz, )
(2.20) = ol

ey dr? dz,

stad po stosownych podstawicniach otrzymujemy

991 &M  2E*b P
(. ) dkz B (1)) zg< )

Krzywa M =M (x) dla zginania sprezysto-plastycznego belki o przekroju rzeczy-
wistym wygicta jest wypuklodcia ku wzrastajacym wartosciom momentu zginajacego,
wobec czego funkcja przyblizona M (x,) okregla warto§é M () z nadmiarem (w sensie
wartoéei bezwzglednych).

Na rys. 3 pokazano pogladowo wykres odcinkowo-liniowy funkecji M (x;) dla
przekroju zasigpezego oraz krzywa dla przekroju rzeczywistego. Jest ona obwiednia

Mh
M{Zg=23) ————————— —
Mlzg=hg)~———— |
M(Zg=zz) - , J' 981=x(2g=h1)
I 4 ’ iy=12ez {2g=24)
Mizg ‘._,32) o | ; atg=itz(zg=hy)
M=26y Zr : I | l Hy= 2z (zg=Zz)
M=2s, %ﬁ - [ J | as=90z (Zg=h;)
1 ﬁ i { ; 1 xp=27(zg=23)
|
b |
L] | !

Y |
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rodziny prostych M (). Na rysunku zaznaczomo réwniez punkty zgodnosci obu
funkcji.

W przypadku materialu sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem liniowym
mamy

(2.22) o=A+Be,
i przy zatozeniu plaskosci przekroju
(2.23) E=KZ.

W tym przypadku réwnanie (2.7) przyjmuje postaé

(2.24) M=2Ex f 2 dF+2(A f 2P+ B i 22 dF).
o ! z;,

Zg

Dla zastgpczego przekroju punktowego otrzymujemy

(2.25) M=2(E 2 J,—+B§1 JJ.) +24 SSJ,,
i=kK Jj=1 i=1
zkszg‘gzk—l .

Dla z,=h, z (2.24) i (2.25) wynika taka sama warto$¢ krzywizny .

!
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2] 3
Rys. 4.
Na granicy stref {rys.4)
(2.26) A+ Bey=Fzg,
skad
52 4 AE
(2.27) EO*E_Ba UO_E—_E-
oraz
o, B

(2.28) E=—
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Ponadio z prawa fizycznego mamy

(2.29) oo =A-+Brz,,
stagd
gg—A A
(2:30) z=—"

Bk (E-B)x "~
Podstawiajac (2.28) i (2.30) do (2.24) otrzymujemy

O‘Q iy A By ity
(2.31) M=2 —fz2dﬁ—~ fzz dF+ A f 2dF),
Zg g Zg
Zy ZQ
‘ dM 2 hy Iy
2.32) —=4 f 2* dF— o, f 22 dF ),
a LA 0
a po uwzglednieniu (2.30)
3 amr_ 28 ¥ 2 dF s dF
(2.33) W—UO_A(UOIZ ‘—Afz )
Q Zg
Skad po przeksztalcenin
dM Zg Ity
@.34) ——=2(E f 2 dF+B f 2* dF).
0 2y '

Wida¢, ze dla z,=/h;

5 35 [dM] [dM]
(. ) dx z,:nk"ﬂ dK,'z sz.z,s:!k_l-

Druga pochodna momentu wzgledem krzywizny przy zastosowaniu formuly (2.20)
wynosi

a* M 2(E*—-B?
=— ( ) bzt <0.

239 dic? A v

Widac¢ zatem, Ze charakter aproksymacji funkcji M (x) wielobokiem M (ic;) w przy-
padku materiatu sprezysto-plastycznego z liniowym wzmocnieniem jest taki sam
jak dla materiatu idealnie sprezysto-plastycznego.

3. BLAD METODY

Blad metody ocenié mozemy rozwijajac w szereg Maclaurina funkcje M (x) w oto-
czeniu wspdlnego punktu obu wykresdw i poréwnujac wartoéci przyrostéw momen-
téw dla okrelonych przyrostéw krzywizny x. Na podstawie wyZej omdwionych
wlasnosci funkcji M (x,) stwierdzié mozna, #e jest ona pierwszym wyrazem rozwi-
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Rys. 5,

nigcia funkeji M (x) w otoczeniu punktu wspdlnego dla obu funkcji. Ograniczajac sie
w ocenie bigdu do pierwszego przyblizenia, ktéremu wobec powyiszego odpowiada
uwzglednienie dwoch pierwszych wyrazéw rozwinigcia funkeji 7 (x), dla przedzialu
7, S 2,52,_, otrzymujemy blad (rys. 5) o

3 (dr)*. &* M

3.1) M= = —o

rc(z‘,:h,‘)‘
Analogicznie blgd w okreslenin krzywizny wyraza si¢ wzorem

(MY drx
(3.2) b=

M (zy=1g) '
ktory przeksztalcamy do postaci

(AdMY: d&* M (dM)‘3
2 dx® \ dr

(3.3) or

) Kk {zy=1ly)
pozwalajacej bezpodrednio wykorzystaé obliczone wezeéniej wielkodci.

Na podstawie (2.21) dla materialu idealnie sprezysto-plastycznego w przedziale
€2, € 2,y otrzymujemy '

2

(3.4) M= B ( Ak
Jo
oraz
i b - . - 4 .
(3.5) Sie= ———— e (AM)?,

v 8o, E( D J;)°
J=n
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dla materialu za$§ sprezysto-plastycznego z lintowym wzmocnieniem

2(E*—B%)b

(3.6) OM =~ ki (A1)

oraz

~ bh*(E*—B?) ,
3.7 o= — : - (AM)2,

84 (E 3 J,+B 3 J,)?
=k i=1

Dokladniejsze obliczenie bledu przez uwzglednienie dalszych wyrazéw rozwinigeia
funkcji M (%) nie nastrecza trudnosci wobec proste] postaci pochodnej 42 M/dx?,

Najwigksze bezwzglednie bledy wystepuja w skrajnych punktach odcinka wykresu
M (i), np. dla k-tego odcinka w punktach odpowiadajgcych z,=2,_, 1 z,=z.
Np. dla z,=2z, przyrosty krzywizny i momentu wynosza:

Oy M—2z, -z, «
3.8 . A ] 26, Z‘ 7,
( ) . AK E Z hk > AM 20'0 Zx kk 4 K

dia materialu idealnie spreZysto-plasiycznego oraz

A4 -z 24 v hk'_zk
(3.9 A= F}_',T—? “i’l:Z’ AM= g (B Jj+EZ 2 b

351

dla materialu ze wzmocnieniem. Odpowiedn_je bledy wyndszq zatem:

- hk. 2
oM=0a, b{—) (h,—2z)",
Zk .

(3.10) c oo [ R\
g = — z— (=2
2 37,
i=k

dla materiatu ideainie sprezysto-plastycznego oraz
)

s—a ¥8 Ab( i )2 h—2,)?
- E B zk- ( !c_zk) 3

dr= — P

(.11 b4 (E+B) Ay )2
( (hk'—zk)
2(E~ B)(EZ JJ—I-BZ J;)

dla materiatu ze wzmocnieniem.
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4, ROWNANIA LINIT UGIECTA

Przy zatozeniu malych ugie¢ belki przeksztalcamy réwnanie M (k) w jawne
réwnanie linii ugigcia przez podstawienie (umowg co do znakéw krzywizny i momentu
przyjeto wedlug [4])

d*w

dx

@.1)

—K.

Postac §cistej funkeji M (k) w formie (2.8) dla materialu idealnfe sprezysto-
plastycznego oraz (2.24) dla materialu sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem k-
niowym, w kiérym x za poSrednictwem z, wystgpuje w granicach odpowiednich
calek, nastrecza powazne trudnoéei rachunkowe. Proste wzory (2.10) lub (2.25)

po podstawieniu (4.1) sa nieporéwnanie Iatwiejsze do calkowania. Moment okre-
~ $lony jest na ogdt jako funkcja zmiennej x; otrzymujemy wowczas réwnanie réZnicz-
kowe o zmiennych rozdzielonych.

Rozwigzujac réwnanie (2.10) lub (2.25) ze wzgledu na x i podstawiajac (4.1)
otrzymujemy dla przedziatu wartosci momentu zginajacego M (z,_ )< M< M (z,)
rownanie

d*w

“.2) 'W”:W:ak"'ﬁk M,

gdzie dla materiatu idealnic sprezysto-plastycznego

k—1
a, &7 |
(43) Otk:? T ﬁk: '_—:;———‘)
J, 2E S J,
F=k J=k

k-1
A DS,
! _ 1
(4.4) % =" =1’ Be=— n k=1 .
E}MJ+BY S, 2(E X J;+B Y S))
ik j=1 IZk j=1

Podzial belki na przedzialy wynika z odmiennych postaci funkcji M (x) dla
poszczegblnych odcinkéw belki oraz z réinych wartodei wspolezynnikow o, i S
zaleznych od wartodci momentu zginajacego. W przypadku belek statycznie wyzna-
czalnych, dla ktérych wartodci momentu zginajacego M (x) sa z géry okreSlone,
okre$lone sg rowniez definitywnie granice przedzialéw. Stale catkowania obliczamy
z warunkow geometrycznych na w i w' wystgpujacych na granicach przedzialdw
i w punktach podparcia. W przypadku belek statycznie niewyznaczalnych, nieroz-
dzielny ukiad niewiadomych obejmuje reakcje i state catkowania jak w zagadnieniach
sprezystych oraz dodatkowo polozenia {(odcigte x) granic przedzialéw wynikajace
z granicznych wartodci momentéw zginajacych. Do ich obliczenia dysponujemy,
Jjak w zagadnieniu spr¢zystym, warunkami réwnowagi i warunkami goemetrycznymi
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na wiw’, & ponadto dodatkowymi warunkami statycznymi na graniczne wartodci
momentdw zginajacych.

Omdéwione postgpowanie przy wyznaczaniu linii ugigeia wynika z konsekwent-
nego operowania zasigpcezym przekrojem punktowym. Jest ono dla takiego przekroju
$ciste, obarczone jest natomiast bledem w odniesieniu do przekroju rzeczywistego.
Blad ten wynika z przyblizonego charakteru wzorn (2.10) lub (2.25). Przechodzac
do innej interpretacji tych wzordw, mianowicie traktujac je nie jako wzory dla prze-
kroju zastepezego, lecz jako aproksymacje wzoréw scistych (2.8) lub (2.24), mozemy
doldadnos¢ aproksymacji zwickszyé przez uwzglednienie nastepnych wyrazow
rozwinigcia Sciste] funkeji M (x). Uwzglednienie drugiego wyrazu rozwiniecia funkcii
M (k) w otoczeniu punkiu wspdlnego sprowadza sie do dodania po prawej stronie
réwnania (4.2) wyrazenia {—Jk), okreélonego wzorem (3.3) dla materialu idealnic
sprezysto-plastycznego oraz wzorem (3.7) dia materialu ze wzmocnieniem lniowym.

Po podstawieniu

(4.5) CAM =M (x)— M (z,=h,),
czyli
. L] k-1
(4.6) AM =M (x)— 20, ( Ny N S_,—)
'8 34:;:/ é_’.i;

dla materialu idealnie sprezysto-plastycznego oraz

n k—1

1 - A Y
4.7 AM =M (xX)—24 [@;: B (E 2: J,+B 1:}; J,.) + Z Sj],

j=k Jj= J=

dla materialy ze wzmocnieniem liniowym, otrzymujemy w obu przypadkach réwnanie
linii vgiecia w postaci

(4.8) W= g+ By M () + ey M2 (X),

gdzie o, by, ¢, oznaczaja odpowiednie stale. )

Inny rodzaj aproksymacii $cistej funkcji M (k) mozna otrzymaéd przeprowadzajac
przez punkty M, x dia kolejnych z, =h, funkcje ciagla. Wéwezas nie zachodzi potrzeba
dzielenia belki na przedzialy wynikajace z granicznych wartosci momentu zginaja-
cego.

5. DOBOR WSPOLRZEDNYCH /i; DZIELACYCH PRZEKROS RZECZYWISTY

Wspdlrzedne /5, dzielace przekrdj rzeczywisty na odpowiednie elementy, nie sa
sztywno ustalone. Dowolno$é ta moze byé istotng zaleta proponowanej metody,
gdyz pozwala na stosowny dobér dokladnogci aproksymacji funkeji Scislej
M (x} w zaleznodci od sposobu pracy i spodziewanego zaawansowania stref plastycz-
nych zginanych belek. Przeprowadzenie ogélnej minimalizacji bledu krzywizny,
czy tez momentu, i z warunkdw tych wyznaczenie wieltkoséci k), nie jest latwe, a w pew-
nych przypadkach moze przynie§é nie najlepsze rezultaty.
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Dobér h; mozna przeprowadzi¢ stosujge minimalizacje etapows bledu. Polegaé
bedzie ona pa kolejnym zerowaniu maksymalnych bleddw krzywizny, czy tez mo-
mentu, iz warunkoéw tych okreélanie najlepszych wielkodci ;.

Jako pierwsza podana zostanie metoda doboru 4, oparta na zerowaniu maksy-
malnych bledéw krzywizny. :

Rozpatrujac zagadnienie zginania na gruncie teorii malych ugieé nalezy ogra-
niczy¢ maksymalna krzywizng obrang wielkodcia x,. Odpowiada to punktowi 4
(rys. 6a), kiéry mozna osiggnaé podezas zginania. Zakladajac, 2e w punkcie tym
wartodci krzywizn uzyskane z réwnania $cistego i przyblizonego majg byé takie
same, musimy przez punkt 4 przeprowadzi¢ stycznie odcinek aproksymacyjny M (x,).
Jest to rownoznaczne z dokonaniem podziatu przekroju rzeczywistego wspéirzedna
A, =0y/Ex, (rys. 6b). Dia tak podzielonego przekroju ze wzoru (2.3) obliczamy po-
lozenia z i z, pol skupionych. Na rys. 6a pokazano odeinkami I i II aproksymacje
uzyskang dzigki podzialowi przekroju rzeczywistego prosta o wspSirzednej hj.

M a
I
© O may iy e
’ A
it | b
T : ¢
|
o
* ’
P |
| l |
| [ i
| ! !
| } ‘
R
| E 1
#1 ath ¥y

Rys. 6.

Punkt B przecigeia odeinkéw T i IT odpowiada krzywiZnie ) =a,/Ez|, a popelniony
blgd dx’ okreslimy ze wzoru (3.10). Nastepny odcinek III styczny do krzywej M (i)
przeptowadzamy przez punkt C o wspdhizednej x) =x| —8x’, zerujac tym samym
maksymalny blad krzywizny. Odpowiada to nastgpnemu podzialowi przekroju
Tzeczywistego prosta o wspdhrzednej i, =ao/E (k) — 0x’) (rys. 6¢) 1 jest pierwszym
etapem minimalizacji blgdu. Powstale nowo wydzielone pola skupione maja wspdl-
rzedne z 1 z,. Punktom przeciccia si¢ odcinkéw 1, 111 oraz I, 11 odpowiadaja
ponownie bledy maksymaine (mniejsze od poprzednich), ktérych wielkosei obliczyé
mozns z rownania (3.10). Jezeli obliczone bledy beda mnieisze od zatozonych, po
odpowlednim przenumerowaniu pél skupionych oraz wspélrzednych, podziat prze-
kroju uwazamy za zakosiczony, W przeciwnym przypadku przeprowadzamy nastepny
ctap minimalizacji jednego lub obu bledéw, dzielac przekréj we zasady podane
powyzej.
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Podobna zasade etapowej minimalizacji moZna przyja¢ w stosunku do bledu
momentu. Pierwszy podzial przekroju rzeczywistego przeprowadzamy jak poprzed-
nio, tzn. prosta o wspdlrzednej 4,. Blad maksymalny momentu M’ powstaje
w punkcie przeciecia si¢ odcinkéw 11 II (rys. 7a) o wspélrzednej « (z). W celu
wyeliminowania blgdu maksymalnego JM’ naleiy przerpowadzi¢ przez punkt C
odcinek styczny 111 do krzywej M (k). Odpowiada to podzialowi przekroju rzeczy-
wistego linia o wspdlrzednej 4, =z, (rys. 7c) i jest pierwszym etapem minimalizacji
bledu. Punktom o wspdlrzednyeh « (z) i w (z,) przecigcia sig odcinkéw I, IIT oraz
‘11, 11 odpowiadaja nowe, zmniejszone bledy. Nastepne podziaty przekroju, o ile sg
konieczne, przeprowadzamy liniami o wspdtrzednych 4, =z i k. =z,. Innymi stowy,
przy przyjeciu zasady zerowania maksymalnego bledu momentu nowe linie po-
dziatu przechodzq przez uprzednio obliczone wspélrzgdne z,.

v a 1
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m
g/ !
g ; 3] c
s |
) : i z Z4 -
l |
| | W
I | A A
| i | [ -
| I | i = T A \\ N
HE ot
R ! B Wy
x(zy) 2(z1) 2(z3) g a* -5 -

Rys. 7.

Innym, nie opartym na minimalizacji bledu, sposobem podziatu przekroju
rzeczywistego na wielopunktowy jest przyigcie stalego przyrostu krzywizny migdzy
punktami wspolnymi krzywej M =M (x) i odcinkami M (x,). Poczawszy od punktu
K, =0o/Eh, z zalozonym przyrostem krzywizny 4, mozemy obliczyé wspolrzedne

J
h}': 172 =GD/E(KS+AK), hj:O'Q/E [sz-l‘AfC 2 (i‘—l)]
i=1

.

6. PRZYKLAD

Obliczenia przeprowadzono na przykiadzie belki swobodnie podpartej o diugosei
21 i przekroju prostokatnym b 2h obciazonej sitg P w érodku i wykonanej z materiaiu
idealnie sprezysto-plastycznego. Przyjeto nastgpujace dane wyjsciowe:
b=2cm , 03=2,1-10° kGfem?,
h=25cm, E=2,1.10° kG/fcm?,
I=100 cm, P =500 kG,
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Przekrdj prostokatny zamieniono na 6-cio punktowy, raz opierajac sie na zasadzie
zerowania maksymalnego bledu krzywizny i ponownie przy zastosowaniu Kryterium
zerowania maksymalnego bledu momentu. W obu przypadkach ograniczenie maksy-
malnej krzywizny wynosito «,=>56,/Fh, co odpowiada z,=/4/5. W przypadku pierw-
szym wielkosci charakteryzujgce przekrdj zastepczy wynosity:
F,=21757 ecm?, F,=17733 cm?, F,;=0,7762 cm2,
z;==2,0105 cm, 7z,=1,0349 cm, 2,=0,3333 cm,
h,=1,4224 cm, h;=0,5000 cm,
natomiast w drugim przypadku
F,=1,5919 ecm?, F,=22981 cm?,  F3;=0,7762 cm?,

z, =2,1345 cm, z,=1,2331 cm, z3=0,3333 cm ,
h,=1,7222 cin, h4=0,5000 cm.

Pi:zy tak przyjetych danych w przekroju najbardziej obcigzonym strefa plastyczna
nie przekroczyla wspolrzednej 2, ; tak wige zakres plastyczny mégt by¢ opisany jed-
nym rdéwnaniem rdzniczkowym. Jako miare dokladnodcd przyjgto ugiecie belkd
pod siig P, a obliczone na podstawie rozwigzania Scistego {4] wynosi f;=1,9992 cm.
Przypadek pierwszy doboru przekroju zastgpozego prowadzi do wyniku fp, =1,9687
cm, co stanowi 98,47 %/ rozwigzania §cistego, natomiast przypadek drugi fi,, =1,9644
cm stanowi 98,26% wyniku $cistego.
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Peziome

HOBBIT METOX OTBEOPA MHOIOTOYEYHOIO HPHBEﬂEﬁHOFO CEYEHWA K
AHATIIY VITPYTO-TNIACTHUYECKOT'O M3I'UBA

B pabGore mpmuperer MeTod 0T60pa MROTOTOUEHHOTO  NPMBGASHHOIO CedeHEA i HpoGrem
yIpyro-IacTHicckero mirmGa, OIMpasck Ha NHPEANOXCHHOE IPHBCASHHOE CEueHWe, 3JHAYCHIE
M (i) ommcamo IMHEHRO XYCOMHBIME ypapuesusMu M (x.), CO3AIMIMMM MHOFOYTOJILIME OfH-

Rozprawy InZynierskie — 8
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CARHBIN Ha TOUHOH 3aBECAMOCTH. ONPercNensl NOFPEIOCTH KPHBAINGT 5K B MOMenTa SM B tpH-
BEJEHBI METONS HX MUHEMATA3aN#H. [IpHBEHEH TOXE HNPAMED, YKA3HIBAIOIME Ha TOYHOCTS TIPEN-
JIOMERACTO METOHA.

SUMMARY

A NEW METHOD OF CHOOSING A MULTI POINT EQUIVALENT CROSS-SECTION
IN ANALYSIS OF ELASTIC-PLASTIC BENDING

In the paper the method of choosing a multi-point equivalent cross-section in application to
problems of elastic-plastic bending is proposed. Based on the equivalent cross-section, the relation
M (i) is described by segment-lincar cquations M (x,) which forme the polygon circumscribed on
the exact relation. The errors of curvature drc and of bending moment M are evaluactd and the
mefthod of their minimalization is given. The accuracy of proposed method is iltustrated by a simple
example.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW KONSTRUKCJ1 MASZYN

Praca zostala zlozong w Redakgji dnia 25 lutego 1977 r.





