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DYNAMICZNE SYMETRYCZNE WYBOCZENIE
LEPKOPLASTYCZNYCH POWEOK OBROTOWYCH

WIESEAW WOJEWOD ZK1 (WARSZAWA)

W pracy przedstawiono mechanizm dynamicznego wyboczenia o malych amplitudach lepko- .
plastycznych powlok obrotowych. Podano podstawowe réwnania opisujace symetryczna postaé
dynamicznego wyboczenia, metodg rozwigzania oraz przykiad romwigzania dla powloki kulistej. .

1. WPROWADZENIE

Konstrukcje powierzchniowe stosowane we wspotezesnej technice sg poddawane
dziataniu coraz to wigkszych obciazen dynamicznych. Zmusza to do ekonomicznego
wykorzystania wlasnoéci materiatéw konstrukcyjnych i znalezienia odpowiednich
metod okre$lania stanu napreZzenia i odksztalcenia. Istotnym problemem staje sie
wtedy zjawisko wyboczenia konstrukeji na skutek powstajacych odksztaicen pla-
stycznych.

W procesie dynamicznego wyboczenia, szezegblnie w jego poczatkowym stadium,
duza role odgrywaja sity inercji w powstrzymywaniu wzrostu amplitudy postaci
wyboczenia. Umozliwia.to rozwdj duzych odksztalceft w procesie sciskania i uplastycz-
nienie przekroju, zanim niestatecznosci staja si¢ decydujace. Zachodzi to nawet wéw-
czas, gdy rozwdj niestatecznodei rozpoczyna si we wezeshym stadium obcigZenia,
W przypadku powolnego obciaZenia efekt sil bezwladnosci nie wystepuje i wéwezas
w procesie deformacji bardzo maly przyrost odksztalcenia moze powodowaé niesta-
tecznod¢. Powstajace wtedy fale wyboczenia sa dluzsze niz w dynamicznym przy-
padku, natomiast ich- liczba jest mniejsza. Proces przejécia od dynamicznego do
quasi-statycznego przypadku zalezy od predkosci obciazenia.

W przypadku materiatu wykazujacego cechy sprezyste nagle zmiany obciazenta
powoduja oscylacje. W sprezystym zakresie zgigciowa postaé o czestotliwosci Wwy-
- noszacej okoto polowy czgstotliwodel drgan kolistej postaci moze byé, dla umiarko-
wanie cienkich powlok cylindrycznych, niestateczna ze wzgledu na silne wzbudzanie
przez ruch radialny, Goopier i Mcivor [1]. Transformacja energii z kolistej do
zgigciowej postaci odbywa si¢ na skutek perturbacji przez okres wielu cykli. Duze
faldujgee, plastyczne deformacje pojawiajg sie, jak wykazaly eksperymenty, w znacz-
nie krétszym czasie. Zatem niestateczno$é typu Mathiew’go nie moze ich powodowad.
W pierwszym okresie procesu deformacji dominuje ruch spowodowany $ciskaniem
- i male perturbacje nie powodujy odcigzenia w plastycznym sensie. Nastgpnie poja-
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wiajace sie wyboczenie jest typu Shanleya. Doswiadczenia, LINDBERG I inni [2},
i teoretyczne rozwigzania, WOIJEWODZKY [3], pokazaly, e zaleznie od stopnia thu-
mienia w materiale wyboczenie odbywa si¢ z oscylacjami lub bez oscylacji i ze naj-
bardziej istotny jest rozwdj duzych deformacji ruchu podstawowego. W ramach
tego typu wyboczenia mozna opisa¢ zjawisko powstawania malych amplitud i w kon-
sekwencji okredlié wielko§¢ poczatkowego impulsa krytycznego. Z technicznego
punktu widzenia wytrzymatodci - konstrukeji ta wartosé obciazenia krytycznego
jest najbardziej istotna, chociaZ nie wyczerpuje wszystkich istniejacych w praktyce
sytuacji. Jak wykazaty niektére eksperymenty, np. FLORENCE i GooDIER [4], Fro-
RENCE [5], w przypadku znacznych predkosci obcigZenia posta¢ wyboczenia zmie-
nia si¢ bardzo nieznacznie ze wzrostem obciaZenia. By¢ motze, Ze jest to wskazdwka,
aby w analizie przypadku duzych amplited przyja¢ tg postaé wyboczenia i badaé

© proces bardziej zaawansowanej deformacji.

Czynmkam1 sprzyjajacymi powstawamu duzych przemicszezen sg niedoskonatosci
ukladu, np. niedoskonaloéei procesu technologicznego i zawsze wystepujace pertur-
bacje obciaZenia i geometrii konstrukeji. Przyczyniaja si¢ one do tego, Ze dla pewnego
poziomu obcigzenia poczatkowe przemieszcezenia prawie proporcjonaine do obcig-
zenia doznaja gwaltownych przyrostdw i wiedy konstrukcja traci stateczno$c.
W przypadku oscylacji wystepujace perturbacje moga spowodowaé, ze przemiesz-
czenia w ruchu wokét konfiguracii réwnowagi ukfadu stang si¢ duze. Uklad traci
wtedy statecznoéc réownowagi. Te dwa typy niestatecznoéci moga wystegpowaé pod
tym samym obcigzeniem. :

W dynamicznym wyboczeniu odksztalcenia spreZyste sa na ogot male w poréw-
naniu z odksztalceniami kofcowymi i z tego powodu nie zostaly uwzglednione
w wiekszodci istniejacych opracowan, dajac prostsze rozwigzania (np. w pracach
ABRAHAMSONA i (GOODIERA [6], VAUGHANA i FLORENCF'A [7]). Badania ekspery-
mentalne powlok cylindrycznych, ktérych stosunek promienia do grubosci miescit sig
w przedziale 10-<afh< 36, potwierdzity poprawno$é przyjecia takiego uproszezenia.
Jednakze badania LiNDBERGA [8] pokazaly, ze dla bardzo cienkich cylindréw (afh=
=480) nalezy uwzglednié wiasnodci spreZyste materialu. Maja one znaczenie w ini-
cjowaniu niestatecznoéei. Interakcja kolistej sprezystej postaci ze zgigciowa postacia
ruchu wplywa na diugoéé i liczbe fal, zmniejszajgc tg ostatnig, w ktorych nastgpnie
rozwija sig plastyczne zginanie (uwzglgdnienie odksztalcen sprezystych bedzie przed-
mictem nastepoej pracy).

W dynamicznym wyboczeniu pod wplywem impulsowych obcigzefi powoduja-
cych plastyczne plyniecie postaé wyboczenia zalezy mie tylko od ukladu, ale takZe
od wielkoéci -obciaZenia i istniejacych imperfekcii. |

Istniejace szczegblowe rozwiazania dynamicznego, niesprezystego wyboczenia -

mozna sklasyfikowaé w dwie grupy. Pierwsza grupa prac [4, 6-8] (ANDERSON i LIND- _

BERG [9], Lyons [10] i inne) zawiera rozwiazania powlok z materiaty plastycznego
o linfowym wzmocnieniu bez efektéw lepkich. Druga grupa prac ([3}, [5], WoIE-
wODZKT [11-14], PrrroNE [15]) dotyczy powlok wykonanych z materiatu czulego
na predko$é deformacji. Wszystkie uzyskane rozwiazania z wyjatkiem [3] dotycza
cylindrycznych powlok o swobodnych kefcach. W doéwiadczeniach obserwuje sig, :ﬁ
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ze wplyw warunkéw brzegowych na postaé deformacji ogranicza si¢ do bardzo
waskich obszaréw w poblizu koficéw powloki, rzedu matego utamka dlugosci fali.
Rowniez Wszystkie opracowania, z wyjatlkiem [3]1 [4], opisuja niekolowo-symetrycznag
posta¢ wyboczenia. W pracy [I4] zbadano wplyw podwyiszone] temperatury na
wyboczeniec powloki. W otrzymanych rozwiazaniach okre§lone postaé wyboczenia,
rozkiad pola sil wewnetrzaych i w niektérych przypadkach podano wzér na poczat-
kowe obciazenie krytyczne. Dyskusje wzorow okredlajacych obciazenie krytyczne
zawiera praca JoNgsa i Qrawy [16]. W zdecydowane] wigkszoscl prac nie uwzgled-
niono sprezystych wiasnoéci materialu, nieliniowosci geometrycznej oraz stosowano
liniowe prawo wzmocnienia lub lepkodci.

Celem niniejszej pracy jest opisanie symetrycznej postaci wyboczenia o matlych
amplitudach lepkoplastycznych powlok obrotowych obcigzonych dynamicznie.
W przypadku powloki eylindrycznej bedacej w stanie osiowego $ciskania symetryczna
postaé wyboczenia byta rozpatrywana w pracy [4] z uwzglednieniem liniowego wzmoc-
nieniz, a w [11] z uwzglednieniem lepkoéci materiatu, Praca [3], gdzie réwnieZ ana-
lizowano symetryczna postaé wyboczenia, odnosi sie w przewazajgcej czeei do po-
wiloki kulistej.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA

Réwnania rownowag! dynamicznej. Rozpatrujemy zagadnienie osiowo-symetrycz-
ne (rys. 1). Zatem stan naprezenia okredlaja skladowe o, 0y, 0., 7,.. Skiadowe o,
T, S4 male w poréwnaniu z o, i o, 1 zgodnie z zalozeniem technicznej teorii przyj-

|
i
|

Rys. 1. Element powloki; dodatnie kierunki sit i przemieszczen

mujemy dalej g, =0. Pomija¢ bedziemy tez wplyw ,, na osiagnigcie stanu plastycz-
nego w powloce. Wektor przemieszezenia punktéw powierzehni §rodkowej okreélajg
sktadowe w i u (z powodu symetrii v =0). W tej sytuacji rownania réwnowagi dyna-
micznej elementu powloki maja postad [17] )
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(Noro) —Naricosg—0, o+ Ny (ufry +w'fr) ¢y sing —
—Q, o @Wfry+w'fr) +(qy—phity ro v =0,
Q1) (Qro) +Nyro+Nerysing+N, ro (ulry+w'fry) +
+ Nory (ufr +w'fri) cos ¢ +(g. — phw) ro 1 =0,

(Myro) —Myricosp—Q,ry ro+Myr, (ufry+w'fr,)sinp=0,

gdzie p oznacza gestosé materiatu, i grubos$é powloki, a przecinkiem i kropka ozna-
czono rozniczkowanie odpowiednio wzgledem zmiennej ¢ i czasu r. Eliminujac
site poprzeczng za pomoca ostatniego réwnania, ukiad ten moiZna sprowadzi¢ do
ukiadu dwéch réwnai.

Wypadkowe sify wewnetrzne, OkreSlamy je nastepujaco:

+b/2 +h2 . Shf2
f o,dz, Ny= f Ogdz, 0,= f Tps 02,
-z —hf2" —nj2
(2'2) +hi2 +hiz
f o,zdz, My= f ap zdz .
—njz 2

Zwigzki kinematyczne. Przyjmujemy liniowe zwiazki w postaci

20

3

‘ - totgg—w . 1 fa+w Y ctgp 4+w
£ , &= . k,=— , k=

2.3 Fq 3 r 2 Fi
ém:ég—‘zkm, S'O:égﬁzf'cg,

gdzie 80, &9 oznaczaja predkosci odksztalcenia punktéw powierzchni §rodkowej,

ko, ko predkodci zmian krzywizn, a &, &, predkosci odksztalcenia punktéw w odle-

glodei z od powierzchni Srodkowej (of z jest skierowana do $rodka powloki, rys. 1).

Réwnania konstytutywne., Przyjmujemy réwnania dla materialéw wrazliwych
na predkosé odksztalcenia, wyprowadzone przez PrrzyNE [18], w nastepujacej
postaci:

. 1 ¥y 5 . i
aijzﬂs”"l‘?(q? (F)> Vf, ﬁch:“iEU’kk:
(2.4) o
_ V7, Co ()= {qo(F) dla F>0,
k ’ dla F<0,

. gdzie &;;, ¢,; oznaczaja odpowiednio skindowe tensora odksztalcenia i napreZenia,
€, 51754 dewiatorami tych tensoréw, u, K oznaczaja odpowiednio moduly odksztai-

cenia postaciowego i objetoéciowego, & :JU/I/ 5, o, jest statyczng granicg plastycz-
noéci materialy, y jest wspotczynnikiem lepkosci (stala materialowa), JZ:*2 S5 Siy

oznacza drugi miezmiennik dewiatora naprezenia.
Roéwnania powyZsze opisujg liniowe efékty sprezyste, statycme uplastyczmeme
wedtug warunku Hubera-Misesa, izotropewe wzmocnienie materiatu oraz liniowy
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wplyw predkoéci odksztalcenia. W granicy, gdy p--»o0, ]/ Z =k i po pominiecin
sprezystej czedct predkodei odksztatcenia w (2.4), otrzymuje sie rownania plastycz-
nego plynigeia Saint Venanta-Levy’ego-Misesa, &= 2As;.

W rozwazanym przypadko osiowo-symetrycznego stanu 1 przy pomigigciu spre-
Zystej czescl predkosci odksztalcenia z (2.4) otrzymujemy:

dla VI,>k
¥ l/z 20,—0p ¥ I/-E 20— 0,
@35 g=rl——— A e bl | e
v 6\ k V7, 6\ k Vi,
dla  Vi<k
bw-—ég:o,
gdzie
1 2 2
(2.6) JZZ““:;‘(G'(,,*G'“,O‘D'FO'G).

Zainicjowanie lepkoplastycznegolp}yniqcia {2.5) jest mozliwe gdy I/Z >k, a wige
gdy warto§é przylozonego obciazenia w chwili poczatkowej przekracza wartosé
no$nosci granicznej. W trakcie deformacii, gdy ‘l/ J, >k, mamy proces obciaZenia:

natomiast gdy ]/ .Zs k, proces odcigZenia. Granica miedzy obu procesami moie

" zmienia¢ sig i jest ona jednoznacznie okreflona przez warunek ]/ J.=k. Warunck
fen implikuje w przypadku nieliniowych réwnan (2.5) &;==0 i odwrotnie. Oznacza
to mozliwo$é pojawiania si¢ sztywnych obszaréw w procesic deformacji.

3. METODA ROZWIAZANIA

Rownania rownowagi dynamicznej powlok sa formulowane w sifach wypadko-
wych (2.2). Aby je wyznaczy¢, musimy rozwigzad réwnania (2.5) wzgledem naprezen.
Dla ]/Jz >k otrzymujemy

2k 28,144
Gy —7(28w+89)-§-.7€ﬁ,
G.1) sﬂ,+s,,,£3+39
Zk 28,4+ 8,
Ty (2894-8,,,) +k -
/ g 48, Gt é7
Nieliniowo$¢ tych rownan stwarza duze trudnodci w rozwiazywaniu konkretnych
problemdéw. Jak juz podkre§lono w pierwszym rozdziale, w procesie deformacii
mozZna wyroZznié pewien podstawowy (dominujacy) ruch oraz ruch perturbowany
powodujacy wyboczenie o okreslonej postaci. Ograniczamy teraz amplitude postaci
wyboczenia do amplitud matych w pordwnaniu z przemieszezeniami w ruchu pod-
stawowym. Uzasadnia to my$l rozwinigeia (3.1) w szereg Taylora funkcji dwdch .
zmiennych w otoczeniu ruchu podstawowego (meperturbovvauego) i zatrzymama
tylko liniowych wyrazow. Otlzymujemy . : :
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k k
Gw _— (Zéfp‘}'ég) + /_—___u_ l(2é0w+é09) +
Yo Vég,tEop 300“'“809
3 800 3 éOfp éUG ‘l
t e G L YR
2 53m+80rp bootéoy Foa) 2 80w+30w309+335 (89— Z00)
(3.2)
k I
Tg— (289 + 8¢)+ /”2_'_"'—— (2806 + S(),,) +
0w+80w800+506
3 36‘,, 3 300 éom ]
Y PR . By—EBpg) " — — — . .. )
2 éém‘l‘snm Sog'l‘ﬁgﬂ @ OG) 2 sgm+80¢806+533 (840 EOrp)

gdzie &4,, £0p Oznaczajy predkosci odksztalcenia punktéw w odlegtoéci z od po-
wierzchni $rodkowej powloki w ruchu podstawowym, a y, =9/2. Zatem jako metode
rozwigzania problemu stosujemy superpozyci¢ matych perturbacji na ruch niepertur-
bowany. Rozwiazujac réwnania ruchu nieperturbowanego, a nastgpnie rochu pertur-
bowanego, moZna znaleZ¢ takie postacie wyboczenia (liczbg pdl-fal), dla ktérych
funkcje amplitudy maja najwicksze tendencje wzrostu. Przy odpowiednich warto-
fciach impulsu obciaZenia i imperfekcjach bardzo maly przyrost ktérejkolwiek
z tych wielkosci powoduje duzy przyrost przemieszezenia 1 w konsekwencji utrate
statecznosci. Kryterium obciazenia w przypadku réwnan fizycznych (3.2) ma postaé

(3.3) (280, éap) bt (2800 +E0,) £ 0.

Odcigzenie wystepuje w Chw.ili, gdy ruch mieperturbowany ustaje; moze rdwnieZ
wystapi¢ w irakcie procesu deformacji.

W dalszej czgsci pracy podamy zestawienie podstawowych rdwna# dla szczepdl-
nych przypadkow parametréw geometrycznych powlok oraz rozwigzanie szezegdlowe
dia powloki kulistej.

4, POWEOKA WALCOWA

Przyjmujge w rownaniach (2.1) 1 (2.3) o =xn/2, r,=ro=a, dx=r dp, r-sc0
oraz zmieniajac indeks ¢ na x otrzymujemy dla powloki walcowej nastepujace
réwnania:

NL4+Nyw'ja— QW' +qx—phii=0,
(4.h Q. +Nofa+Nw' +q.— phw=0,
M, —Q.+ Myw'la=0;

=i', & =-Wwa, oo —w", k,=0,
(4.2)
g7 80—zk,,  Ep=8l.
Przemieszezenia punktéw powierzchni $rodkowej wyraZzamy funkcjami w=
=wo () +w, (1,x), wu=uy {#, x)+u, (¢, x). Funkcje wo (£) 1 g (#, X) reprezentuja
ruch podstawowy (nieperturbowany), a w, (£, x) i u, (¢, x) sq funkcjami perturbowa-



DYNAMICZNE SYMETRYCZNE WYBOCZENIE LEPKOPLASTYCZNYCH POWLOK 337
nych przemieszezen. MoZemy teraz z (3.2) wyznaczy¢ naprezenia, a nastepnie z (2.2)
sity przekrojowe. Otrzymujemy

Wo - W,

k l ] k
=— |20 +0,) ————— 2207 [+ ; X
Oy Yo (u0+ P) a p_ (1-‘,02__120 wﬁ/a+wg/a2)1!2

. (211 _AW—O) _}_ WO/a [ﬁ (‘l:[' .n)___ !’1(') Wp }}
[} 2 ap—awelatwifa® | a Vv M a 1)’

4.3)
: l Z(Wo‘['wp) ,H:I . k
— ‘ i )
(g +11,) (1] g Wola+wifa) 1>
{( 2w0) 3 it [Wo VNI ]}
tig— 2 f{’ozml,‘t(’) WD/Q"{‘wg/az a (up""ZWp) a »
k!z 0+w
2(“0"'“1}) - +
a _
3 Wola (‘r% ""P)
L2 YRS '.' ¥
(trg —Vola) 2 gl —dgwela+wiia® \ a Bt 7y
+kh 1z ’
(T«lo _”o Wola+wifa?)
K| 2 (W + )
SECTRRECRE
(4.4) ’ :
, 3 iy (“’0.: -:wﬂ)
(1 — 2Wofa) 2 aZ—igwolat+wifa \ a HomHo T
+ kh 2 ’
(HO —uowo/a+wo/‘1 ) )
e [2 3 Wold? ]
T2 Uy 2 G agfa+ il
e kh3 [ 1 3 u‘;WQ/Cl ] b
12 ly 2 (g —i1g Wola-+Wwja?)*> "

Przyjmujac w (4.3) 1 (4.4) funkcje perturbowanych przemieszczen za réwne zeru,
otrzymujemy opis stanu nieperturbowanege. Natomiast przyjmujac y =co dostajemy
odpowiednie wyraZenia dla plastycznosci idealnej. Proces dynamicznego wyboczenia
powloki cylindrycznej jest opisany przez réwnania (4.1) i wzory (4.4),

- Kryterinm obciaZenia (3.3) przyimuje postaé

Wo

? W ] w0+w1’
(4.5} (21’10 g )(u0+u —zwp)+(2————m«uo) (“~a—)>01

Jak juz wspomniano w pierwszym rozdziale, wplyw warunkéw brzegowych na
postaé deformacji ogranicza sig¢ do bardzo malego obszaru w poblizu krawedzi
powloki. W konkretnych przypadkach ulatwia to opis ruchu podstawowego, a tym
samym rozwigzanie calego problemu.

Rozprawy Inzynierskie — 10
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. 5. POWLOKA STOZKOWA
Przyjmujac w réwnaniach (2.1) 1 (2.3) e=n/2—8, ro=ssing, ry=stgp,
ds=r, dp,- pr,—>0c0 oraz zmieniajac indeks ¢ na s, otrzymujemy w granicy naste-
pujace réwnania: '
(SNS)’ —N9+N9W' Ctgﬂ—Sst" + (Q’s—Phu)S =05

(.1) (5Q5Y +Npctg f+sN,w'' +Now' +(g.— phw) s =0,
(MY — My—350Q,+ Mgw' ctg f=0;
f—wet .
é?=f£', éﬁ=_'""—g-—ﬂ—9 k_,=‘l'if", k3=W'/s,
(5.2) . 5

g, =80 —zk,,  Gp=80—zky,

gdzie B oznacza kat pomicdzy osig a tworzaca powloki, s Wspéhzgdnai liczong od
wierzcholka powloki., Uwzgledniajac zwiazki (5.2) w (3.2), mozna wyrazi¢ stan
naprezenia przez predkoScl przemieszezed. Nastgpnie mozna wyznaczyC sity wypad-
kowe i podstawi¢ do (5.1}, otrzymujac réwnania ruchu. Zwigzki te maja zlozong
postaé, Ogdlny przypadek wyboczenia powloki stozkowej stanowi skomplikowane
zagadnienie matematyczne. Uzyskanie rozwigzania tego problemu nawet w przy-
padkach szczegdlnych ber dodatkowych zaloZed jest zlozone i nie bedzie tutaj
rozpatrywane.

6. POWLOKA KULISTA

6.1. Przypadek ogdiny
Przyjmujgc ri=r,=a, rp=asin g w rownaniach (2.1) i (2.3), otrzymujemy
nastgpujace réwnania dla kulistej powtoki: ‘

No+(Np—Ng)ctg ¢ — Qo+ Np(ufa+w'[a)—Q, (' fa+w'' (@) +(q,— phil) a=0,
Op -+ Qo g ¢+ Ny + N+ N, (' [a--w' [a) -+ Ny (ufa-+w'[a)ctgp +-

6.1 -
@D (g~ phi)a=0,
M+ (M, — My)ctg p—Q, a+ My (ufa+w'[a)=0;
o W—W L, Botgp—w I fu+w'y ctge w-w'
8= , &= . ky=— s k= ,
(6.2) a a al\ a a a

dp=i0—zkp, &=i)—zk,.

Calkowite przemieszczenia, bedgce sumg przemieszezefi ruchu nieperturbowa-
nego Wwq (2), #o=0 (z powodu symetrii) i ruchu perturbowanego w, (¢, p), u, (¢, @),
wynosza: w (¢, p)=we (1)-+w, (f, @), u (f, p)=u, (t, ¢). Napr¢zenia normalne i sity
przekrojowe wyznaczone z (3.2) i (2.2) wynosza '

k[2ﬂ;+ﬂpctgqo—3(wo+wp) z 2(ﬂp+w;)'+(a;,+w;)ctg¢]+

J:._
M 7o a a a

(6.3)

, k [ W, u,—i,ctgp z —(ap+w;)'+(a,,+w;)ctg¢]
e +— - ,
V3 Wola a 2a a 2a
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(6.3) K [21‘{,,ctggo+1i:,—3(wo+w,,) z 2(ap+w,’,)ctgqo+(ap+w;)']+
fed.] Go™ o 1. a a a
Lk [._ By —iytidycgy |z (ﬁp+w;)'—(ap+w;)ctgqo].
V3wola a 2a a 2a : ?
N.p:“]fﬁ' 2up+up0tg§9m3(“"‘0'i'wp) " __kh «
Yo ' a ]/3Wo/a
x(_ 3, . 1 a‘;,’,-—-al,ctggo)
a 2 a ?
kh  2i,ctgg+it, —3 (e +Wp) . Kk
[ J— " — %
" a )/ 3Wofd
y x(_ Bbo 1 —a;+apctg;a)
a2 a P
(6'4) . wt~y - .t
i kB 200,+W) +@,4+w,) ctggo_‘_ k
= —_-— atury X
® v 12a a V3vola
I =, ) Wyt )otg
24a a ’
E b 2(0,+w)ctg o4, +w))
MG'-- _— ( P p) g(ﬂ ( P p) +
vo 12a a
k * (p+ ) — (i, +,)ctg @
]/_wg/a 24a a '

Odpowiednie wzory dla ruchu nieperturbowanego otrzymujemy przyjmujac w po-
danych wyzej wyrazeniach, ze funkcje w, 1 4, s3 réwne zeru. Natomiast dla y=oo
dostajemy zaleznosci dla plastycznodel idealnej. Réwnania ruchu, opisujace problem
dynamicznego wyboczenia powloki, dostajemy przez podstawienie (6.4) do réwnaf
(6.1) po uprzednim wyeliminowanin z nich sily poprzecznej. Drugie réwnanie
bedgce sumg dwoch rdwnan, tj. réwnania ruchu perturbowanego i nieperturbowa-
nego, przedstawiamy w rozlacznej postaci. Otrzymujemy mianowicie

h kz H 4 r
S {(1 + Tcﬂ) [2 (8, +ii, ctg @) —it, (1 +2ctg® )} — 3w, +

h? e . } kh {( . h?-)
2 —— 2% W) ctg @) —w, (1-+2ctg? @)]¢ + 2]/3% 1 )"
2

(6.5) x[it, -+t ctg @ +it, (1—ctg? g)] + Toai v, +w, ctgp+w, (1—ctg? rp)]} —

W W\
~—3kh( ]/3)( 4 )+a(q¢,phu,,) 0,

hz
1242

i . ,
{—[ ity ) — Aty W) A () (B4 20t )+




340 R WIESELAW WOJEWODZKY

©.5) ,  kh L |
fed.] — (it + ) (34 2ctg® ) ctg o] + o [ (i, +,) " —2(i,+00,) etz o+
, 23w

- , kR ,
+ (ﬁp + wp)' Ctgz ¢ (ﬂp + ﬁ"p) (3 + Ctgz {f’) ctg @’}} + m (ﬁzmp +1}p +ﬂp clg {P) -

Wo U+ Wl +(t,+w' ) ctg -
_ 3kh( '1/3 )[( ? ? .ar £ jl-?"a.(qu—-phwp):ﬂ,
. ok 6k s
(6.6) oo+ 10 _o,

vopa® " Y3pa ph

gdzie ¢, {f, p)=¢.0 () + ¢z, (1, @).

Z kolei przeksztalcimy uklad réwnan (6.5). Sposob postgpowania w pierwszym
etapie jest taki, jak w przypadku wyboczenia sprezystego [17]. Rozpatrujemy przy-
padek ¢, =0, wprowadzamy nowa zmienng i, =y, operator rézniczkowy H (...)=
=(.)""+(.) ctg p-+2(...) i uklad (6.5) przedstawimy w postaci

2k {( ? )[ ] 3 h [ ] 3 ]}+
a L+ H(j)— llf BT H(rp)—— Wy

h2 . hz )
"y {1+ 53] 1050

3k | wq 1 -
a +ﬁ' (Wp"'wp)_ap'ﬂp:o’

(6.7)

e { 2k[ 7 ]
T | o |t 0) = HGpp i) +3 Gyt |+

k ' 3k \ .
2y [HH (, +W,) —2H (fr, + vb,,)]} + 70;5 [H () 2+ )1 ¥

3k( Wo

Gz
o VS)[H(wp+wp) 2(wp+w,,)]+a(-—i~~~pwp) 0.

Zakladamy opis symetrycznej postaci wyboczenia i perturbaéji obcigzenia przez
nieskoriczone szeregi funkeji Legendre’a

o0

)j Yu(t)Pu(cosg),  w,= D w () Pu(cosp),

(6.8)
Ger= Z Gun (1) P, (€05 ).

" Wykorzystujac zaleznosci P + P, ctg 9+n (n+1) P,=0, H(P,)=—A, P,, HH (P,)=
=1, P,, gdzie 1, =n{n+1)~2 oraz szeregi (6.8) w réwnaniach (6.7) (w pierwszym
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réwnaniv uklade(6.7) pomijamy /4%/124% jako wielko$é mata w poréwraniu z jedynka)
otrzymujemy nasigpujgcy uklad réwnad amplitud:

ap . 2 1 3 3 (w1
E"'/’"Jr{(yoa_Jrz]/?wn))‘“ J’!’" (J’o“ 4_1/—§)w"+
+-{k2(2+ L )A+3}m+3(-v-ﬂ° )w
12a% \ yga 2]/3% " yeal " Yo ]/3 "
S > 3 :
[t —ﬂ»+3)+(a"m g i
3k L ap .. ? 7
_Hi( o +L)x
M Vol ]/3

=0.

(6.9)

12
2 4 ] /3 (l W(} i (2 ]
a
*at DW= g
Rozwigzanie ukladu (6.9) istnieje i jest jednoznaczne. Mozna go poszukiwaé na -
drodze numeryeznej lub analitycznie metody kolejaych przyblized. Warunki poczat-
kowe dla réwnan (6.6) i (6.9) w przypadku konkretnego zadania moga byé ldtwo

podane.
Kryterium obcigZenia (3.3) w przypadku powloki kulistej ma prostg postaé

(6.10) 3oy (Ey+E0)> 0.

6.2, Obciqienie prostokainym impulsem cisnienia

W pierwszym przyblizeniu rozwiazania probléemu sformulowanego w rozdziale
6.1 przyjmiemy #,=0. Pominiemy tez w, w poréwnaniu z w, jako wielko$¢ mala
w pierwszym wyrazie wzordw (6.3). Ten szczegdlny przypadek byt rozpatrywany
w pracy [3], a przytaczamy go tutaj w skrécie dla flustracji metody, Réwnanie pro-
blemu lepkoplastycznego wyboczenia ma postad dia 0T

. V3@ prre
(6.11)  w,+ 567? :— 2w, + 4w ctg g — W, (3+2ctg? @)+, (34 2ctgp) ctg p] +
0
.0.0 h'?— LI Lir N N
T2pa i [, " +2i, ctgo—w, ctg?p+w, G+ctgp)ctg pl+
i 0

Gy ;/ 3 ) . ; B
5 (yoa-w°+ (w, +w,ctg ) oh
dla ¢>T obowiazuje réwnanie (6.11) z podstawieniem ¢,,=0.
Ruch nieperturbowany wy (7) jest okreslony prrzez réwnanie (6.6). Powloka jest
poddana dziataniu réwnomiernie rozlozonego cifmienia, ktdre jest nagle przylozone
w chwili £=0, utrzymywane o stalej intensywnosci Q wraz z jego matymi perturba-
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[

cjami przez okres 0<f<T i nagle usunigte w chwili #=T. Réwnanie (6.6) po wy-
korzystanin warunkéw poczatkowych wy (0)=0, we (0)=0 i wartinkéw ciagtoscei
dla =7 ma nastgpujace rozwigzanie:

(6.12)

W= (1—ct —Ct)+—£2—[T+—1—-(l—e°T)é‘°'] ‘dla T<I<t
LCI— e phe U e TR

gdzie c=2 1/§ o/(¥o pa?). Ruch nieperturbowany ustaje w czasie ¢ =1, kiedy wo (3} =
=(), Stad okreflajac czas jego trwania otrzymujemy

5 ¢ —e“T)] .

W granicznym przypadku dla plastycznosci idealnej (y=oc0) powyisze zwiazki
przechodza w nastgpuiace:
dla 0T

1
(6.13) :f=—;1n[

2
'

a a h I H ! 7 .
©.14) w, +7—2;;'3~E; W, + 2w, ctgp—w, ctg?p+w, 3+ctg’p)ctg o]+
a 3
i) ( V3
pa A Yed

I r QZP _
)(wl,+wp ctg (0)—?1"—0;

dla =T obowigzuje (6.14) z podstawieniem g,,=0,

1 Oo Q)
= —— 4] T,
Wo p( PR t*, O<t<T
(6.15)
[es T re
Wo » at hrt 5 Iy,
(6.16) !
. tp=—,
, S0

gdzie J=0T jest impulsem obciazenia, a Qo =20, hfa no$noscia graniczny.
Roéwnania amplitud (6.9) 1.'eduk1..1jac sie do réwnania o postaci nastepujacej’
dla 0<1<T ‘ '

ch? n(p+1)—2

72 2(1~— %)(e%uu

1 %o ["—-ct Q — et 1)] _..,_I.J__.«HO
—nltl) et et =D | =0,

617 W, +r{n+1) +2nn+1)—1|w,+

dla T<i<t,
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ch? [ n(n-+1)-2

sty -1

(6.17)  w,+nin+1)

. %o
xWy—n (a+1) —5 er=Dy, =0,
pa

W granicznym przypadku P =00 mamy

dla 0<¢T
- 2 1 Oo b.Q
{6.18) w,,+n(nj~1)[n(n—}—1)—2] T 0 ) w,,—n(n—}-l);‘;;w,,— oh =,
(a—'l t
dla Tsist,
2
6.18) w,+n@+DrE+1)-2] T 260 ) n(n+1) w, =0,

W réwnaniach amplitud stosownie do (6.8) przyjeto 4.,=5b, O, gdzie b, jest wspdt-
ozynnikiem perturbacji obciazenia. Zaldadajac reprezentacje poczatkowej perturbacii
przemieszezenia w postaci szeregu

(6.19) w, (9,0) = Z a, P, (cos ¢)

n=
mamy nastgpujace warunki poczatkowe powyzszych réwnafi amplitud
6200 w,(@)=a,, W,(0)=0.

Analityczne przyblizone rozwigzanie réwnan rézniczkowych amplitud mozna uzyskaé
Za pomocy szeregow. Latwiej je jednak rozwiazaé metoda numeryezng.

Podane réwnania problemu dynamicznego wyboczenia obowigzujg w procesie
- obciazenia, tzn. gdy jest spelniona nieréwnoéé (6.10). OdciaZenie wystepuje w chwili
t=1;, gdy w,=0. Wskutck rozwoju przemieszczen ruchu perturbowanego odciaZenie
w pewnych obszarach powloki moze wystapi¢ w czasie trwania procesu deformaciji.
Zajmijmy si¢ teraz tym przypadkiem,

Zgodnie z {6.10} 1 (6.2) mamy

Z I .t
(6.21) WO-I-E(WI, A+ W, ctg @) > 0.
Catkujac (6.21) 1 wykorzystujac warunki (6.20) otrzymujemy
z
{6.22) ‘ wo‘*zfaﬁ(ﬁ+l)(w;f-a,,)f’;>0,

gdzie 71 jest ta wartodcig 1, dla ktdrej funkcja amplitudy ma najwicksze wartoéei.

Jesli nieréwno$¢ (6.22) bedzi€ spelniona w miejscach powloki, gdzie w ma najwicksze

wartedciiz =4-h/2, to wowezas bedzie spelniona wszedzie, Prowadzi to do nieréwnodci
Wo

(6.23) Vi< G aGr D By o
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Jesli nieréwnodé (6.23) staje sie rownoécia w pewnym punkcie na powierzchai
powloki, to nastepuje proces odeiazenia, a wiec w tym przypadku propagacja strefy
sztywnej.

Wyniki numeryczne. Przyjeto powloke wykonang z migkkiej stali o nastgpujacych
parametrach: g,=2110 kG/em?, p=7,8-10-% kGsec?jcm*, a=10 cm, h=0,3 cm.
Wykres funkeji (6.12) opisujacej ruch nieperturbowany przykladowo dla Q=750
kG/em?, T=20y sec i kilku wartoci y przedstawiono na rys. 2. Wykres przemieszezef
w, w ruchu perturbowanym przedstawiono na rys. 3. Zauwazy¢ mozna duzy wplyw
fepkodci materiatu na wielko§é przemieszezes i czas trwania deformacji. Réwnania
amplitud (6.17) zostaly rozwigzane numerycznic metodg Rungego-Kutty piatego
rzedu ze zmiennym krokiem na komputerze ODRA 1204. Na rys. 4 przedstawiono
typowe wykresy wzrostu funkcji amplitud w czasie dla kolejnych wartoéei n. Dla
pewnej wartodci n funkcje amplitud osiagaja najwicksze wartosci, Wybierajac tg
warto$¢ n, dia ktdrej funkcje maja maksimum, mozna okreshi¢ liczba pdifal 1 ich

105w, d  G=T50KG/m T=20usek
30 -
e
fem] I 0
a=1000058K "
20 -
- §,= 10005k
" 10
= Yo=20056K”
ISR S SO I N ENN SN S SR E S
o 20 40 60 80 100 tfysek]
Rys. 2. Przemieszezenia wo w ruchu nieperturbowanym dla  kitku wspolczynnikéw  leplkosci
material
-2,
107 "% W Q=TA0KG/em* =20 pisek
feml 4|
hiss an b,
L gofem 01
—_ 0 at
MR = eiemiem

[ R N S S| -
g 20 40 60 80 100 ¢ [psek]

Rys. 3. Przemieszczenia w, w tuchn perturbowanym dla kilkn wspolezynnikéw lepkodel materiahu
i kilku wspélczynnikdw perturbacji przemieszezenia i obciazenia
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10-2xw, 4

” 2
[em] Q=750/KGfem* T-20 psek

ap=001cm ba=01

|
| !

B 06 //Jse/r | 30usek
s j ?Qusek IEEEF

aafzoosek " f=1000seK *| 3=00

A A SN 0 S N 0% NG I O T A s A wr

0 15 20 25 30 35 p

o]
o=

Rys. 4. Amplituda perturbowanego przemicszezenia w, jako funkcja liczby pdtfal 7 i czasu dla
kilku wspdlezynnikdw Ieplodel materialu

Wn & 3200  ¥,=1000sek” y,=350sek”
[em] 7 : :

Jo=200sek

““““ '

7

I S

T —— Q0tcm
T ——— 0 i1
----- oo1 g

o 130
10731 [KGsek/cm®]

Rys. 5. Amplituda perturbowancgo przemieszezenia w, 1 liczba polfal jake funkeja impulsu dla
kilku wspolczynnikow iepkosm materialu i kilku wspolezynnikow perturbacji przemieszezenia
i 0bc1clzema

diugosé. Zmiana postaci wyboczenia w czasie jest zaznaczona na rysunku linig
przerywana. Zmiane funkeji w, w zaleZnodei od impulsu pokazano na rys. 5. Funkcje
te w waskim zakresie impulsu, szczegdlnie dla wigkszych wartosci v, osiggajy bardzo
-duze przyrosty. Te wlasnodé moZna wykorzystaé do okreflenia wielkodci impulsu
krytycznego zwigzanego z taka wartodcia odcigtej, poczawszy od ktorej maly jej
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przyrost powoduje duzy przyrost amplitudy perturbowanego ugigcia. Liczby przy
kropkach wzdhiz krzywych oznaczajace teoretyczna posta¢ wyboczenia sa stale
lub zmieniaja sie nieznacznie, Zwraca rowniez uwage duzy wplyw wspolczynnikéw
perturbacji poczatkowego przemieszezenia i obciaZenia na wartoé¢ impulsu krytycz-
nego. Dla Q=750 kGfem?, T=20 usec, y,=200; 1000 sec™! warunek obcigZzenia
(6.23) jest spelniony w kazdym punkcie na powierzchni powloki. Natomiast dla
wiekszych wartodel impulsdw 1 wspélezynnikdw lepkosci wyniki numeryczne przed-
stawione na rys. 5 moga by¢ obarczone pewnym biedem wynikajacym z niespelnienia
warunku (6.23), kiedy amplituda w, osiagga wicksze wartosci.

7. ZAKONCZENIF

W pracy podano podstawowe réwnania opisujace problem dynamicznego syme-
frycznego Wyboczénia powlok obrotowych, metode rozwigzania oraz przykiad.
Rozpatrywano powloki z materialu catkowicie dysypatywnego, w kiorym drgania
nie wystepuja w procesie deformaciji. Stosowano liniowe prawo lepkosci i zwigzld
kinematyczne dla malych przemieszczen. W procesie deformacji, zwlaszcza w jego
poczatkowym okresie, dominuje ruch spowodowany sciskaniem. Rozwijajace sig
wolniej reakcje momentowe sktadaja sie z dwoch czelci: pierwsza jest wynikiem
plyniecia w ziozonym stanie naprezenia, a diuga wynikiem lepkich wlasnosci ma-
teriate. Powloka traci stateczno$é w procesie plyniecia, gdy impuls obcigZenia osiaga
pewng warto$é krytyczna (rys. 5). Perturbacje znacznie obnizajg wielkos¢ krytycznego
impulsy. Wplyw ten wzrasta dla mniejszych wartosci y. Lepkoéé materialu wyraznie
zwigksza odpornoéé powloki na utratg statecznodci, Matematyczne kryterium sta-
tecznodei 1 warto$é obciazenia krytycznego wiaze sig z warunkiem rozwigzalnosci
vkladu réZniczkowych rdwnan aniplitud, np. ukladu (6.9) dla powloki kulistej.
Trudnosé polega na rozwiazywaniu tego typu ukladéw. Sciste zbadanie zakresu sto-
sowalnodci kryteriumi statecznosci, jak wiadomo, wymaga badania réwnania, kidre
wigze impuls krytyczny ze wspolczynnikami perturbacji oraz parametrami geome-
trycznymi 1 materialowymi. Réwnanie to przedstawia hiperpowierzchnig graniczng
w. przesirzeni tych parametréw wyznaczajac granice stosowalnodel kryterium. Ze
wzgledu na zlozono$¢ matematyczna problemu na ogél catkowanie réwnaf ruchu
mozna przeprowadzié numerycznie, a zatem analityczie okreslenie zakresu stosowal-
nosci kryterium bedzie w takich przypadkach nieosiggalne. Nawet w tych szczegdl-
nych przypadkach, w ktorych udato sie jak dotad uzyskaé analityczne rozwiazanie,
to ma ono tak skomplikowang postaé (np. konfluentnych hipergeometrycznych sze-
regdw, funkcji BesserA [12]), e tylko numerycznie mozna by wyznaczy¢ obszary
stosowalnodet kryterivm. Dla powloki kulistej zbadano numerycznie wplyw tylko
perturbacji obciazenia i przemieszczenia oraz lepkosci na wielko§¢ impulsu kry-
tycznego. '

Podane rozwigzania obowigzuja w procesie obcigzenia, a wige gdy jest spelniona
nieréwnosé (3.3). Kryiterium to narzuca warunek ograniczonodci amplitud ruchu
perturbowanego. To ograniczenie i zaloZenie o symetryczuej postaci wyboczenia
wymagajg, aby powloka charakteryzowala sie dokladnosicia wykonania, a przylo-
zony impuls réwnomiernoscig rozloZenia.
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SUMMARY
DYNAMIC SYMMETRIC BUCKLING OF VISCOPLASTIC SHELLS OF REVOLUTION
In the papet the mechanism of dynamic buckling for small amplitudes of rotational by symmetric
viscoplastic shells is presented, The basic equations describing the symmetric mode of dynamic
Huckling, the method of solution and an example of a spherical shell are given.
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