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ANALIZA POLA PRZEMIESZCZEN I NAPREZEN W WARSTWOWEJ
POEPRZESTRZENI LEPKOSPREZYSTEJ PRZY ZASTOSOWANIU
METODY PRZYROSTOWE]J

BOZENA BUDK O W SK A (GDANSK)

W niniejszej pracy przeprowadzono analize lepkosprgiystej polprzestrzeni wielowarstwowej.
Zwiazek migdzy objetosciowymi skladowymi naprerenia i odksztalcenia jest sprezysty, a skladowe
dewiatora naprezenia i odksztalcenia sg zwigzane roéwnaniem Kkonstytutywnym, Odpowiadajqcym
standardowemu modelowi lepkosprezystemu. Wyprowadzone zwigzki naprezenie-odksztalcenie
dla zagadnienia osiowo-symetrycznego. Do obliczenia roznych zagadnien praktycznych zastosowano
metodg elementdw skoficzonych. Do okreflenia wartosci przemieszezefi w czasie wykorzystano
‘macierzowq postac (3.13) rownania lepkosprezystosci. Rownanie podstawowe rozwiazano metody
iteracji na kazdym kroku czasowym. Nastepnie wyprowadzono rownanie macierzowe (3.16) w celu
obliczenia naprgzen, Przygotowano program obliczen i przedstawiono wyniki numeryezne dla prze-
liczonego przykiadu.

1. WsTtEP -

Prowadzone od szeregu lat badania w celu wladciwego okredlenia zaleznofci
napreZenia — odksztalcenie -— czas w ofrodkach jednorodnych [1, 4,7, 8,11, 16,
18, 19,24, 26 1 27] oraz warstwowych [2,3,12 i 28] dostarcrzaja bogatego ma-
terialu doSwiadczalnego. Zachowanie sig gruntdw 1 asfaltow w czasie zalezy od wielu
czynnikow takich, jak rodzaj materialu, historia naprezenia i obcigZenia, tempera-
tura i inne. Okreslajac wlasnofci reologiczne ofrodka przyjmuje sie zazwyczaj
pewien model reologiczny zlozony z ukiadu sprezyn 1 thimikdéw [17, 20 1 231

W niniejszym artykule rozpatrzono warstwowy ofrodek, w ktérym kazda z warstw
reprezentowana jest przez model standardowy. Rownanie funkeji naprezenie—
odksztalcenie podane jest najpierw w formie ogdlne] przy zastosowaniu zapisu
tensorowego, a nastgpnie wykorzystano procedurg typowa dla metody elementow
skonczonych [5, 6, 13, 22,25 i 29] i podano réwnanic ebcigzenie—przemieszczenie
w postaci macierzowej dla dowolnej warstwy. Wzgledem zmiennych czasowych
" zastosowano metode réznic skoficzonych. Majgc na uwadze spotykane najczedciej
przypadki obcigZenia rozpatrzono zagadnienie warstwowe] pdlprzestrzeni osiowo-
symetrycznej. Dla przedstawionego zagadnienia opracowano program w jezyku
ALGOL na ODRE 1204. Podano wyniki przyk%adu hczbowego otrzymanego za
pomocy tego programu.
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2. CHARAKTERYSTYKA OSRODKA WARSTWOWEGO ORAZ ROWNANIE
NAPREZENIE—ODKSZTALCENIE DLA PROBLEMI OSIOWO-SYMETRY CZNEGO

Rozpatrujemy potprzestrzen warstwowa o parametrach materiatowych niezmien-
nych w czasie i w przestrzeni, w odniesieniu do kazdej z warstw. Zakiadamy nastgpnie,
ze zwigzek migdzy tensorami kulistymi napreZenia i odksztalcenia jest wg [2, 20}
sprézysty, . ' R SR o

2.1 T T
@1 ST 3w

edzie E oznacza modul Younga, v wspéiczynnik Poiss_oné,l &% deltg Kroneckera,
&% tensor kulisty naprqienia oraz &' tensor kulisty odksztalcenia.

~Dewiatory naprgZenia i odksztalcenia zwiazane sq zaleZnoscia charakterystyczna
dla modelu standardowego: ' B

(2.2) " - 55*;;7(5)—(35—%’55'9:),

gdzie &, binacza dewiato r"néprgienia, (s; - %55 s:) dewiator odksztalcenia, Q4 (D),
P, (D) oznaczaja pewne r_éZniczkowe operatory, D=29[dt oraz gdzie

@3 i= Gt 8

Dia modelu standardowego (rys. 1) zgodnie z [20] operatory Q, (D) i P, (D) przed-
stawiaja si¢ nastgpujaco: '
. 4 )
| Q;(D)=2(G+ng :
2.4

o ( d

gdzie G jest modulem odksztalcenia 'postaciowego oraz

: o /51 (E+E1)
(2.5) 2n= E:L .
. o
2.6 =
(2.6) =z

Celem otrzymania réwnad dla problemu osiowo-symetrycznego przyjmujemy walco-
wy uklad wspohzednych, w ktérym polozenie punktu jest opisane za pomoca wek-
tora-promienia wodzacego R w sposob nastgpujacy:

@7  R=X'cos X%+ X'sin X2 i+ X?ia,

gdzie iy, iy, i, sa wersorami w kartezjafiskim ukfadzie wspotrzgdnych.
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Dla réwnania (2.7) wektory podstawowe g, g, 8; Przyjmuja postac
g =008 X* i, +sin X7 i,,
(2.8) ' g, =—X1sin X2i,+ X1 cos X2i,,

ga=1y.

Rys, 1 . Rys. 2

Tensor metryczny walcowego ukladu wspolrzednych X, X2, X3 pr'z"edstawiamy
.74 pomoca nastgpujace] tablicy: '

1 0 o
2.9 giy=10 (X')* 0.
0o 0 1

Tensor odksztalcenia wg teorii Hniowej ma postac
, S 1 _
(2.10) - - : ;=5 (ili+usl),
2

gdzie w|; oznacza pochodng kowarianing skladowej wu; wektora przemieszezenia u

W zagadnieniu osiowonsymetryézﬁym- w walcowym ukiadzie wspdlrzednych
wektor przemieszczenia u przedstawiamy w nastgpujacej postaci:

@1y | a=utg tulgs.

Po podstawieniu (2.11) do (2.10) skladowe tensora odksztalcenia mozna przedstawié
za pomoca nastepujgcej tablicy:

1 1
LIS 7(u1’2+u2’1)——['fzu2 By (4; 3+us 1)

|

Ly

2.12 & 1 St
¢ ) Uy —Topu ?(”2.3‘["“3,2)
sym :

U3 3

. gdzie przecinek oznacza zwykle rézniczkowanie odpowiednio wzgledem zmiennych
X1, X2, lub X3, I" jest symbolem Christoffela 11 rodzaju, Przedstawiajac wzory (2.1),
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(2.2), (2.3) w zaleznoéci od skfadowych tensordw kowariantnych naprezenia i kontra-
wariantnych odksztalcenia, otrzymujemy rownanie opisujace zagadnienie lepko-
sprezystego ofrodka w problemie osiowo-symetrycznym w postaci

:k={Ql(D) [ ir ks_i rs]_;__M%EL__; ik rs}g

iLrk,s=1,23.

(2.13)

3. NUMERYCZNE UJECIE WARSTWOWEJ POLPRZESTRZENI DLA PRZYPADKU
OSIOWO-SYMETRYCZNEGO

Majac na uwadze numeryczne sformulowanie zagadnienia dokonujemy dyskre-
tyzacji pSlprzestrzeni. Dzielimy ja mianowicie na torusy o przekroju irdjkatnym.
Ze wzgledu na osiows symetri¢ rozpatrujemy zagadnienia plaskie, w ktérym kaidy
tréjkat ma objgtoéc torusa, Funkcja ksztattu wg [5, 6 1 29] jest liniowa kombinacja
wspdlrzednych punktéw wezlowych tréjkata i, j, k. Przemieszezenie punktéw
wezlowych opisane jest za pomoca wektora {u} zwigzanego z danym elementem e,
ktory przedstawiamy w postaci:

u' (f)
w3 (i)
170
3.0 =15t
u' (k)
u® (k)

Macierz odksztalcenia [B] otrzymuje si¢ z polaczenia (3.1) 1 (2.12). Wektor odksztal-
cenia {&} zwigzany z elementer ¢ o skladowych &, ; wyraZa sie w nastepujacej postaci:

N

£14
£
(3.2) fey=1 "2?
e €33
2e44

NapreZenia panujace w kazdym elemencie przedstawiamy za pomocy wektora {o'}
o skladowych o'f

11

22

(33) {o)=

0.13

Zgodnie z metoda elementéw skonczonych miedzy napreZeniem i odksztalceniem
istnieje zalezno$¢, ktdrg mozna przedstawiéc w zapisie macierzowym w nastgpujacy
$posob:

(3.4) {o}=[D] {e},
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gdzie [D] jest tutaj ogdlng macierza lepkosprezystodci. Obcigzenie zewnetrzne przed-
stawiamy za pomoca wektora {P} zwiazanego z wezlami elementu. Wykorzystujac

zasade minimalizacji energii potencjalnej ofrodka oirzymujemy réwnanie wiaZace
wekior obcigzen zewngtrznych z wektolem przemieszezen wezlowych elementu
w pastaci: o

(.9 K] {u} = {7},

gdzie [K] jest macierza sztywnodci elementu.
Macierz [K] ma postad

(3.6) [K[= [ [BI" [D] [B]dV,

gdzie f dV oznacza catkowanie po objetodei torusa (rys. 3).

v

Al

Rys, 3 ‘ Rys. 4

Uwzgledniajac rownania (2.13) i (3.4), napiszemy réwnanie (3.6) w postaci

@7 K] = f[B 9D ]+—-L[D] w1y
3.7) P (D) 3(1-2w) 77° ’
gdzie [D,] i [D,] sg macierzami spreZystodel zwiqzanymj odpowiednio.z cechami
lepkimi i sprezystymi elementu. -
Wprowadzajac (2.4) do (3.7), a nastepnie (3.7) do (3.5) otrzymujemy

(3.8) {2(G+n j )[KIH( tr d) 3(1’5 2;-)--{K2]} {3}=(1+¢E){5}.

W réwnaniv (3.8) rézniczkowanie wzgledem czasu zwigzane jest z wektorem prze-
mieszczenia {u} i obciazenta {P} Macierze [K I} i [£,] sa nastgpuiacymi macierzami
sztywnosm

(3.9 [K.]= [ I8 [D:1 [BlaV,

v

@.10) CIKI=[ BB,
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Postaé_ rozwinigta rownania (3.,8) jest mastepujaca:

E-
3(1 K2 {}+

E’r
m 1 {u} {P}H {P}

G 26K {ud +27 1K {u}

W celu okreslenia zmiennoéci rozkladn przemieszezen i naprezefi w czasie ---
wprowadzamy do (3.11) wzory metody réznic skoficzonych, definiujac w nastepujacy
sposob

1
dt { } dl‘ n+§}"‘“ At ({uu-i-l} {uﬂ})s

d d :
E{P} :A&; {Pn+-;-} %Z{ ({Pn+ 1}—{})"})"

G2 40
Uty +un

fub={uyyp=—"F—

Pi'!+l P
{P} {Pragh= { 7};{ },

gdzie indeksy n-+1 oraz n oznaczaja chwile czasowe £, 1 #, roZnigee sig o Ar. Pod-
stawiajac prawe strony (3.12) do (3.11), otrzymujemy réwnanie metody elementow
-skoniczonych okredlajace przemieszezenia w dowolnej chwili ¢, 4:

At E
(3.13) {(GAL‘-I—Z#;.‘){KI]-F(T‘F )3(1 5 IX. 2}} {the =
At At [
={£)n+1}(~5:—+7)+{£)n} (T_T)HI(GAI'—ZI])[KJ+

At E

5 ) ol
Nalezy zwrocié uwage, Ze macierze [K,] i [K,] sa lokalnymi macierzami sztywnosci,
zwigzanymi z wlasno§ciami poszczegdlnych elementéw, PoniewaZ rozpatruje sig
osrodek warstwowy, przeto celowo wylaczono przed macierze sztywnoéci czynmiki
zwigzane z charakterystyka materialowa osrodka. Dla caloéci zagadnienia réwnania
{3.13) przyjmuje postac: '

iy

* At
{3.14) 2 {(Gi At+21,) [KL]t+(—2—+ T:) 3(1 2V) [ 2] } {tp1}=

=1

-\ {(~5+T,){p,,+1}+(f’;~ﬂ,) {2} - [(GI At=2m) [K; 1+

i=1

(5 sy o]
oy W[Kz]: {ua}(»
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Ry

gdzie > sygnalizuje globalng macierz sztywnosei dla n, elementow, Wektory .
i=1

przemieszczeti {u,.,} oraz {u,} opisuja przemieszczenia wszystkich zdyskretyzowa-
nych punktéw wezlowych dla czasu 7, i £,

Proces wyznaczania pola przemieszezent {u,,;} rozpoczynamy przy zaloieniu,
ze w chwili poczatkowej f= +0 wektory {i,— ,o}={0} oraz {P,..,}={0}. Majac
obliczone dla kazdego kroku iteracyjnego {u,,}, mozna wyznaczyé zgodnie z (3.14)
przemieszczenia w posrednich punktach czasowych.

_ Biorac pod uwagg (3.7), dokonujemy w (3.4) rozlozenia [D] na czgd¢ zwigzang
z cechami lepkosprgzystyml i spr@zystyml Wtedy (3.4) przybierze postaé

315 [Ql( )[D] L[D]][B]{
(315 @ ={ ey 121 5y 15| 181

Uwzgledniajac (2.4) oraz wykorzystujac wzory (3.12) do (3.15) otrzymujemy
réwnanie opisujace rozklad naprezed w dowolnej chwili 7, , w kazdym elemencie
pélprzestrzeni w postaci:

(3.16) {_gn+1}: —Atl— {(T _g)_{gn}'l'l(GAt"'zq) LS.+
e

At E
+(—é— +T') ETR ) [Sz]] {1} +{(Gdt_‘—27?) L8]+

At E 10
5 =) saz
gdzie . - ' ' '

[S={D.1iB],
[S:1=[D,](B].
' Rozwiazujac przyklady liczbowe zalozono, ze VW chwili poczatkowej 1= +0 {u,} = {0}
oraz {o,}={0}. W rownanin (3.16) podobnie jak w (3.14) wszystkie parametry

materialowe przedstawione sa w sposob bezposredni, aby podkreslié, Ze sa one
rézne dla réznych elementéw,

G.17

"4, PRZYKIAD LICZBOWY

W celu przedstawienia metody wyznaczania rozkladu przemieszezen i naprefen
w czasie —- uloZono program LEPITER ZMODYFIEOWANY na komputer
ODRA 1204 w jezyku ALGOL 60.

Schemat geometryczny policzonego przykladu przedstawiony jest na rys. 5i 6

Opierajac si¢ na [14 i 217 przyj¢to obeiazenie réwnomiernie rozlozone o wartodci
5 kG/em? dzialajace na powierzchni kota o promieniu 15 cm.

Warunki brzegowe sa nastepujace: 1) na osi symetrii przemieszczenia poziome
rowne sg zero; 2) na pionowej krawedzi ograniczajgeej, tzn. dla X'=X1, prze-
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Rys, 5. Schemat rozpatrywanej. poiprzestrzeni dla programu LEPITER zmodyﬁkowany ‘

mieszczenia poziome sg rowne zeru; 3) na dolnej krawedzi ograniczajgcej, tzn. dla
X3=X2  przemieszczenia pionowe i poziome Wwynosza zero. '
Charakterystyka materialowa poszezegolnych warstw jest nastgpujaca:
Warstwa bitumiczna: modul sprezystosci Hooke’a E=41000 kGjecm?. Wspol-
czynnik Poissona v=0. Modul odksztalcenia postaciowego 2G=4130 kG/fom?,
=110 sek, 25=1,405.10° sek kGjem? E, =8260 kG/em? oraz £=4130 kG/cm?.
Przyimujac powyisze dane opieranc sie na pracy [15]. Warstwa gruntowa:
modut sprezystoéei Hooke’la E=510kG/em?. Wspdlezyanik Poissona v=0. Modut
odksztalcenia postaciowego 2G'=600 I«:G/cm2 7=730,7584-10° sek, 2r;r— 186,393904.
+10% sek kGjem?, E; =6 kGjem?®, £E=600 kG/om?.
Zzlozono, fe lepkosprezysta warstwa gruntowa w przypadkuo zagadnienia jedno-
wymiarowego $ciskania — rozciggania zachowuje si¢ z duizym przyblizeniem jak
‘ofrodek sprezysty. Przyjeto, Ze dla. 1=365 dni zaloZono jako #=c0, przemieszczenia
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Rys. 6. Schemat rozpatrywanej polprzestrzeni — warstwa bitumiczna i gruntowa dla programu
: LEPITER zmodyfikowany (podzial gornych warstw)

gruntu w stanie jednoosiowym sa o 1 % wigksze w stosunku do przemieszczen
natychmiastewych.

Krok czasowy iteracji wynosi 100 sek, a ich liczba réwna. jest 5. Na podstawie
uzyskanych wynikéw sporzadzono wykresy przemieszezen pionowych (rys. 7) i na-
prezen 623 =0, (rys. 8). Wykonujac wykresy napreZed o%°=o, (rys. 8) dokonywano
przekrojéw poziomych przechodzacych przez §rodki cigzkosci odpowiednich trdj-
katow. ) .

Autorka wykonata dalsze (nie zamieszczone w tej pracy) wykresy, obrazujace
zmiane skiadowych pionowych {u} w czasic dla wyszezegdlnionych punktdw,
ktore znajduja sie na linii przekroju np. «— o, ¢p— ¢ itd. Przemieszozenia te sporza-
dzono dla wektora {u, .}, tzn. dla wektora przemieszczenia, ktéry uzyskuje sig¢ jako
rozwigzanie réwnania (3.16). Poszukiwany wektor {u,,;}, wg (3.12),. po pierwszym
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Rys, 7. Rozklad przemieszezen pionowych dla pierwszego i piatego kroku czasowego w dwuwar-
stwowej polprzesirzeni; czasy posrednie LA

kroku iteracji wynosi dokfadnie § {u,}, a dla nastgpnych krokdéw fteracyjnych jego
skladowe daza dokladnie do okreslonych linii, W analizowanym przyldadzie widoczne
jest z wykresow, ze przemieszczenia bitumu byly nieliniowe, natomiast przemiesz-
czenia gruntu zmienialy si¢ we wszystkich wypadkach w zaleznosci liniowe . Pod-
czas wszystkich krokdw: iteracyjnych rozikdad naprezen wykazywal bardzo male
zmiany, Krok iteracji okfeslala najmniejsza wartoé¢ parametru t wystepujacej
w ofrodku warstwy. , .

Celem analizy zbieinosci rozwiazania dla przyjetej w czasie dyskretyzacji wykona-
no nastgpujgce testy numeryczne: 1) zastosowanie réZnic wstecznych wzgledem
réwnania (3.11); 2) dokonujge na réwnaniu (3.11) transformacji Laplace’a, otrzy-
mane rozwigzania dla t=+0 1 f=co; 3) zastosowanie réznic centralnych do ana-
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Rys. 8. Rozklad napreien o, polprzesirzeni dwuawarstwowej po pierwszym i po pigtym kroku
iteracji

lizy jednowymiarowego modelu lepkosprezystego i pordwnanie wynikow z rozwia-
zaniem §cistym. ' '
Przeprowadzone testy wskazywaly na zbiezno$é wynikéw do wilasciwego roz-
wigzania.
Celem przykiadu bylo zilustrowanie przedstawionej metody wyznaczania roz-
ktadu przemieszczen i naprezen w warstwowym ofrodku lepkosprezystym.
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PezmowMe

METOQN AHAJIM3A B NPUPOCTAX MNEPEMEINEHMII W HALIPSXKEHWH
B BAIKOVIIPYIOM MHOTOC/IIOHCTOM TOJIVIIPOCTPAHCTBE

B HacTosmiel paboTe IpoBeacH aNANK3 BASKOYNPYIOFO, MHOTOCHOHCTOTO TNIONYIEPOCTPARCTEA,
Coasp Mexy OOLeMHBIME COSTARIMOLNMY HATPEXSHIA H He(OPMalmy sEBiiserca YOPYTOit, a
COCTAB/IAIOINNG ACBHATODA HANPMKCHHST E Ne(OPMAINM CBA3AHEl OLPEAENAOLMAM YDABHCHHEM,
OTBEMAIOWAM  CTAHAAPTHOH BASKOYNDPYTo# Mosend. BeIBOAGHSH] COOTHOUIGHMS —HATIDKCHETE
nedopMalma aId OceCHMMETPHTHOM 3amawn. [ pacdera pa3HbIX TPDAKTHYECKHX 32034 IPHMEHEH
METOA KOHEUHDLIX 3EMCHTOB. [ins onpefencHuA 3HAMEHHH TEpeMelllcHuli BO BPEMEiu HCIONR30-
BaH MATPHYAEBH Bup (3.13) ypasnenus Basxoynpyrocrd. OCHOBHOE ypaBHeHue PELICHO METOA0M
HTEpariit Ha KaXZ0M BPEMEHHOM IIATY. 3aTeM BbIBEISHO MATPHYROR ypasrenue (3.16) mis pacyera
nanpskeryil, COCTaBlcHA NPOrpaMMa PACYETOR M IPEACTARNEHB YHCJICHABIS Pe3yAbTATH s
PACHUTAHHOTO NPHMEDI.

SUMMARY

INCREMENTAL METHOD IN ANALYSIS OF DISPLACEMENTS AND STRESSES IN
LAYERED VISCOELASTIC HALF SPACE

" In this paper the analysis of layered viscoelastic half space is performed. The relation between
the volumetric components of stress and strain is elastic and the deviator components of stress and
strain are related according to a rule characteristic for a standard model, The stress-strain equation
for the axisymmetric problem is derived, To calcalate any practical problem a finite element method
is applied. Equation for viscoelastic problem in the matrix form (3.13) is used to receive the value
of displacements in any time. The step-iterative method with respect to time is proposed for the
basic equation. Then the matrix equation to calculate stresses (3.16) is derived. The computing
program was prepared and the resuits of calculated example are presented.
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