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SYSTEMOWE ROZWIAZYWANIE PEASKICH PROBLEMOW
KONSOLIDACII PRZY ZASTOSOWANIU METODY ROZNIC .
SKONCZONYCH '

JERZY DOMSK I (KRAKOW) i JOZEF WILK (GDANSK)

"W -pracy przedstawiono system programdéw’ rozwiazywania ukladéw réwnaii rézniczkowych
czastkowych. konsolidacji z uwzglednieniem wplywu temperatury. Mieszany poczatkowo-brzegowy
problem rozwiazano przy optymalnej organizacji . obliczenn dla wiele wariantéw, Zastosowano
metode roznic skonczonych ze szczegélnym uwzglednieniem proponowanej przez autordw me-
tody relaksacyjnej, Przyklady numeryczne majg stuzyé za ilustracje i weryfikacje algorytméw.

1. UWAGI WSTEPNE

Przedmiotem naszych rozwazaf jest rozwigzywanie pewnych plaskich zagadnien
sformutowanych na. podstawie klasycznej teorii. konsolidacji BiorA {1] dla porowa-
tego i nasyconego ciecza ofrodka o szkleleCIe sprezystym. Tematyka ta byla podej-
mowana przez DERSKIEGO w pracy [2); gdzw sprowadzono ‘mieszany probleti brze-
gowy do okreslonego typu réwnarn catkowych i w pracy [3], w ktdrej podano metody
rozwigzan tych probleméw w przypadku ogélnym. W pracach [4 i 5] SoBczyNskA
stosujac transformacje Laplace’a wyznaczyla osiadanie konsolidujacej polprzestrzeni
sprezystej nagle obcigzonej (warunek typu Heaviside’a) sitq skupiona oraz obeiazeniem
réwnomiernie roziozonym na pa§mie o ograniczonej szerokosci. Inne podejécie
do tych zagadnien reprezentnjg prace [6i7], W ktSrych analicowano przypadek
konsolidujacej polplaszezyzny sprezystej obciazonej stemplem oraz rozwigzano
przyklad konsolidujace] warstwy spreZystej pod wplywem liniowo zmiennego w cza-
sie, rdwnomiernie rozfozonego obcigZenia ZEWNELrZnego. o

W wymienionych pracach [6 1 7] zastosowano numieryczng metode obliczen
przez zastgpienie wszystkich pochodnych w sformutowanych zadaniach przez od-
powiednie ilorazy réznicowe. Pozwolilo to sprowadzi¢ problem do rozwiazania ukladu
liniowych réwnan algebraicznych o wymiarze odpowiadajacym ilosci wezldw siatkd,
na ktéra podzielono obszar calkowania. Przy zalozenin, ze ofrodek jest iZotropowy
oraz Ze krok czasowy jest staly, wspSlezynniki ukladéw réwnan dla kazdego zadania
byly obliczane odrebnie. Algorytm obliczedi i program na komputer ograniczal sie
do rozwigzywania szeregu ukladow réwnan algebraicznych, przy czym dla kolejnych
krokéw czasowych modyfikacji ulegaly tylko’ wektory prawych stron tych réwnaf.

Zasadniczym celem niniejszej pracy: jest zaprojektowanie i wdrozenie w pelni
zautomatyzowanego systemu programéw na komputer, ktérego eksploatacja pozwala
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na zaniechanie wielu ograniczen wprowadzonych w pracach [6 i 7] oraz na istotne
poszerzenic zakresu i powigkszenie efektywnosci rozwiazaf rozpatrywanych za-
gadnien.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU
2.1. Uklad réwnan.
Rozpatru]emy sformulowa.ny w naprqzcmach [8] uklad ‘réwnan rozmczkowych
czastkowych konsolidacji:
(RA—2NR—-Q)V2V2F=2N(Q+R) V0,
2.1) b )
( (RN+RA-Q) Vig=b(2Q0+A+-N+R)d —--'éh (O+RYV*F,

w. ktorym niewiadomymi: s ciSnienie porowe cieczy oraz mnaprezenia poziome,
pionowé ‘i-styczne w szkielecie o, ay i Taps ktére w prostokatnym: ukladzie wspol-
rzqdnych Oxy, reprczentowane 8q 7a pomocq funkcp naprgzen A1ry ego F

gy T e #F. . _®F. . . PF.
( .2) dx ay 0‘)1 axz b Txy_ ax ay
W ukfadzie (2.1) L
LA
2= 4
et e ey V ax? ay

Jest operatorem Lap]ace a, 60 F sac pochﬂdnyml oiF wzglqdem czasu. Wystqu_]q

1
ponadto wspolczynmkl nast@pugqce wspolczynmk opornoém przepiywu b ——I—C— oraz

e 3 — |
x+f +(1 2f)(1 x)_ 5.

A= o “?G
2.3 ) .
( >_ o Rﬁ;_f -
SN
s
Q_A—?%.f
?45—-7.

?rdcz tego mamy nastepujace par:arhétry' materiaidvéé' o
k wspolezynnik przepuszezalnosei, v
% wspdtezynnik $cisliwoéci probki. Izolowanc_],_
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wspotczynnik- rozszerzalnosci objetosciowe;,
wspolczynnik zawartosci cieczy,
vogdlniony modul scisliwosci,
wspolezynnik Poissona,

porowatosc.

W projektowanym systemic dowolne z wyZej wymienionych parametrow ma-
terialowych mozemy 1ozwazac¢ jako funkcje temperatury 7. Temperatur¢ w posz-
czegolnych punktach ofrodka moZna wyzmacza¢ z rozwigzania rownania prze-
wodnictwa cieplnego- dla przebiegu ustalonego:

U -, IO

@4 | V2 =0
lub dla stanéw nieustalonych : .
2.5 ' - v %
( . ) S ; ": aveT= 7t :

gdzie a jest W:'spéiés'zymiikiefxl pfzewbdzenia ciepla, a-t okrefla czas.
2.2. Warunki graniczne: .

Dla uklady 16wnati (2.1) warunki brzegowe formulujemy na konturze obej-
mujacym prostokatng siatkg (rys. 1) o.dowolnej liczbie wezléw, na kidra dzielimy
obszar catkowania. Na gornej czgsci br7egu I+ zakladamy dziatanie obcigZenia
rownomiernie rozlozonego tub obciazenia stemplem sztywnym. Dolna cze§é brzegu
IV-+V moze byé traktowana jako ograniczenie «warstwy» lub tez, (pizy zatoZzeniu
dostatecznej glgbokosci) mozna n2 nim stawiaé warunki tak jak dla pélplaszczyzny.

Boczna czesé konturu II4+V moze byé traktowana jako ograniczenie typu
«warstwy» lub przy ustawiéniu jej w odpowiedniej odlegtosci moze by¢ traktowana
jako nieograniczona cz¢s¢ badanego obszaru. Odcinek I--TV stanowi of symetrii.
Tak wicc wykorzystane w pracy warunki brzegowe mogac przv]mowac posta¢ naste-
pujacych wzoréw: :

(2.6) G a,;=g(f)=const,

gdzie g (1) jest réwnomiernie roztoZonym obcigzeniem zewngtrznym;
d P 1

2.7 f a, dx=?, Vo, = E (o, —vo,) dy coust

0

w ktorym P jest silg zewngtrzng dzla{ajacq na stempel, a v, ; jest pionowym prze-
mieszezeniem konturu I-+1II podczas obcigZenia stemplem;

@8 o e=00
w przypadku brzegu przepuszezalnego dla cieczy;
2.9) =0
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w przypadiu brzegu meprzepuszczalnego dla cieczy;:. .

i

(2.10)

(2-11) Txy=0
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OS Symetrit. - o lnsins el b
‘Rys. 1.

na czesci brzegu.‘II—”II.I; |

przedstawia¢ moga warunki dla czeéci brzegu IV-—V w przypadku w ktérym
stanowi ona ograniczenie wa.rstwy e
Dla ukladu réwnan (2.4) przyjmujcmy nastgpujqoe warunkl brzegowe.

(2.13) t=7,=const
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na konturze ¥—J1 temperatora; . . .- it L
@4 ==, e

na konturze IImIII gdz1e ! (r) Jest empirycznie  wyznaczong funqu okreslajch
éredniodobowy rozldad temperatury w okresie jednego roku.

Na konturze HI--V wartodci ‘brzegowe vzyskujemy na podstawie rozwigzania
przypadku jednowymiarowego, 2 na konturze IV—V przyjmujemy stale wartodcei
T=T,=Cconst. ' :

Rozwiazanie ukladu réwnai (2 1) oraz réwnama (2 5) Jest uzalezmone od od-
powiedniego- postawienia warunkow:poczatkowych dla:czasu wyisciowego: £,/ Dla
rownania rézniczkowego (2.5) poczatkowy rozklad temperatury moZemy otrzymad
w wyniku rozwigzania réwnania (2.4). Dla ukladu réwnati konselidacji przyjmujemy
jako stan wyjsciowy zerowe wartodci funkql o iF. lub tez mozemy w ogbinym
przypadku uzyskiwaé je na podstawie rozwlazan rownan rézniczkowych filtracji

{2.15) o= 0 .
oraz biharmonicznego rownania tarczy sprgzysté} ‘
(2.16) V2V2F=20

2.3. Projekt systemu |

Numeryczne sposoby rozwigzywania skomplikowanych zagadnier, konsolidacji
pozwalaja nam unikngé. szeregu - trudnoéci natury matematycznej, na. ktére. na-
potykamy przy prébach uzyskiwania rozwigzan.scistych. Z drugiej jednak strony.
numeryczne rozwigzanie wybranego przykladu Iiczbowego e upowaznia nas
w zasadzie do wyciggania bardziej ogdlnych wnioskéw jakodciowych. Zwykle
konieczne jest wykonanie znacznej liczby obliczen numerycznych. Algorytm oblicze-
niowy powinien wiee byé w pelni zautomatyzowany oraz dostosowany do specyﬁkl
pracy komputera, ktérego ‘koszty' ekploatacyjne utrzymuja si¢ ciagle jeszeze na
wysokim poziomie. Racjonalne sformulowanie problemu dla komputera powinno
uwzgledni¢ zastosowanie rozwigzaf systemowych wg z géry zalozonego projektu.
W naszym przypadku, zakladajac zastosowanie metody réinic skeficzonych oraz
uzycie komputera ODRA-1204, przewidujemy nastgpujacy projekt systemu:

1) samoczynne generowanie ukladéw réwnafh algebraicznych wg metody rénic
skoniczonych, przy : zalozeniw-: nigjednorodnych. wlasciwosci-: gruntu i uwzglf;dme-
niu wplywu zjawisk towarzyszacych'(jak np.. temperatury); oo

2) uwzglednienie wszystkich mozliwych z punktiv widzenia praktyki kombmac_]l
warankdw brzegowych przedstawionych w punkcie (2.2);

3) dowolne ustawienie warunkéw poczatkowych uzyskiwanych z.. ‘rozwigzaf
réwnan (2.4), (2.15} lub (2.16);

- 4) dowolny podzial siatki geometrycznej (oczka kwadratowe) pizez odpowiedni
wybdr kroku czasowego, przy. czym odbywaé sie to bedzie automatycznie ibedzie
okieslone: przez: z-gbry. zaloZony: dopuazczah)y biad obliczed oraz: warunek stabil-
nosci; e : v SIPNE %
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5) trzy warianty zapamigtywania macierzy oraz trzy metody rozwigzywania
ukladdw rownan algebraicznych;

6) polacznie wszystkich procedur w Jjeden paktet programowy, zorganlzowame
Sprawnego systemu: jego eksp]oatac_u : . :

' '3."PAK1'F;T 'rROGRAMGWY' e
3 I Zastosowame metoa‘y rozmc skanczonych
W ukladme (2 1) zastqpu;emy pochodne funkcy ai F wzgl:;dcm wspolrzt;dnych

geometrycznych . czasu przez odpow1edme wzory réznicowe (por [IO]) oraz. po
wprowadzemu sta%ych BHE : .

. 1Y (Q—I—R)Q‘
AT TRATAINR—QF
_2(RN|-RA—Q%) 4t
3.1 T heYR
_2QQ+A+NER)A¥
C3 = Q%R N

C(T): J_(Fl j-s—i"l'Fi J 1 ‘l'Fu4 F1+1 J-c:‘}ai J)t 1s

gdzw i,j sa wskazmkam1 ‘centralnego - wezla - trzynastopunktowej siatki: (rys 1)
otrzmeJemy uklad: réwnan rozmcowycn : ; : e

' Rl_-?.OF; —8(F, ,+,+F 1+F;+1 ,+F: 1, j)+ _ e
_ . +2(F1 IR J+1+F-1 J+14 F+1 ;+1+Fx+1 P 1)+
(32) ’ +Fa J+2+ e .2+Fi 2, JJFFH-Z J‘H'l "! i- 1+
. _. . '—P010;j+1“4010}j401 ‘o 1J+C1 !+1J =0,
RZ—F; ,+1+F” . 4}-} 1+FI b Fien, ,+czo, ek |
—|—c;,_ 041 — (4¢3~ ca)a[ j+c20, s j-? Czal+l J*_“C(’C)t 4=0.

Analoglczne przeksztalcema przeprowadzamy dla rownafi (2.4), (2.15) oraz (2.16)
z tym zastrzezeniem, ze w:tym przypadku kazdemu weztowi (f, f) siatki kwadratowe_}
przyporzadkowujemy : ,,gwmqu” p:qczopunktowq SRR :

“3.2.-Algorytm obliczén

-+, Zasadnicza funkcja algorytinu jest automatyczne generowanie i rozwigzywanie
ukladéw réwnan: algebraicznych. Przewidziano zastosowanie w pakiecie - progra-
mowym i wykonanie w zaleznosci-od stanu klawiatury: na-pulpicie ‘operatora,. trzech
wariantow realizacji tego zagadnienia.
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Pablica 1, Séhemat blokowy glgoryhﬁ

* POCZATER. l i

e : L wwiee 2| CZYTANIE DANYCH
T N RN "t f: WSTEDNY: DROGRAM. -
OBSZARU CALKOWANIA

B -Eﬂ,ﬁ:;m_muw;uw o
WARUNKT POCZATKOWE ]+ [WARDINKI POCTATMOWE | [WARUNIG TOCZATROWE |~ [OBLICZANIE ROBIADU
GENEROWANIE {7/ WYZNACZANIE: WARE.| - | - WYINACZANIE : |- Z&MQJNA;%WQS)'
ZEROWYCH Fo Z ROIWIAZANIA WARTOS(I G Z ROZW, g (2 &) OBLICT.
WARTDSC Fy i G ROWNANIA (2.19) ROWNANE {2.18) K_}(t}
EI.:[:I KL
R WARIANT . ., e
WMIUNK@W BRZEGOWYCH ‘ ) 7' . o
voodipiond | T TR I R T B :
GENEROWANSE MACIERZY GENEROWANIE | POPRAWIANIE]
] UREADOW T REWNAG | | MACIERZY: WART, FIG-
ALGEBRAICINVCH WG, METODY RELAKSMYINE)

ILOSC FLEMENTOW
PAMIETANYCH 2n-m

ILOS. ELEMENTAW
W PAMIECE (2hm)?:

. kLo
SR A 1 B
" ODWRACANIE | ROIWIAI\’WANIE !J!G:ADU USTAWIANIE
MACIERZY ROWNA ALGERRAICZNYCH OPTYMALNYCH

I _ WARTGSC)

3 LA AL
MNOZEMIE MACIERZY ;
ODWRACONE) PRZEZ
WEKTOR PRAWYCH

STRON ROWNAR
|
ZAPAMIETARIE - OBLICZONYCH
WARTOSCI FI G
WYZNACZENIE WARTOSCH g=F (t)
’ ' t= tk

NIE { TAK.

; KONIEC.

1. Sprowadzenie zadania -do rozwigzania dla kazdego kroku czasowego At
ukiadu réwnan algebraiczuych, ktdrych ilo§é jest ustalona przez przyjecie geome-
trycznego kroku siatki kwadratowej A, przy czym liczba réwnari musi odpowiadaé
podwdijnej ilosci weztow siatki, w ktérych obliczamy zmienne ¢ i F.
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2. Przy stalym kroku At oraz przy zaloZeniu niezmiennodci w czasie parametréw
gruntu, wspélczynniki lewej strony ukladu réwnan obliczane sa tylko jeden raz,
nastepnie dokonujemy odwrocenia macierzy i kolejno dokonujemy mnozenia ma- -
cierzy odwrdconej przez modyfikowany wektor prawych stron.

3. Zastosowanie tzw. «metody relaksacyjnej» [11], w ktorej nie wyznacza sig wspot-
czymnikéw réwnan. Obliczenia wykonuje sig na podstawie zapamigtanych wartodci
funkcii o i F w poszezegbinych punktach wgziowych wyznaczonych z warunkdéw
poczatkowych lub w wyniku rozwigzania poprzedmego kroku czasowego. Dla danych
warunkéw brzegowych przeprowadza si¢ kolejne «poprawianie» wartoéci o 1 F
w obliczonym wezle (7,7) w taki sposob, aby réwnocze§nie wyzerowaé obydwie
odchytki R, i R, we wzorach (3.2), Obliczenia prowadzi sig iteracyjnie, az najwigksza
odchytka w.obszarze przyjmic warto$é mniejsza od z géry za}ozonego bl@du Schemat
blokowy pelnego aigorytmu obhczen przedstawmno na tabhcy 1.

4, KONSOLIDACIA POD WPLYWEM ZMIENNYCH W CZASIE OBCIAZEIQ
4.1. Optymalna organizacja eksperymentu HUIeryCZRego

System obstugi dla pakietu programowego przew1du_]e ustawienie dowolne; | kom~
binacji dzialan wyszezegdlnionych, w projekcie (por. 2.3)). Optymalna orgamzac_]a
eksperymetu numerycznego powinna’ zapewni¢ przede wszystkim mozliwie maksy-
malne skrocenie czasu obhczen Mozna to osiagnaé przez odpow1edn1 dobor watlantu
algorytmu obliczen ‘oraz przez wiasmwy wybdr geometrycznego i czasowego kroku
catkowania..

Znaczne oszczqdnosm mozna uzyskaé przez zapanugtywame W zewnqtrznych
paml@cmch ‘maszyny pelnej «historii» procesu. Wowczas nie ma koniecznosci, aby
w kazdym przypadku startowaé z obliczeniami od poczatku, a ewentualne modyﬁ-
kacje eksperymentu mozna wykonywac, rozpoczynajgc jeod dowol_n_ej_phwlh CZASOWE].

4.2. P.'zyklad ficzbowy

Obliczenia wykonano dla przypadku konsoliﬁowanego podloza (rys. 1) obcia-
7onego réwnomiernie i symetrycznie na szerokoéci =800 cm nasypem (g=const)
lub stemplem, gdzie sita P=2ga. Szeroko$t A, =800 cm, gighokoé¢ B, =800 cm,
w przypadku rozpatrywama polplaszczymy oraz B; =400 cm dla warstwy. Przytho
nastgpujace wartosci stalych matenaiowych

4 2

kGs™ _003 kG’

. fc=10"4

2 m2

C
Lo=0005 e, =00l &G i

CE=100—,  v=03, f=035
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ktdére moga - ulegaé.. pewnym zmlanom W _procesie . obhczemowym w. przypadku
uwzglqdmema wplywu temperatury . Wyznaczonej na. podstawie réwnania (2.5). i
ktére wyznaczaja ¢, ¢; i ¢y w réwnaniach rozmcowych 3.2)

01 =5,75.10%  ¢,=3.103, ¢,=2375.10%

Wyniki obliczed przedstawiono na rys. 2-7. Na Wszystldch?tty'ch wykresach
numery krzywych. oznaczajg odpowiednio: 1) obciazenie nasypem,; potplaszezyz-

Gy/g § o
qit) . .
1ol Y <o oo '5‘233

gell o /.___._.__....__.________‘___1

/. e 5 :ﬁi_{"-_. '---7--,.-'4__

0,5 A - -

1 1 1 1 1 : R
o 20 Y &0 ap w10 MO tfgohy)

T

. e AR ¥
—"’,-.‘:.-..--;r/—’,//
LLLAA . 1 1 1 1

R 20 #0t(doby)

Rys. 3.

na, brzegt przepuszczalne 2) obciqzeme stemplem poIplaszczyna brzegl przepusz-
czalne; 3) obcigzenie stemplem poiplaszezyzna, dolny brzeg:jest meprzepuszczalny,



572 Lo oo G jppgY DOMSKI 1 JOZEF WILK

4) ‘obcigzenié nasypem, warstwa, brzegi przepuszczalne; 5) obciazenie  stemplem,
warstwa, brzegi- przepuszezalne; 6) obciaZenie stemplem, warstwa, “dolny brzeg
nieprzepuszczalny. ' e

\v .
10 () .
0840 ;
SR
0530 _ 7 s i
a4z, - : S il T
q,z_ ‘ . Comity 4
" | ! . . L e
o W 4. . 81 &y w0 12z %0 t{doby)
Rys. 6.
" Vm A

Rys. 7.

Przy zalozonej charakterystyce ¢ (£) rysi'21 3 przedstawiaja przebieg w czasie
wartodci naprezen pionowych o, dla 27 i 79 punkiu w konsolidowanym podtozu
(rys;:l);‘RySHHI'{'i 4 1 5 przedstawiajg rozklad w-cZasie ciénien porowych cieczy dla
punktéw podloza 27 i29. Na rysunku 6 przedstawiono zalezne od czasu osiadanie-
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punktu 1 podioza. Rozklad osiadania na glebokoéci 0,5 m. wzdiuz gérnego kontaru
dla czasu =25 (dni} przedstawia (rys. 7).

Przedstawioné rozwigzania hczbowe maja zasqdmczo shizyé jako testy mecha-
nicznych procedur na elektroniczna maszyng cyfrows.

.. Zamieszczone na tys.. 2-7.wykresy pozwalaja ponadto na, wyciagniecie pewnych
waioskow. dotyczacych wplywu sposobu obcigzenia oérodka-na’ przebieg procesu
konsohdacﬂ Chalakterystyczne s3 Téwniez roéZnice’ pomt@dzy wynikétni uzyska-
nymi' dla obcigzenia’ stemp]em oraz obcigZen réwnomiernie rozlozonych W1do~
czny teZz jest wplyw typu prznglych warunkow brzegowych nz ci§nienie poro-
we cieczy. - - =
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Pesome

CHMCTEMHOE PEMEHUE IIOCKHX 3A0AY KOHCOJHIALIAN TIPH [IPMMEHEHHY
METOOA KOHEYHBIX PA3HOCTEN

B pabore mpeacrasnena caCTeMa TIPOrpAMM POMIEHUA CHCTEM AubdepemmuamLsIx ypasse-
HUMA B YACTHBIX TIPOMIBONHELS KOHCOTANANHE C YYETOM BIHAHES TeMmpeparypsl. CMeINaHEas Ha-
HalbHO-KPaesas 3a/ava PeIieHa ONTHMANBHO G MROTHX BAPHANTOB. IIpHMEHEH MeTOI KQHEH-
HEIX pa3sHocTed ¢ OCOGEHHBIM YYeTOM NpPEANOMEHHOTO ABTODAMA DPEAKCALIAOHHOTO METONA.
Yucnennsle TPUMEpsl CAYKAT M WUTOCTPARHE H NPOBEPKH ANTOPHTMOB,
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SUMMARY

_SYSTEM SOLUTIONS OF PLANE. PROBLEMS OF CONSOLIDA'I‘ION BY FINITE
' DIFFERENCE METHOD

: 'This’ paper 'is concerned with the system: of programms of integration of pastial differential
K cquatlons of conselidation with influence of temperature. The mixed initial-boundary value problem
is solved opnmatly for many, variants. The finite difference techmque with taking into: account
the method of rela.xatxon proposed by the authors is applied. For a illustration and verlﬁcatlon of :
the algonthrns prcsented the numerlcal cxarnples were coumputed
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