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KONSOLIDACJA POLPRZESTRZENI LEPKO-SPREZYSTE)
Z WARUNKAMI BRZEGOWYMI TYPU SCZEPIENIA

ANNA KUMANIECKA (KRAKOW)

W pracy podano fcisle rozwiszanie osiowo-symetrycznego problemu konsolidacji polprzestrzeni
lepko-sprezystej pod obcigZeniem normalnym dzialajacym na brzegu z warunkami brzegowymi
typu sczepienia. Zadanie zostalo sformulowane i rozwiazane na gruncie trojwymiarowe], liniowej
teorii konsolidacji Biota dla réznych preypadkow przepuszezalnodci brzegu pélprzestrzeni. Otrzy-
mane rezultaty zilustrowano przykiadami liczbowymi.

1. WsTEP

Wiele prac poSwigconych rozwigzanin' zadafi brzegowych teorii konsolidacii
podjelo zagadnienia mieszanych warunkéw brzegowych. Jak si¢ wydaje, w hteraturze
tego przedmiotu, nie rozwazono wpiywu sczepienia na wielkoé¢ ostadan w procesie
konsolidacji. Praca niniejsza zawieia analize stanu deformacji i naprezef porowa-
tego odrodka lepko-spreZystego nasyconego ciecza, w ktorym proces konsohdac_]l
wywolany jest obcigzeniem normalnym dziatajacym na brzeg osrodka przy istnieniu
sczepienia w obszarze kontaktu. Zadanie zostalo sformulowane i rozwigzane na
gruncie tro;wymlarowej sprzgzonej teorii konsoltdacp Brora [1} w osmwo-symetrycz—
nym stanie odksztalcenia dla roznych przypadkéw przepuszczalnosm brzegu pol-
przestrzeni.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwazaé bedziemy dwufazowy osrodek odksztalcalny ztozony z porowatego,
jednorodnego, izotropowego szkieletu lepko-spigZystego oraz cieczy przesaczajace; sig
przez pory zgodnie z prawem Darcy’ego. Przyjeto, Ze szkielet ma wlasnodei reolo-
giczne zgodne z zasada dziedzicznoéei Boltzmanna bez starzenia z roéznymi wlas-
nosciami pelzania w procesie odksztalcenia postaciowego, objetoéciowego oraz
wywolanego cifnieniem cieczy w porach. W walcowym uktadzie Wspolrzqdnych
Orpz rozpatruje'ny pélprzestrzen z:20, ktdrej gladki brzeg jest obcigzony znanym
obcmZemem q (r t) (rys. 1). Podstawe rozwazan stanowi¢ bedi réwnania przemiesz-
czeniowe, ktére w rozpatrywanym przypadku ‘osiowej symetrii maja postaé

N(Au —--;;) +(N+Me,r=Ap,r,  NAw+N-+M)s, z=Ap, z
en Lk 3n

— Ap =— +s,
" I4 Otwp
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gdzie

J* 4 1 @ + a?

r*  r or 8z

oraz u 0znacza przemieszczenie radialne, w przemieszczenie pionowe, p ciénienie
cleezy w porach i N M A operatory caikowc Voltery H—go rodzaju {4]

q(r't) .

U
£=u,r+T+w,z, A=

Warunki brzegowe w rozwazanym przez nas zadaniu sa nastgpujace:
o, (r, 0, )=q(r, 1), Nrz0, Viz0,
2.2) u(r,0,1)=0, 0<r<l, :
o,..{r,0,)=0, . r>1
dla cinienia porowego przy rozwaZaniu procesu konsohdacp polprzestrzem z brze-
giem przepuszczalnym
2.29) p(,0,0=0, Vrz0, Viz0.
i z brzegiem nieprzepuszczalnym

- dp(r,z,t
2.2 L(a—z—lzo, Vrz0, V0,

Warunki regularnosci w nieskoﬁ_czonoéci maja postad
{2.3) lim (u, w, p)=0,

Rz

gdzie Rz= ]/ 22

w

Zaktadajac, 2e obciazenie brzegu polprzestrzem g (r, t) jest funkcja rosnaco
W czasle W spos6b ciggly od wartoéei zero do dowolne_] skonczonej wartosci, przyjeta
jednorodne warunki poczatkowe:
2.4) ulr, z, O=w(r z, D=p(r, z,0)=0,

ktére spelniaja wymagane dla ukladu rownan teori konsolidacji réwnania zgodnosci

[4].
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3. OGOLNE ROZWIAZANIE PROBLEMU

Przy budowie rozwigzania ogdlnego uktadu.(2.1) zastosowano transformacye
catkowa Hankela wzglgdem zmiennej r oraz Laplace’a wzglgdem zmiennej ¢, Wyko-
rzystujac znane wzory dla funkeji Bessela, postaé operatorow N, M, 4, twierdzenie
0 splocie dla transformacji Laplace’a oraz warunki poczatkowe (2.4), otrzymamy

o = )
N(E;— )u+(N I—M)( P)S—j—ﬂl‘fp, |

N( d?. . 2): o oo di= 4
3.1 A PRI LR
_k._ 4z ~ m . s
y Nz TR g SPT

gdzie

(p, z, s):f f u(r,z, t)rl, (prye~*drdt,
5

w(p, z.,5) 3 |
[P(p,z,s)] f{[p(r,z t)]r-fo(ﬂr)e " drdt,

dw
s(p z, s) pu+—d— :

. [++3 :
[N, 8, A= [ [N, M, Al e~ dr.
G .
Rozwigzanie ukladu (3.1) uzyskano metoda rozprzgZenia réwian zaproponowans
przez W. Derskiego, a szeroko omdéwiong » W pracy [4]. Przystepujac do rozwiazania
ukladn, (3.1} wykonano nastgpujace operaqe pomnozono rownanie (3.1), przez
p, natomiast (3.1}, zréZniczkowano wzgledem zmiennej z, a nastepnie tak przeksz-
talcone zwigzki dodano do siebie otrzymujac

) g2 d> ._
(32) N (2N+M)(Wp2)s— (dz—pz)p.

Uwzgledniajac trzecie z réwnaf (3.1) otrzymano rowname rochzkowe rzc;du czwar-
tego z mew1ad0mac funkch ciSnienia porowego .

N 2 __

gdzne dla zwn;ziosm zaplsu wprowadzono nast@pu_}qce oznaczenie:

EB_}J(?:n.“{“- A )
Uk Ny, 2NEM))




508 L. e o ANNAC KUMANIBCKA @00

Rozwigzanie (3.3) z uwzglgdnieniem (2.3) ma postac:-

G4 P=Ci(p sy e "+ Calp, ) e,

gdzle . o : - |

T m2=p*+sB. _

Wykorzystu_]ac Wartosc p obhczono i z (3.1); i podstawiono do (3.1),, (3. 1),.
Calki ogdlne tych rovman, po uwzgl@dmemu (3.4), sa natgpujace:

” ' ]'\7+ - pAC; -
u=C; e+ C,~— 5B, ze “= B¢ e,
(3.5 st _
~ “l"M = : m[i-Cz
w=Coe o B2 T R
gdzie _
in A
Be= TR

Wykorzystujac zwwgzkl ﬁzycznc 1 geometryczne otrzymamy transformaty intere-
sujacych nas naprezen B : :

- .- H(NMZ) _
6, =C, |(N+ 1) B, 2p+——5— B - Ajeor—
2ANm? G2 o
SE(2N+M) + 3.‘7( N+M)e C, Mpe=,
= MA  3n (2N+M) (N-§~M)
(35) 0= [ (NI-ﬂf.l'),razli‘l 2N + ———% ot
PSBCN+ID "+ Cs Mpe™'— Co @N-+-M) pe™,
= g 2w
0',.2=Cl (N"‘M)BITE"’Z e, e "=

. sB 2N +M )
: —C Npe=#*—Cy Npe—=.

W 'wyniku' przyjetej metody rozprzezenia ukladu réwnan zostal podniesiony rzad
réwnania filtracji z drugiego na czwarty. W zwigzkach (3.5) i (3.6) wystepuja cztery
wspélezynniki C;, C,, C5, C,, do wyznaczenia ktdrych potrzebne sg cztery relacje.
Trzech spoéréd mich dostarcza warunki brzegowe (2.2), a czwarty otrzymujemy
nwzgledniajac fakt podniesienia rzedu réwnania filtracji. Otrzymane wigc rozwia-
zanie (3.4) musi spekniac réwnanie (3.1);. ‘Stsgd' uzyskujemy poszukiwany zwiazek

7)+d|c, 0.

3.7 2Wp (Cs= c4)+[
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Przystepujac do uwzglednienia warunkéw brzegowych rozwazmy w pierwszej
kolejnodci pdlprzestrzen z brzegtem z=0 przepuszczaloym. W tym przypadku
obowiazuja warunki (2.2)-(2.2"). Wrykonujac na mnich transformaqe Laplace’a
i Hankela otrzymujemy T

[MJ._+ 3., (ZN—I—M)(IV—I—M)] ggﬁpz L,
) ET 2N BN 11

+C3MP (2N+M)pC4~q(p,s),
(3.8) J[ B(Zﬁ-f—M)]Jl(pr)pdp dla. rl,

f [% C,(N+M) B, +§(%$£ﬁ73 —pN (C3+C4)] pJ (pr) dp=
0 dla r>l,
‘ C,+C,=0.

Warunki (3.8),, (3.8), 1 (3 7) pozwalajq wyrazlc mewnadomc ¢y, C;, Cy przy
pomocy C, w nastqpujqcy sposobs; :

Ci=—C,

_ 1 1 [3n QN4

69 ST T 25, 9 9+ [ccw T 2N Aag e 2N 5B (2N+M)]

2(p, 9) 1 [3n 24p* ]
“"““—‘:‘“"““’“"w T T T T T T — CZ
28p 20|, SBQN+M]

C4"_” -

Pozostale warunki brzegowe prowadza do ukladu dualnych réwnan catkowych
z_piewiadomg C,:

w,

sz {q(p,S) ——(2N+M)BCZ}JI(W)JP dla . rf,
G 7 o C e

f{;(ﬁa 5)—C, [El(ﬁm%ﬂ)——ﬁﬁ]}ph(m)dp dia r>1.
Podstawiajac o . -

~ - ZIN (m-“ )
Qj(ﬂss)zp{qw:s)‘"cz [El(N“l“M)‘#]WD)—]}
Am -+ ,

(.10 ; - By(N+M) (m+p)? _—mp (m-+-p)

N 7.
169= 55 | 109G LG dp.
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Uklad réwnaf . (3.10) ma.postac:

ARsE o
f 69 1- o |Niend=
° 2 —— e _
(3.12) L e B g o (k)

| =f( s da r<i,
f 4510% S)Jl(pr) dp=0 dla _ r>l._
Wprowadzajac zmiang zmiennych
(3.13) o N ri—lu,_'._'p=l'_'1z:_.

oraz podstawienie

sBANP

G120 )= 1= e
T+ )| (07 B i1y

2N+M oNym (m +”)]

uklad (3.12) mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:

f@(b, 5) L. (v, 5)J, () &v;f(u, s) u<l,
(3.15) w : o -
[ @@, (w)do=0, " u>1.

Tak wigc mieszany warunek (2.2), zostal sprowadzony do ukiadu duainych réwnar
catkowych z funkcjami Bessela rzedu pierwszego. Postgpujgc analogicznie w przy-
padku wyznaczania stanu odisztalcen i naprezen polprzesirzeni'z brzegiem nieprze-
puszezalnym, tzn, wykorzystujac warunki (2.2);, (2.2),, (2.2"") otrzymujemy naste-
pujacy uklad dualoych réwnan calkowyeh: :

fcpz(-v, 5) ._9,"2(.?), NI, tué)dvzf(u, 5, | w<l,
0

(3.16) B
) f @2 (‘U, S) Jl (uv) CI?J:O . u>1 .
gdzie
o= m o _ 24N mte) ||
D, (v, S).=-~E— q (:‘7-_’, 5)—C, *;"(N—I_—M_) B, —W_ﬂﬂ }
(3.17)

2!

flu, 9= TR f ;} (@, 5} Galo, 5) Ji. () dfv_,
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(3.17) o AsB (-t 2v)
ca)  Ga(w, 5)=1-— IR , -
B1 (NTM) 2/ (m—f—‘v)z “"a{_}:ﬁ?)z (m+t))
ANsE

24N
QN+ M) [m (m+w)231 (N8 TN 22 (m-+4-v)]

1
Z3,9=—|1-

Rozwigzanie ukladow dualnych réwnad (3.15) i (3.16) moze ‘by¢ dyskutowane
wspolnie _

f Z (2, S}Q'J (@, S)ffl (uoj dz;.?—ff(u,'s)', B u<l,

{3.18) - o
fdi(zr, ) () dv=0, u>1,
IR TR, 0 o Cotinel o
' [ #y (e,8) dla brzegu.'pr;zepuszczalnego,.:._ ;
# (v, 5)= .
£, (v, 5) dla brzegu nieprzepuszezalnego,
{3.19) ; :

oy (v s) dla brzegu przepuszezalnego,
b (v, s) =

@, (v, 5) dla brzegu nieprzepuszczalnego.

Do rozvvlqzama ukladu (3 18) za.stosu;emy metodg Uﬂandd-chledlewa [8] Poszu-
kiwaé bedziemy niewiadomej funkciji - ‘ :

s e R nmmegr A SR
(3.'20)' : .a:. (-a, S)=v f tp(f, ) sinm: d«:j

Wstawmjac (3 20) do (3. 18) po przekszatalcemach L wykorzystamu wlasnosm caikl
Webera-Schafheitlina stwwrdzamy, ze réwnanie (3.18), jest spelnione tozsamoséciowo.
Réwnanie (3.18), daje sie sprowadznc do réwnania Schlomllcha ktérego rozw1qzauze
ma postaé

T . 1
(321) : L @ (un s).._..; f P (é; S) K;(u:‘és S): d&m_u‘F(H,LS),
0
gdzie
| K& 9=H-ug-H (¢+u; oF

a. 22) ' H(§+u v) fM(v s)cosw(f-p_u)dzr

M, (v, s dla brze u prze uszczalnerro
M(U,S){ 1 {#, 8) gu przep

M, (2, 5) dla brzegu meprzepuszczalnego
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G22) . sBARP
fed.] M, (v, 8)= T : 2 ,
(QN+M) L(erf’)zBl(N"f"ﬂ) ETaNa ‘l’(m-i-ﬂ)]
sBANI2
MZ (‘U’ 5) = - /ﬂv L]
QN+M) L(m—{—'a) miB, (:]W—JE’) N —=v (m+v)]

2. (v, 8)=1-M(v, s},
nf2

Fu, s)—~-~-—[f1 (0 s)+uf fl(usmﬁ s)d@]
fl(u,s)“uf(u,s).

Réwnanie (3.21) jest réwnaniem Fredholma drugiego rodzaju z jadrem ciagtym
i ograniczonym co wynika z (3.22),. Wykorzystujac symetri¢ jadra K(u, &, 5)
oraz nieparzystos¢ ¢ (u,s) réwnanie (3.21) prze‘dstawimy w postaci

(.23) @@ﬂm“fW@@H@ m@&——F&ﬂ

Znajdujac stad ¢ (é‘, s) a nastqpme Z (3 20) @ (*v 9) uklad réwnan catkowych zostanie
rozwiazany. Skomplikowana postaé-jadra réwnania (3.23) nie - pozwala: uzyskaé
rozwiazania Scislego w postaci zamknigtej. Mozemy jednak dokona¢ analizy wiasnosci

1
rozwigzania, zaréwno bowiem Jadro H (5 u, s) réwnania (3.23) jak 14 F (u, )

sq funkcjami ciaglymi i ca}kowalnynu Z kwadratem Stad mozemy wnosi¢ o regular—
noéci funkcji ¢ (u, 5). Najefektywniejsza metody rozwiazania réwnan wydaje su; byc
metoda ortogonahzac;n Poszuku]emy rozw1qzama w postacl -

62 pwo= Y a0Rw,

gdzie P, (1) jest ukladem zupelnym funkcji ortogonalnych na przedziale {(—1, 1), a

@ (u, 5)= Hm ¢y (u, 5).

N

Podstawiajac (3.21) do (3.23) i mnoZge réwnos'é (3.23) kdlejno przez P, (u) dla i=
=1, 2, ..., N, catkujac wzgledem u w przedziale {—1, 1> otrzymujemy ukiad réwnad
hmowych algebraicznych z niewiadomymi wspolczynmkam; a, (s) w postaci

(3.25) Y 4@ 8 O=B.),
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gdzie . C
4,@=— [ | K(«s,us)ﬂ(é)ﬂ(u)dudf dla ij,

21
A= | Pr@du— | f K(f,us)Pk(é)Pk(u)dudé dla-. i=j,
Bu= [ - Fw,5) Puwds.

gl

Wzory Cramera pozwalaja efektywnie obhczyc wspolczynniki a, (s). W rozwazanym
zadaniu interesujace sa rozklady napresen ‘stycznych w obszarze obcigZenia brzegu
Ppoélprzestrzeni i osiadanie brzegu péiprzestrzeni.

Wykorzystujac (3.18), dla u<1 wyznaczy¢ mozna transformate Laplace’a roz-
kiadu napreZe o,, na czgdci brzegu’ po}przestrzem pozostajgcej pod obcigZeniem.
Ma ona postac

§<<1

R T

_d pef . @' (,5)
—~——(;,;‘]f[Ofcv(é‘,S)smvédé]Ju(uv)dv— ——f,/éz_uz ;

gdzie ¢ (£, 5) jest rozwigzaniem réwnania (3.23).
Z. otrzymanych rezultatow wynika, ze napr@iema o, (4,0, 5) sg funkqaml sla-
boosobliwymi w punkcie (1, 0, 5), tzn. na koficu przedzlalu obciazenia.
Korzystajac z (3.2), dla z=0 mamy
~ A‘C 2R
(327) N W(p, 0, .S')= C4 “m_'

Podstawiajac wyraZenia otrzymane z (3.9); za C, i otrzymane z (3.11), za C,
W przypadku rozwazafi dotyczgcych polprzestrzem z brzegiem przepuszczalnym
po zmtame Zmiennych wg (3 13) i podstawxemu za @ (v s) wg (3 20) mamy

"?I(w, ) (21V_+M) B %

(28 50,9~ — St
Tol-1 | B ¢ 7y — e
e o
(3" 24 B
: l e
Oy 2N+M m—l—v

) f qa(es) sin v&jdé

[ _.ZJN v ] !
v | BiN+M) - WL mto :
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gdzie ¢ (&, 5) jest rozwigzaniem (3. 23).
Dla polprzestrzeni z brzegiem nieprzepuszczalnym zwiazek okreslajacy transfoi -

mate przemieszczenia brzegu ma postac

- 4. 3)4(2N+M)E“——

(3.29) w(v 0,5 = - - =% = S
2Nwl~ 1[~(N+M)Bl m m—i—v]
(i.ﬁ+_ﬁi— )1‘2 f @ 5) sinol dE
%y Y AIN+-M mito 3 Plss
T AR e 1’
- 2le1(N M) ] :

2N—l—M m%w b

4. PRZYKEAD LICZBOWY

Dla pelnej analizy rozwazanych zadad wykonano przyklad lxczbowy, w ktorym
przyjeto obciaZenie brzegu obszaru w postam

(r, t) T{#) g0 (r)

gdzne Tr (t) przedstawmno na rys } 2.

()|

~¥

Q

Rys. 2

Przytha postac funkql T(t) z wystarczauacq dla zastosowan dokladnoscnq apro—
ksymuje rzeczywisty przebieg przylozema obcrqzema na grunt 1o jest czasem, w kto-
rym zostaje przylozone catkowite obcigzenie. W obliczeniach przyjeto #,=1, 15,
30, 100 dni. Parametry charakteryzujace: wlasnoéci fizyczne osrodka zaczerpnigto
z prac [7,9]. Majg one charakter, orlentacyjny i aproksymu_]q jedynie -wlasnossi
pewnej grupy gruntéw ghmastych :

Przyklad liczbowy podano dla “szkieletu spr@zystego Uwzglqdmeme reologit
ofrodka w przykladach liczbowych nie, przedstawia merytoryczoych trudnofei.
Do obliczenia retransformat Lap[ace'a i Hankela zastosowano metodg wielomiandw
imterpolacyjnych podana w pracach [5, 6]. Rozwiazanie réwnania catkowego uzy skano
metody ortogonahzaql przyjmu_]qc _]ako uktad funkeji {P, ()} ukiad wielomianéw
Legendre’a.-
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Parametry charakteryzujace wlasnoéci ofrodka przyigto nastepujgce: /=500 cm,
n=04, 4=20 kGfem?, M=2383,33 kGjcm?, N=125 kG/cm?, o'“-6 104 kG/cm
k=2.10"1 cm/dobe, k= 2 cm/dobe, go=1 kG/cm?.

" Obliczenia wykorano na komputerze CYBER 72, Otrzymane rezultaty zostaly
zilustrowane na wykresach. Sporzadzone zostaly wykresy obrazujqce przemiesz-
czenie b1zegu polprzestrzeni dla réznych predkoséci obeigZenia i roznych wspdlezyn-
nikow filtracii. - :

5. WNIOSKI KONCOW'E

Otrzymane rezultaty jakosciowe i prezentowany przyk}ad hczbowy pozwolity
poréwnaé wartosci przemieszezefi brzegu polprzestrzeni z wymkam_l podanymi
w pracy [3],gdzie przyjeto jednorodny warunek brzegowy dla napreZen stycznych.,

w___ 00 so0 woo  Int
" Lo T I
1 —
2L -
4 dlz k=2crn/dobe
4 = &1 k=Q2cm/dobe
5|
Wl Y

Rys. 3. Wykres przemieszczen brzegu potprzestrzeni dla roznych wspolczynnikow filtracji dla r=0;
brzeg przepuszczahy

1 m w1 sop oo int

wlemie

Rys. 4. —— — przemieszczenia brzepu polprzesirzeni bez uwzglednicnia sczepiemia, — — prze-
mieszezenia brzegu polprzestrzeni z uwzglednieniem sczepienia. Wykres przemieszczen brzegu
podprzestrzeni dla réznych predkosci obcigenia =0, £k=0,2 cm/dobe, brzeg przepuszezalny

Mialo to na celu analizg wplywu sczepienia na przemieszczenia brzegu pélprzestrzeni.
Roznice ilosciowe obrazuje Rys. 4. Widoczne jest znaczne zmniejszenie przemieszezen
brzegu w przypadku rozwazania zadania ze sczepicniem,
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PeijomMe

KOHCOJIH,I{AIII/I}I BA3KO YHPYTOF (8] HOJIYHPOCTPAHCTBA C FPAHMNYHLIMI
"VCIIOBUSIMH THIIA CLIEINIEHMSA

B paboTe maercda TOuHOS peneHye OCCCHMMETPHYHON 3af44M XOHCOIAMANMY BAIKO-YIPYIoro
MONMYOPOCTPAHCTIEA MOA AOPMANLHOE Harpyskoit NelfciByromell Ha rpadune ¢ MPAEMYHBIME YCHO-
BHAMA. THNA CHEnUIcEEs. 3afa9a copMyiEpoBaHa W peilieHa Hi TPYRTe TPeXMepHO, JMRelHO
TEOPHH KOHCOMBIANmA BroTa M pasHEIX CIyYacE UPOHHUAEMOCTH ITPAaRANEl TOIYEPOCTPANCTRA.
TlonysesHpie PE3yLTAaTR HIUIOCTPUPYIOTCH YHCHOBRIMH HpHMEpaMI.

SUMMARY

CONSOLIDATION OF VISCOELASTEC' HALFSPACE WITH BOUNDARY CONDITIONS.
OF COHESIVE TYPE |

The exact solution of axially-symmetric: problem of . donsolidation of visco-elastic halfspace
subject to normal load acting on the boundary with boundary conditions of cohesive type is presented.
The problem was formulated and solved on the ground of the three-dimensional linear Biot's theory
of consolidation for different cases of permeability of the boundary of the halfspace. The results.
obtained are illustrated by numerical examples.
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