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Celem przedstawionej pracy jest pokazanie, iz obecnos¢ odksztalces lepkich wyonu_]e rozmce
ilofciowe jak i pewne efekty dodatkowe w stosunkn do wymkow klasycanej anahzy przystosowama
konstrukeji sprezysto-plastycznej. : : .

1. Wsmr:-'

Okreflenia stopnia bezpieczefistwa konstrukcji poddanych zmiennym obcigze-
niom zajmuje si¢ teoria przystosowania [1 i 2]. Dotychczas brak jednak rezultatow
systematycznych badaf wplywun pelzania na przystosowanie sie konstrukcii lepko-
sprezysto-plastycznych, cho¢ pewne zagadnienia z tego zakresu byly juz studiowane
I, 6i7.

Celem przedstawione] pracy jest pokazanie, iz pojawienie si¢ odksztalcen lepkich
wywolujé réznice ilosciowe, jak'i pewne efekty dodatkowe w stosunku do wynikow
klasycznej analizy przystosowania konstrukeji sprézysto-plastycznej. Wystepujace
w takim przypadku zjawiska przeanalizowano na przyktadzie lepko-sprezysto-plas-
tycznego preta o koncach utwierdzonych, poddanego cyklorn ogizewania i chlodzenia.

Jezeli amplituda zmian temperatury jest dostatecznie mala, to odksztalcenia
plastyczne w ogdle nie wystgpuja. Pojawienie si¢ takich odksztafceri powoduje
zwykle powstanie naprezen resztkowych. Poniewaz odksztalcenia lepkic wystepuia
przy kazdych w1elk0501ach naprezen, przeto powstate’ naprezenia resztkowe beda
slabngé. W rezultacie ewentualnie juz osiagniety stan przystosowamia zostanie
utracony. Fakt ten powoduje, iz w obecnosei odkszialcen lepkich, przystosowanie
w sensie klasyczaym nie jest juz mozliwe: nastepuje zjawisko cyklicznego narastania
odksztalcenl plastycznych lub zmgezénia.- W pracy omowiono charakterystyczne
studia zachowania sig elementu lepko-sprezysto-plastycznego, obliczono przykladowo
krytyczna liczbg cykli potrzebna do zniszezenia, przeprowadzono dyskusje zacho-
wania si¢ elementu lepko-sprezysto-plastycznego i elementu sprezysto-plastycznego
w zaleznoSci od amplitudy tempratury i dlugosci eykln:*

2. POIECIE PRZYSTOSOWANIA

. O konstrukcji méwimy, ze przystosowala sie do danych obcigzen, jezeli na dalsze
ich zmiany reaguje juz czysto sprezyScie. Sam fakt przystosowania jest mozliwy
jedynie wtedy, gdy po pewnym czasie naprezenia resztkowe, powstale w wyniku
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trwatych odksztalceni, nalozone na napreZenia spreZyste od obcigZefi nie naruszajg
warunku plastycznoéei w zadnym punkcie konstrukcji. W przeciwnym razie cykliczne
przyrosty odksztalcent plastycznych mogg — nawet pomimo niewyczerpania no§nosci
granicznej — doprowadzié do tzw. zniszezenia przyrostowego wskutek nadmiernych
przemieszczed lub, w przypadku przemiennych znakéw przyrostéw odksztalcefi
trwalych, do zniszczenia w wyniku niskocyklowego - zmegczenia materiatu.

Ustialone na podstawie badan do$wiadczalnych kryterium zniszezenia na skutek
zmeczenia niskocyklowego ma forme:

(2.1) SePN1lv=g,,

gdzie J&” oznacza amplitudg odksztalcen plastycznych, &, v stale materialowe oraz
N liczbe cykli do zniszezenia. _ _ _

W dotychezasowych pracach z teorii przystosowania fizyczne kryterium (2.1)
i wa runek niewystgpienia zniszczenia przyrostowego wskutek narastania odksztatcen
plastycznych przyblizono warunkiem skoficzono$ci pracy plastycznej:

o
(2.2) - [ ot de<co.
(4]

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU .

Przeanalizujemy wplyw odksztalcenn lepkich na przystosowanie konstrukcii.
Dla jasnogci zilustrowania zjawiska rozpatrzymy prosty przykiad preta obustronnie
utwierdzonego, poddanege zmiennemu obciaZzeniu termicznemu. _

Zakladamy, Ze catkowite odkszialcenie jest suma czterech. czgfci: spreiystej,
termicznej, lepkiej i plastycznej,

(3.1) : e=e8-4-5T+5C4-¢?,
gdzie _
FO=7, D=0, EO=no@);
gr=0, gdy —ogp<0<0y;
20, gdy o=0g;
70, gdy o=—o,

W warunkach tych E oznacza modut Younga, 6 (f) temperature, ¢ czas , o wspolozyn-
nik liniowe] rozszerzalnoéci cieplnej oraz n wspélezynnik lepkosci.
Zakladamy ponadto idealna plastyczno$¢ materiaty, tzn.

— O ROKOg.

Przy rozpatrywaniu konstrukcji sprezysto-plastycznej mozna wyznaczy¢ wspolezyn-
nik bezpieczenstwa wzgledem nieprzystosowania, gdy dane sa granice zmienno§ci
obcigzen, natomiast historia obcigZen nie jest dana jawnie. ' '
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- Wystgpowanie odksztalcen'lepkioh: powoduje: koniecznos$é innégo sformulowania
probleméw brzegowych niz dla konstrokeji z materiatdéw nieczulych na wybor skali
czasu. Dlatego rozpatrywane cykhczne obclqzeme termiczne @ () takie, ze pret
podgrzewany do temperatury g%, a nast@pme chlodzony do zera - }est dane w spo-
s0b bezposredni: VI TP N I O R

(3.2) f(H)= Z [0%1(t—nT)= 61 (¢ —nT~a)l,

gdzxe 8" oznacza amphtudg zmlan temperatury, T a—l—b dlugoéc Jed_]]ego cyklu
przyczym T

‘ l ]esh ‘ t:/:O,
oraz gdzie n oznacza liczbe cykh SR

Zgodnie z dotychczasowym kryterlum na nieprzystosowanie bedziemy obliczac
warto$¢ funkcjonatu (2 2). W tym céhn nalezy wyznaczyc napr@zema i odksziatcenia
plastyczne w kazdym cyklu.

Przyjeto nastepujgce oznaczenia: o7 (#), &f"(7) sa to naprqzenla 1. odksztatcenta
plastyczne w p-tym cyklu dila (n—1) T<t<(n D T+a, oy(t), &ff (1) napreZenia
i odksztalcenia plastyczne w n-tym cyklu dla (n—1) T+a<t<nT

Ze wzgledn na utwierdzenie preta mamy

(3.3) B £()=5()=0.

Analiza przeprowadzona bedzie~dla- Wartosm 'zmphtudy temperatur Y WYZNaczonej
162znymi funkcjami: odksztalcei plastycznyc,h Okaze si¢, Ze jedynym przypadkiem,
gdy funkcjonat (2.2) przyjmuje wartos§¢ skoficzona, jest przypadek trywialny e? (£)=0.
Warunek ten wyznacza wige od razu graniczna wartodé axﬁblitudy temperatury
3:, pozwalajacej na przystosowanie W przeciwnym razie pojawienie sig, odksztalcer’l

plastycznych w obecnofei odksztalcen lepkich powoduje, Ze catka fcr, y 31 L dt
0,
moie byc dowolme duza co oznacza w klasyczne} anahz]e meprzystosowame kon-

strukcji.
© 4 STAN LEPKG-SPREZYSTY
Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy napreZenia sg tak male 0% <o,fak, Ze

nie powstaja odksztalcenia plastyézne. Ze 'wzgledu na utwierdzenie pr@ta przyrosty
{)dksztalcen 84 ZETOWE, CO PO uwzglqdmemu zw1azk0w konstytutywnych (3 1), daje

@1 B —Q+p;m'(r) =0.-

Calka tego réwnania jest ¢ (f}=Ce ™57, z warunku zedla =0 nie zdaza si¢ pojawié
odksztateenia lepkie, tzin.' £ (0)+£T(0)=0, wyznaczamy staly 'C i w rezultacié
dla 0<t<a mamy :

4.2 gk = — ol Ee

Rozprawy Inzynierskie — 4
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Dla a<i<€a-Lb=T wzdr na naprezenie uzysku_;cmy, dodajac odpowwdme translacje
-wzoru(42) . . o _ S

(4 3) i a'n(t) aI () -0 (1— a)wace*E(e"E" 1)e~m
Naprqzeme w (n—l—l)-szym cyklu otrzymuje si¢ podobnie:

ot @ =of(f)— o1 (t~nT),

@4
"“(t)-*al’*_l(t) aj (t—nT— a) ar“(t)—— {—JI (t—nT) o7 (t-—nT-—a)

Nleznane naprqzeme a; (t) uzyskujcmy przez rozwinigcie rekurencyjnc WZOru -na
ofi 1 {¢). Po wstawieniu do (4.4) otrzymujemy uklad rownan na naprezenia w (r--1)-

-szym cyklu:
( wEa__ 1)(1 e1;12(ur:+1))1‘

of O =af* B~
“ "E" 1} (1 — gt :
S +l(!) M:FE[[( 1 }e(!’ETE T) é'iE"T]e—llEt
Wykres pokazano na rys. 1.
.. 'a(f)ﬂ o
On
& e
AT T - Eaas e )T h e
: /°Y/J —-

" Rys. 1. Wykres naprezeniz w (ﬁ—?l)—éﬁyﬁl cykiu obéimnia"d]i{'ﬂ*é o E

Dla a<b otrzymujemy |a(nT)|> lo (nT—{-a)l Wa_rtosca funkcji [o-(nT)l n=1,2,.
tworza ciag malejacy. Wynika stad, Ze nieréwnoéé a,3|¢ (0)| réwnowaina Warun-

kowi 9'?£E implikuje warunek. niepowstawania odksztalcei plastycznych.

5. PRZYROSTY ODKSZTAECEN PLASTYC_Z_NEYC[%‘_JEDNAKQWEGQ ZNAKU
" Postepujac podobnie jak w przypadku poprzednim dla przedziatu temperatury
Gy G .
R :.%S__ﬁ —yEq
_ ok 0 ol (I+e™™)
otrzymujemy wz{orx_ha _naﬁrq:z_é_nia w_(n+1)-szym cyklu obcigzenia (rys. 2.a):

n+1 (f)= —ay est(nT-t),

a.ilI-l- 1 (t) = [_:_.0.0 eu_EﬂT_I_mHH- EerflE-'uT+a)] e~ MEr,

(5.1)
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Wynika z tego, i2 material uplastycznia si¢ tylko w chwilach r=n, n=1,2, ... . Na-
tomiast w punktach ¢=nTa-}a napre¢zenia sa mnigjsze od ay. '

sl 4

o _ |

0{ gt ) l\

M~ [

nT e - : -
01

uG’o

el b

3 -

")L ar@- Loyt apre Tl gt

Rys. 2. a) naprgienia i b) odpowxadajqce im odksztalcenie plastyczne w (::-I—l}-szym cyklu ob-

cigZenia d!a —-E 2 slh <_.__ (1 JrgmmEay

- Mozna, korzystajac ze wzoru (5.1) oraz z warunku zamocowama preta §=0
wyliczyé odksztalcenia plastyczne w (z=1)-szym cyklu (rys 2b).

-0, : a
é’i‘“(t)= "[ 3 o8"'3(".T")-i-'a0"'..’+ac(nT)“"“E‘O e."E.("T""-TEE]r.

¢.2) = —aC(T) +5 ~ o,

RE{nT — 1) af* HE(uT+a~t) 1 oC +— ME (T —1¢) __
€ +e Fertiiart) g BT ok

.n-!-l | ~ 9

gy D= E
Gy

: —f—af)"' ”“"““""4—06"‘ .———.n;c(nT)-!-———ocf)’

W kazdym punkcw t= nT n=1, 2 dysypUJc sn@ stala wartosc pracy plastycz—
neJ (por. dodatek)., Wynika stad ie kryterium adaptacji. w_sensie. ograniczonosel
pracy plastycznej nie jest w tym przypadku speinione. Ze wzgledu na stalos¢ znaku
przyrostéw odksztatced plastycznych mozna przypadek ten przez analogie do kla-
sycznej analizy nazwaé zniszczeniem przyrostowym, choé w rzeczywistodci, ze wzgledu
na zamocowanie preta, przemieszezenia catkowite sa réwne, zeru. Zostanie wykazane
dalej, ze zjawisko to nie wystqpuje w prccle sprgzysto-plastycznym, gdy brak jest
odksztalceri lepkich,
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6 PRZYROSTY ODKSZTALCEN PLASTYCZNYCIL ' PRZEMIENNEGO ZNAKU ;.10

Dia przedziatu temperatory 6% >—— (1 ) otrzymujemy _Wzory na napre-

#enia i odkszta.lcema plastyczne w (n+ 1) szym cyklu (rys. 3 a, b)

n+1(f)ﬂ_o. enF{nT t) 7

+1 (t) G enE (nT+a—t)
(61) - . +1 (l') — —-EC (nT) R, OtB"L .

pn+l C %o —yEa
gyt ({f)=—¢ (nT)-——E—e .

sthh a
0‘}? _ . G'_é.z“"
™ )71
nT A ?
- 60
_ . 1
)2 " -2t~ e
] 1 I

Rys. 3. a) naprezenia i b) odpowiadajace im odksztalcenie plastyczne w (n+1) -SZym cykiu ob-
. ‘cigienia dla 9*>— (1 4-e 8y

W tym przypadku material uplastycznia si¢ w chwilach ¢ =nTit=nT+a,n=0,1,2 ...
Energia plastyczna dyspowana moze po dostatecznie wielu cyklach staé sig «dowolnie
wiclka». Ze wzglgdu na zmienny znak przyrostow plastycznych nastqu Zniszczenie
na‘skutek zmeczenia niskocyklowego. - ‘

Przy: zalozeniv’ g==b przyrosty te ‘bedg symetryczne. ‘Mozna’ WIQG korzystajqc
ze' wzorn (2. 1) obhczyc IlCZbQ oykll poprzedzajqcych Zniszczenie:

Nl (50 11”* —|
b =2 (e |
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Dia ilustracji obliczono liczbe cykli do zniszezenia w zaleznoﬁm od wspolezynnika
lepkodci i dfugosei cyklu temperatury przyjmujgc: - ©

30—0 229 9#_3000

T
0H2500kG/cm2 k= n#cm?*-/k@
z=12-10-6,

Tablica 1, Liczba cykli temperatury pofriébna"'do: niszezenia

k em?/kG 10-° | 107 | 10-® | 10-° | 1o | jo-ut -0
N 9444 | 23194 | 31286 | 32435 | 32555 | 32567 | 32568

Z tablicy wynika, 7e whasnoéci lepkie materialuy zmuiéjszaja wyirzymalosé na
znaczenie niskocyklowe.. Wspélezynnik. k- zalezy nie tylko od parametrn  okreéla-
jacego wiasnosci pelzania materiatu; ale réwniez od dhugoéei cyklu temperatury.
Jest to naturalne, poniewaz w zaleznoéci czy cyl_:de sq szyb]de, czy wolne — wlasnogei
lepkie maja krétszy lub diuzszy czas do zamanifestowania sig.

7 MATERIAL SPRI@ZYSTO-PLASTYCZNY

Dila poréwnania na rys 4 a, b c pokazano zachowame preta w (n--1)-szym
cyklu w przypadku niewystgpowania odksztalcen lepkich Nalezy tu, w zaleZznoéei
od amplitnd temperatury, rozrozni¢ trzy przypadki:

@D L aESes

W przypadku (7.1), konstrukeja zachowuje si¢ przez caly czas czysto sprezyécie.
Nie wystepuje wigc problem nieprzystosowania. Natomiast w przypadku (7.1),
pojawiaja si¢ odksztatcenia plastyczne, lecz stabilizuja si¢ one poczawszy od drugiego
cyklu. Znaczy to, Ze konstrukcja po pierwszym cyklu przystosowala sie do danego
programu obciazenia. Przypadek (7.1); jest przypadkiem njeprzystosowania W kai-
dym ‘cyklu pojawiaja sie przyrosty naprezen’ plastycznych: przemwnego znaku, co
prowadZI do zmeczenia niskocyklowego. \ .

‘Liczba cykli poprzedzajacych zniszczenie wynos1

N Dy~ 1YY = €o ”
Nl @)1 =[——5~

=g/
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Rys. 4, NapreZenia i odksztalcenia plastyczne w (n-i—l)-szym cykln, obquema dla preta sprezysto-
20'
b)—~ <e*< L0 0
_ocE

plastycznego przy roznych amplltudach ternperatury a) g% <——
Przy}mujqc wartosci parametrow ¥,. ao, 9 ac, E 80 Jak w punkcie 6, otrzymano N—=

=32568 cykh.
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8. WNIOSK1

Pojawienie si¢ odksztalces lepklch przy dowolnie maltych napreseniach w istotny
sposob wplywa na zachowanie preta. Przede wszystkim. zmienia si¢ zakres zmian
temperatury (lub obcigzefi) pozwalajacych na przystosowanie. W przypadku klasyez-
nym - graniczna - wielkofcig -amplitudy temperatury ! jest 05, =20,/c.E, natomiast
przy pojawieniu si¢ odksztalcedt lepkich 0, =o0,/«E jest réwnowaina warunkow;
niepojawienia si¢ odksztalcess plastycznych, - Gh

Ponadto odksztalcenia lepkle mogy spowodowad dla -E<6"f<w (I+-e7"En)

zniszczenie przyrostowe Z_}d.WlSka tegdé nie obserwujemy w ujeciu klasycznym,
. W przypadku Zmeczenia niskocyklowego (punkt 6 i przypadek (7.1);) niszczaca
liczba cykll zalezy nie tylko od wielkosci wspolezynnika lepkosci i, ale réwnie? od tego,
czy cykle sq szybkie, czy wolne. W granicznym przypadku dla #7--0 (tzn. gdy sq po~
mijane wlasnosci lepkie lub gdy cykle sg tak, szybkle, Ze wlasnodci te nie nadaZaja
sie rozwch)%otrzymujemy wyniki 1dcntyczne Z wymkarm klasycznej analizy.
Natomiast przy na— oo przypadek oméwiony w punkcie 5 nie bedzie sie realizowat.
- "Analizujac wyniki 'po_Adan‘e wputiktach 5, 6 spostrzegamy, Z¢ pojawienie si¢
odksztalced plastycznych 'w'obecnosci odksztatcenn lepkich prowadzi zawsze do
nieograniczonege wzrostu plastycznej energii dysypowanej. Jest to spowodowane
relaksac_lq napreZeni resztkowych. Nasuwa si¢ wniosek, Ze klasyczne kryterium przy-
stosowama W sensie 2 Jest mewystarcza}qce w przypadku odksztalcen lepkich.

a{t)n b

o ~

rTtly  nTety t
. o]
g
."60‘-"
)} o
ol ot

SN i 2

Rys. 5. Wykres obciazenia termicznego i odpowiadajace mu naprezenie oraz odksztalcenie plastycz-
‘ne wplerwszej fazie (n-+1)-szego. cyklu w przypadku temperatury narastajacej do wartodci 0¥
w sposob liniowy :
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i+ Energig plastyczna D-dysypowana w chwili t=nT, n=1, 2, ...; moa wyliczy¢,
zakladajac;:ze dany. program obcigzenia jest zrealizowany jako przejicie: graniczne,
gdy: £, -0 temperatury -narastajgeej w-sposdb:liniowy az do”wartosci -6%: (rysi: 5).
Z:odpowiednich wykresow [8] wyznaozamy pracg plastyczna dysypowanac na odcmku
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Peztome

BIIASHUAE BA3KUX CBOHCTB MATEPHWAJIA HA [IPMCHOCOBIEHME
KOHCTPYKIIUHA

Nenbro ApencTaBCAACH PaGOTH ABMAETCA HOKA3aTH, W10 NPHCYTCTBHE BASKHX nedopmanmit
BBISBIBACT TAK KOIMYCCTBCHABIC Pa3HulBl, KAK H HEKOTOPEE NONONHETeNLALe 3(QexTs 0 OTHO-
INEHHEO K PEsyIbTATAM KIACCHICCOTO aHAIM3a UPHCIIOCO BIIEHIA yIpYyro-ILIACTHYSCKOH KOACTPYKIM.

SUMMARY

INFLUENCE OF VISCOUS PROPERTIES OF MATERIAL ON SHAKEDOWN
OF STRUCTURES

The aim of the paper is to show that the presence of the viscous strains causes the guantitative -
differences and certain additional effects with respect to the results of the classic analysis of shakedown
of elastic-plastic structures.
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