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ROZWIAZANIE FALOWYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH W PRETACH
PLASTYCZNYCH Z UWZGLEDNIENIEM PREDKOSCI ODKSZTALCENIA
I TEMPERATURY (*)

JOZEF BEID A| (WARSZAWA)

" Rozpatrzono szezegblowo zagadnienic rozprzestrzeniania si¢ fal naprefenia w skoriczonych
pretach plastycznych z uwzglednieniem wpiywu predkosei odksztafcenia 1 temperatury. Wybfano
zagadnienia interesujace pod wzgledem - poznawczym, przedstawiajac jednoczeénie réznorodne
efektywne metody ich rozwigzania. Rozwazono obciazenia typu mechanicznego, termicznego
i radiacyjnego. Wiele uwagi poswiccono najbardziej uzytecznym w dynamicznej termo-lepkopla-
stycznofei metodom réznic skoficzonych i charakierystyk dla zagadnien jedno i dwuwymiarowych.
W zaleznodei od charakteru problemu brzegowego pokazano sprawdzone w praktyce schematy
roinicowe jedno lub dwuwymiarowe, bardziej efektywne, ckonomiczne i stabilne, Wyniki obliczen
przedstawiono na licznych wykresach. Pokazano réwniez cztery metody pozwalajace uzyskaé
rogwigzanic w postaci analitycznej. Szczegolowo przedyskutowano rozwiazanie samopodobne,
ustalonego profile, ze stalymi niecharakterystycznymi predkoSciami oraz wykorzystujace funkgcje
Greena,

i. Wstgp

Zagadnienia dotyczace propagacji fal sprezysto-plastycznych stanowia waZna
dziedzing we wspdlczesnych badaniach w mechanice ciafa stalego. Rozwigzania
tych zagadnicti sg niezbedne przy ocenie wynikéw badad do$wiadezalnych zwiazanych
z dynamicznymi wlasnosciami materiahi. Badania laboratoryjne, ktdére maja za cel
okreslenie mechanicznych wlasnofci przy wysokich predkoéciach odksztalcenia
czgsto opieraja sig na dodwiadezeniach, w ktdrych efekty propagacii fal sa dominujace.
Przy analizie danych otrzymanych z takich do$wiadczed powstaje wiele nowych
zagadniefi- i nie wyjaénionych zjawisk, na przyklad. efekty wicloosiowe, wplyw
maszyny testujacej i inne, kidre moga byé czeéciowo rozwiazane teoretycznic, Z dru-
giej sirony zainteresowanie zagadnieniami propagacji fal sprezysto-plastycznych
wynika rowniez bezposrednio z zastosowafi praktycznych. Na przyklad w dziedzinie
balistyki i aeronautyki przy projektowaniu rakiet, statkow kosmicznych .pociskéw
1 tarcz czgsto spotyka si¢ zagadnienia prowadzace do teoretycznych rozwazan
nad propagacja i wzajemnym oddzialywaniem fal uderzeniowych. W reaktorowych
clementach paliwowych natomiast czestym zjawiskiem sa fale uderzeniowe termiczne.
W warunkach naglego ogrzania wskutek reakeji jadrowych wywolanych zamierzo-

(*) Praca wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12
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nym lub przypadkowym dziataniem impulsu - temperatura w elemencie paliwowym
moze wzrastaé szybeiej niz nastepuje reakcja ciala wskutek rozszerzalnosci cieplnej.
W rezultacie czeéé energii cieplnej zostaje zamieniona na energi¢ kinetyczng i powstaja
naprezenia o wystarczajaco wysokiej amplitudzie, aby zniszozy¢ konstrukeje.

Rozszerzemie zakresu obcigzedi konstrukcji, jak i powstanie generacji nowych
materiaféw konstrukeyjnych, wymaga badania wplywu predkosei obciazenia i od-
ksztalcenia, temperatury i sprzgzen termomechanicznych na’ mechaniczng reakcje
cial statych. W wielu przypadkach przy projektowaniu konstrukcji nie wolno ignoro-
waé tych wplywdw. Nalezy natomiast wprowadzaé udoskonalone modele teoretyczne
i nowe techniki obliczeniowe celem wyjasnienia i opisania tych faktéw w moZliwie
adekwatny sposéb. Gdy wlasnosel materialu zmieniaja sig w czasie procesu naglego
opgrzania materialu lub oddzialywan wysokich predkoéei odksztafcer, wigkszoéd
materialéw wykazuje zachowanie si¢ spreZysto-plastyczne, leplkosprezysie lub
sprezysto-lepkoplastyczne. Wygodnie jest wtedy formutowaé zagadnienie w pred-
kosciach, wykorzystujac oddzielnie réwnania ruchu, réwnania cigglodei i réwnania
konstytutywne . wraz z odpowiednimi warunkami poczatkowo-brzegowymt

W wielu zagadnieniach, w szczegdhodci dla cial z matymi wymiarami poprzecz-
nymi, analiza jednowymiarowa moze by¢ wystarczajaca. W ukladzie Wspoirzqdnych
Lagrange’a przy_]muje sxq; wtedy nastepujace réwnanie’ ruchu:

“dw do ox
— =

A e
(l) PoTar Tex at

oraz réwnanie cigglodci

de v
(1.2 9t ox’
gdzie v jest predkodcia czastki w kierunku x, o i ¢ skladowe naprezenia i odksztal-
cenia w tym lderunku, 7 oznacza czas a po ggstose materla?tu :

Wiasciwy wybor rdwnan konstytutywnych jest najwazmejszy, a zarazem na_]trud-
niejszy W rozwigzywaniu zagadniefi brzegowych. ofrodkéw niesprezystych. W lite-
raturze spotyka sie dwie metody okreslenia réwnaf konstytutywnych. Pierwszy
polega na rozwazaniach matematycznych. wiasnoéci réznych relacji migdzy napre-
zeniem i odksztalceniem, a nastepnie. zadaniu, aby zwigzki konstytutywne byly
w zgodzie z obserwowanym fenomenologicznym zachowaniem sig materiatu. Na
przykiad oczekuje sig, aby réwnania pola byly eliptyczne lub hiperboliczne i Przewi-
dywaly oczywisty wzrost granicy plastycznosci wraz ze wzrostem predkosel odksztal-
cenia. Procedura alternatywna jest badanie mechanicznych i termodynamiczaych
procesdéw, ktére wywoluja lokalnie niespreZysta reakcje materiatu, a nastepnie
konstruowanie réwnafi konstytutywnych raczej z fizycznych, niz matematycznych
przestanek. W fizykalnym badaniu réwnan konstytutywnych centralng rolg odgrywa
dynamika dyslokacji. Dazy sie, aby réwnania konstytutywne nie byly w wigkszej
sprzecznodei z wynikami zadnej z tych metod, lecz w przyblizeniu zgodne z obydwiema.
Korzystnie bedzie zaczaé rozwazania od podania kilku wynikéw metod fenomeno-
logicznych, dotyczacych wyboru i specyfikacji réwnan konstytutywnych, stosowa-



ROZWIAZANIA FALOWYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH W PRETACH PLASTYCZNYCH 647

nych do opisu zagadnieft propagacji zaburzen mechanicznych w oérodku jednowy-
miarowym pod wplywem naglych obcigzeti o duzej intensywnoéci.

Najbardziej ogélng postacia jednowymiarowego réwnania konstytutywnego
pierwszego rzgdu przy zaniedbaniu efektéw termicznych, jest réwnanie nastepujace:

(13) F(O’, &y Ugy 82)=0—‘

Réwnanie to obejimuje duZg liczbe przypadkow szezegélnych réwnai konstytutyw-
nych posiadajacych uzasadnienie fizykalne. Jednak ze wzgledu na zbyt duza ogélnosé
tej funkeji, jej uZytecznoéé w rozwiazywaniu ukladu réwnaf (1.1)-(1.3) jest znikoma
i dlatego niezbedna jest jej dalsza specyfikacja. Do badania zjawisk falowych np.
korzystme jest przyjqc quam-hmowa; posta¢ réwnania (1.3):

a - ‘ﬁ(a,a)ater(a,s) =02, 2).

Analiza ukladu rownan (1.1}, (1.2), (1:4) metoda’ charakterystyk naklada na wspol-

czynniki funkcyjne w réwnaniu (1.4) spelienie takich warunkéw, aby fale w tak

opisanym ofrodku propagowaly si¢ z predkodciami skonczonymi; matematycznie

oznacza to hiperboliczno§é ukladu réwnan. Réwnanie charakterystyczne ukfadu

okreslajace krzywe w plaszczyznie x, #, wzdtuz ktdrych rozprzestrzeniajg sig fale,

przyjmuje postaé

(1.5) w (o, &) dxdi®*+p® (o, &) dx*=0,

¢o daje dwie rodziny charakterystyk nastepujacych:

' dx=0,

(1.6) :
w (o, &) di®+p® (o, &) dx2 =0,

Jedna z _t_yé]i ‘charakterystyk x=const jest stala niezaleznie od wyboru @ i w.
W zaleznosci od charakteru & i y moga istnie¢ dwie charakterystyki, jedna lub zadna.
Rozpatrzmy te trzy przypadki osobno.

PrzypADEK 1:
w(o,e)=0, @(oe)#0, 0(c, )=0.

Réwnanie konstyt_utywﬂe (1.4) moina w tym przypadkn napisa¢ w postaci

do
(17) . E‘=f.(as 6)5
gdzie _
b (a,
S e qs(((:rz)) '

Réwnanie dla Wéiystkich trzéch’ bharakfe’rystyk jest takie same: dx=0. Zatem
uldad jest paraboliczny, a réwnanie (1.7) nawet w przypadku liniowym nie opisuje
Zzadnego modelu mechanicznego:
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PRZYPADEK 2:
wie, 8)#0, @(o, =0, 0(o,:s)=0.

Réwnanie charakterystyczne przyjmuje nastepujaca postaé: _

de de
3_t=f(g’ gy lub o=f (8’_3?)’
gdzie

& (o, £)

w(o,8)

Rownanie rézniczkowe charakterystyk (df)?2=0, dx=0 maja. trzy plerwiastki
rzeezywiste, w tym dwa rézne, Uklad jest hiperboliczny, lecz nie dopuszeza skoficzo-
nych predkosci propagacji fal, przez co przestaje by¢ modelem w pelni adekwatnym.
Model ten byl stosowany w praktyce. W przypadku liniowej funkcji f jest znany
jako model Voigta. Gdy f nie zalezy od e, opisuje ciecz idealnie lepka.

flo, &)=

_ Przypapex 3: '
W (e, 8)#0, @(6,8)#0, 08(c, &)#0.

Réwnanie konstytutywne (1.4) przyjmuje w tym przypadkli postac

do

de
(18) _a—;:g(a) 8)E+f(as '3) s

gdzie

.y _ 0@
g(ass)_ma f(a’s)_di(o',_a)'

Réwnanie to opisuje wicle znanych modeli stosowanych w teorii lepkosprezZystosci.
W lepkoplastycznosei — LuBLiNer [1] i Cristescu [2], badajac ogdlng postad

réwnania konstytutywnego, przyjmowali podobna forme quasi-liniowa, uwzgled-
niajac obcigZenie 1 odciaZenie: ' o

: da - do
w9 e f{o, &) L jest §>0 .
5 @D 1 8 g
-E)— 'g jesli 3—I<0 )
gdzie

¢ { g, jesli g>0,
8= 0 w przypadkach pozostalych.

Réwnanie to obejmuje jako przypadki szczegblne szereg powszechnie znanych
réwnan konstytutywnych., Dla g (o, £)=0 1 f (o, e)=(do/de)~! otrzymujemy teorig
Kédrmdna-Taylora-Rachmatulina, w kiorej predkosé propagacji fali jest proporcjo-
nalna do f~%/2, a przyrosty malych zaburzen w przeprezonym do stanu plastycznego
precie propaguja sie z predko$ciami odpowiadajacymi Iokalnym modutom mate-
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rialu, nie przekraczajacymi predkosci fal sprezystych. Jedli f(g, &)=1/E, (E, jest
stala réwng modulowi Younga), a g (0, &) jest dowolna funkcja, to otrzymujemy
predkosciowa teori MALVERNA-SOKOLOWSKIEGO [3, 4], wedhug ktérej predkodei
fal i malych zaburzen sa zawsze sprezyste,

Réwnania charakterystyk ukfadu (1.1), (1.2) oraz (1.8) Iub (1.9) sg nastepujace:

. i )ZM ( | .
dx=0, (“c—i}— —;:g(a, a), gdy g(a,.s)>0,.

1 posiadaja trzy rézne pierwiastki rzeczywiste. Uklad Jest zatem $ci$le hiperboliczny.
Stad tez réwnania konstytutywne (1.8) i (1.9) sa bardziej uzyteczne mniZ te, ktore
rozwazaliSmy w przypadkach 11 2 i dlatego beda stosowane w niniejszym opraco-
waniu.

Zauwazmy, Ze przy bardzo powolnych obcigZeniach, tzn. w przypadku statycz-
nym, rownanie konstytutywne redukuje si¢ do réwnaria ' '

(1.10) 1o, £)=0.

Z drugiej strony, przy bardzo duzych predkodciach odksztalcenia wyraz f(o, £)
moze byé zaniedbany i wiedy zwiazek naprezenie-odksztalcenie przyjmie postad

do
{1.11) | E;=g(0', g).
Jak pokazano na rys. 1, réwnanie (1.10) i (1.11) reprezentujg przypadki graniczne
zaleznoéci o=0(g) przy stalej predkosei odksztalcenia: zerowej i nieskoficzonej,
Zwykle statyczne réwnanie o=g (c)
przyjmowane jest w postaci o4

(1.12) o=f,(e).
Sugeruje to, Ze f(o, &) W réwnaniu (1.8)
mozna okre$li¢ w sposdb nastgpujacy:

(113)  f(o, )=—klo—fo(a)].

Stata & jest stalym czasem relaksacji ma-
teriatu i jest miarg czuloéci materiatu na
predkost odksztalcenia. Jedli chodzi o spe-
cyfikacje funkcji g(o,&) to (jak juz
wspominalismy wyzej) Soxobowskr [4],
MALVERN [3], PerzZYNA [5] i inni autorzy
zanwazyli, Ze szczegdlnie wygodnie jest €
przedstawiC ja w postaci Rys. 1. Obszar standéw o=o(s) dla réwnania
konstytutywnego (1.8)
(1.14) g(o, 8)=FE,. _ _

Mimo Ze jest to wybor najprostszy i najbardziej ograniczony ze wszystkich mozliwych,,
posiada jednak dobre uzasadnienie fizykalne. Implikuje on, ze jesli materiat jest ob-
clazony w sposéb nagly, to jego reakcja jest liniowa az do pewnego napreZenia
niszczacego.
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- Po podstawienin funkeji (1.13) i (1.14) do (1.8) réwnanie- konstytutywne przyj-
muje postaé

oo
(1.15) e ant +F [or~ fo(s)] 0.

Jedyna potencjalng nieliniowoécia jest w tym przypadku wyraz f, (6). W teorii
plastycznosci f, (¢) czgsto posiada W punkcie uplastycznienia nieciggla pierwsza
pochodna. Jesli pochodna ta jest ciagla, to f; () moZna zawsze przedstawié w postaci
Szeregu potegowego :

1.18) _ (a = Jim g By «
{ | fol@)=lim 2 Z ,

W pewnym stosownie dobranym przedziale dana krzywa statyczng f; (&) mozna
dobrze aproksymowaé za pomocg kilku wyrazéw. Jesli nie wystepuje przeprQZenie
{0t =0), to krzywe o=0 (¢) dla N=21i a,>0, 2, <0 oraz dla N=31 ocz—-O maja
posta¢ odpowiednio:

{1.17) : fo(B)=0, e-taye?
oraz '
(1.18) Jo(@)=ay etas8”.

Ich wykresy dla o, >0, u, <0 s pokazane na rys, 2 [6]. Nieliniowa krzywa trzeciego
stopnia, ze wzgledu na symetrie w zakresie éciskania, stanowi bardziej. realistyczny

a h
g
cl ; ;
Styczna /f Styczna /
paczatkowa / poczglhkowa //
——*———__7, ey

of
o

y /.
/ /
/, /

/ /

‘Rys. 2. Krzywe naprezenie-odksztalcenie z nieliniowoscia a) kwadratows i b). trzeciego stopnia

model dla wielu materialéw. Z drugiej strony w _]ednowymlarowym stanie odksztal-
.cenia modul wzmocnienia przy $ciskaniu przedstawiony przez krzywa a jest szeroko
stosowanym modelem,

Jesli predkosé odksztafcenia jest znang funkcja czasu i zmienia si¢ w precie
réwnomiernie, to réwnanie (1.15) mozna traktowaé jako liniowe réwnanie réznicz-
kowe zwyczajne wzgledem o

(1.19) | | i:;—%a:g(r).
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Dla stalej predkosci odksztalcenia mamy dg/07=:&,=const Iub e=8t+8,. Jesli
przyjmiemy e,=0, {=gfdy, di=defé, to réwnanie (1.15) praybierze postaé

: d .
{1.20) ‘ é__cg-ié to=E,é+kfu(s).

Ma ono rozwigzanie

-~

ke

o i
(1.21) o=g f[E0+~é—fo(e)e’“’]d3. -

Roéwnanie to daje si¢ natychmiast rozwigzad, jedli za f, (2) podstawimy (1.17)
lub (1.18). Na rys. 3 rozwiazanie (1.21) zilustrowano graficznie dla wielomianu
kwadratowego (1.17), przyjmujac k=25-105 i k=108, Jest oczywiste, Z¢ k efektywnie

20-
G
8
/é2104
2 A . F=1p%
oeq=210%
op=2-10° |
k=5-10° ——.
k=198 —
&
- B, L
é=104
é=0
4
1 | I | ]
o g0z qo4 ao
e .
Rys. 3. Wykresy o= (g) dla stalych predkodci odksztalcenia —.—. k=5.10%, k=10°

okrefla czulo§¢ materiatu na predkosé odksztaleenia z tym zastrzezeniem, Ze jedna
stala nie moze adekwatnie opisaé tego zjawiska. KELLY [7] na przyktad przyjmowal
k jako funkeje &. Mozliwoscig alternatywna do (1.13) jest przedstawienie f {0, 8)
w postaci szeregu '

122) — £ (0, )=k (5—Jo )+ (0= fo ()2+ o,

kidre bylo rozwazane m.in. przez PerzynNg [8].
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. W pracy [5] Perzyna uogdlnil réwnanie konstytutywne Malverna-Sokotowskiego
na przypadek ofrodka tréjwymiarowego. Réwnanie te dla materiatu plastycznego.
ze wzmocnieniem i czulego na predko$é odksztalcenia bez wplywu temperatury
ma. postac

g
(1.23) éuz—zl—'u—éij—%—yﬁ(ﬁ')mgg; dla F>0,
, _ 1
(1.24) e”=?ﬂksu dla F<0
oraz
: 1
(1.25) 8= IK 7 Ous

gdzie F=f(a;;, e':j) k™1 jest statycznym warunkiem plastycznodci, é;;, &, &, 1 6;p
oznaczaja odpowiednio dewiatory i tensory predko$ci odksztalcenia i naprezenia,
K jest parametrem wzmochienia izotropowego, ¥ wspdlezynnkiem lepkosei, a g i K-
oznaczaja odpowiednio modul $cinania 1 modul objetoéciowy.

Ostatnio ukazalo si¢ wiele prac na temat réwnan konstytutywnych teorii lepko--
plastycznosci. Réwnania (1.23)-(1.25) wydaja si¢ najlepiej dobrane i zweryfikowane-
doswiadczalnie,

PerzYNA- i WisrzBIcKI [8 1 9] wykazali, Z¢ jednoczesny wplyw predkosci:
odksztalcenia i temperatury moze byé opisany przez te same réwnania (1.23)-(1.25),.
jefli wszystkie wiclko$ci wystepujace w tych réwnaniach, w szczegélnodci y, Fi @,
uzalezni¢ od temperatury. Qznaczajac wspolezynnik rozszerzalnoci cieplnej przez o,.
temperature przez € mozemy réwnania konstytutywne uwzgledniajace efekt pred--
koéci odksztalcenia i temperatury przedstawi¢ w postaci

Sloy, eff) _ 1] af
(7)) day;

§; dla  f<x(9),

1
(126) =3 y(0) cli{ da f>x(),

\ i
(1 .27) €;;= —2‘;;‘

N
(1'28) 8y =§ U'ir'i-d.g .

Dla materiaiéw idealnie plastycznych z warunkiem plastycznoéci Hubera-Misesa.
tensor predkosci odksztalcenia plasiycznego przyjmie postaé

ZA ] 855

(1.29) L= [ k() Vi,

gdzie J, jest drugim :mezmlennlklem tensora napreZenia. Dla przypadku jednowy-.
miarowego znajdziemy

.
(1.30) apuT/-g,—y()@[J(g) 1],

gdzie o, ozZnacza granice plastycznodci na rozcigganie.

dla  V7,>k(0),
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W pracy [8] funkcje y (6), x(6), @ okre§lono dla réznych materiatéw konstruk-
cyjnych. Podobng do (1.26)-(1.30) posta¢ réwnan przyjmowal KukupzaNow 110]:

o ) 2 B,k
(1.31) ) aij=.2-ekk5‘[_,;"’2‘”3”—(3/1-"’2/1)0{65” —'%_ J_"""'"_Stj,
2

gdzie ¥ jest staly charakteryzujaca wymiarowy lepko$é [s], oraz inni autorzy [11-16].

Jest rowniez niewiele badah eksperymentalnych po§wigconych dynamicznemu
zachowaniu si¢ materialéw plastycznych z uwzglednieniem efektéw predkosci
odksztalcenia i temperatury. Wérdd nich na uwage zastuguja prace CAMPBELLA
i FERGUSONA [17], OxiEvA i STevENsona [18], Lmpmoima [19], HARDINGA [20]
]
ss 40 Warlosci abliczone

40 Wyniki dodwiadczal-
ne

30

‘\"_\
£
s
% 20 a°c)
L
b — 50
P
4G
— 30
1 | I H 1 | ] | I |
o 4 52 03 oy 05 2

Rys. 4. Krzywe napreZenie tnace v — odkszialconie postaciowe » i temperatura 6 — odksztalcenie
postaciowe y dla dmraluminimum przy réznych predkosciach odksztalcenia y

oraz ostatnie prace VINHA i jego wspélpracownikéw [21 i 22f. Przytoczymy tu
wyniki doswiadczenn Vinha, przéprowadzonych na specjalnie skonstruowanym
przyrzgdzie do dynamicznego skrgcania prébek rurowych, umozliwiajacym badania
w duzym przedziale predkosci odksztalcenia i temperatury w warunkach adiaba-
tycznosci. Na rysunkach 4, 5, 6 przedstawiono krzywe {naprezenie-odksztatcenie}
i {temperatura-odksztalcenie} przy rézmych ustalonych predkosciach odksztalcenia
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dla duraluminium, miedzi elektrolitycznej i migkkiej stali. Krzywe dla duraluminium:
r6znia sie od krzywych dla miedzi i stali tym, Ze dla duraluminium wzrost tempe-
ratury jest nmieduzy, gdyz odkszialcenia maksymalne (odpowiadajace zniszczeniu)
sg male, a krzywe {naprgienie-odksztalcenie} przejawiaja charakter rosnacy z bardzo

. csed A Warfesci obliczone -}~
s 50-/"- ST, Wgnrka doswiadczak- | -
40 ol “ 7 X . : 2t
30 8(°c)
- 300
o
S
H
= | 6
é S
. S
IK -_—
Q@\s
Ty
—{ 160
i I ! L i |
. y L Lz

¥

Rys. 5. Krzywe |naprezenie tngce v — odksztalcenie postaciowe v} i {temperatura 6 — odksztal-
cenie} y dia miekkiej stali przy réznych predkoseiach odksztalcenia 3

krotka strefa, odpowiadajegéq negatywnemu plynieciu plastycznemu. Dla miedzi
i stali, ze wzrostem predkoéci odksztalcenia wuzasta temperafura, a rosngca czgsé
krzywych (naprezenie-odksztalcenie) jest kréika w poréwnaniu z rozwinigta strefy
nie rosngeg. Nalezy zauwazyé, Ze wszystkie krzywe dynamiczne leza ponad krzywa
statyczna. Na rys. 7 poréwnano wyniki doswiadezeni Vinha, Campbella i Stevensona.

- Do opisu wynikéw doswiadczalnych autorzy wykorzystali dwa rownania I(on-
stytutywne Cr1stescu-Lublmera (1.8}i Nortona-Hoﬁ'a :

wav"( ) exp (W, 6),
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” C&mpbaﬂ ff?réq&&nﬁ?] § pm’b&.naf skresanr‘g:z-‘.. &= %Uﬂos_” (gf;anfi:a .sp'rqiy._s?‘béci)_,_

Stavenson { Cxiey [16] {0 priba uderzenia  §=1569 5"
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gdzie =, v, 'Y i # oznaczajg odpowiednio napreZenie $cinajace, odksztalcenie posta-
ciowe, predkoéé odksztalcenia postaciowego i temperature, a F, n, m i W sa para-
metrami materiatu, ktére nale7zy wyznaczy¢ z doswiadczenia. Na podstawie przepro-
wadzonych badan autorzy stwierdzaja, ze prawo Nortona-Hoffa, w kidrym mecha-
nizm termicznej aktywacji wystepuje w postaci wyktadniczej, lepiej opisuje ich wyniki
doéwiadczen. Dla niektérych metali parametry charakterystyczne F, m, n i W nie
s stale, lecz powinny by¢ funkcjami v, 'Y i #. Wyniki przeprowadzonych obliczen
pokazano na rysunkach 4, 5 i 6. Wykazuja one dobra zgodnosé z danymi doéwiad-
czalnymi.

Réwnania konstytutywne teorii lepkoplastycznosci z uwzglgdnieniem wplywu
temperatury przedyskutowane beda jeszeze przy przedstawieniu poszezegdlnych
zagadnien poczatkowo-brzegowych.

Literatura dotyczaca zagadnief rozprzestrzeniania sie fal w oérodkach nieogra-
niczonych i falowodach plastycznych czulych na predkos¢ odksztalcenia jest bardzo
bogata, Ukazaly si¢ juz w Polsce na ten temat prace przegladowe [23-25] oraz mo-
nografie [26-28]. Réwniez badania wplywu temperatury przy deformacjach pla-
stycznych w warunkach obciaZefi dynamicznych prowadzone byly w szerokim za-
kresie. Natomiast ilo&¢ prac dotyczacych jednoczesnego wplywu predkoéei odksztal-
cenia i temperatury jest raczej skapa. W niniejszym opracowaniu podjeto probe
Jjednoczesnej oceny obydwu tych wplywow na klasycznym przykladzie propagacjl
fal w cienkich pretach — zaréwho wedlug teorii jednowymiarowej; jak i w #lozonym
stanie naprezenia i odksztafcenia wedhig teorii dwuwymiarowej. Wybrano zagad-
nienia interesujace pod wzgledem poznawczym, kidre jednoczesnie pokazywalyby
réznorodne, efektywne metody ich rozwiazywania, Stanowié one beda dobra ilu-
stracjg rozwazan P. Perzyny na- temat ogolnej termodynamicznej teorii materialow
dysypatywnych [29-31]. : :

W rozdziale drugim rozwazono problemy uderzenia skoficzonych pr@tow wyko-
nanych z materialéw termosprezysto-plastycznych, czuych na predkosé odksztal-
cenia. Rownania wyjiciowe, ktore dopuszezaja poczatkowy rozklad temperatury,
scalkowano metods charakterystyk. Problem propagacji jednowymiarowych fal
w sprezysto-lepkoplastycznym precie, posiadajgcym stacjonarny rozklad gradientu
temperatury, rozwazono w rodziale frzecim. Zastosowano metodg rozwiazania,
ktora jest syntezg metody 106%mic _skox’lézonych i metody charakterystyk. Metoda
ta jest wygodna w przypadku charakterystyk nieliniowych, Pokazano wyniki rozwia-
zania dla propagacji fal przez oérodek charakteryzujacy sic malejacym i rosnacym
polem temperatury. W rodziale piatym przeprowadzono analize uderzenia termicz-
nego w paliwowym elemencie reaktora. Przedstawiono tu techniki obliczeniowe
zardwno dla przypadku jednowymiarowego jak i dwuwymiarowego. Porownanie
otrzymanych wynikéw numeryczoych i do$wiadezalnych przeprowadzono dla
pretdéw sprezystych, sprezysto-plastycznych i sprezysto-lepkoplastycznych. Szcze-
£0lng uwage poswigcono rozwiazaniom cislym w teorii lepkoplatycznodei i termo-
lepkoplastycznosci (rozdziaty 4, 5). Przedstawiono cztery klasy rozwigzan w postaci
zamknigtej: rozwiazanie samopodobne, rozwigzanie ze stala predkoscia propagacji
fal {niecharakterystyczna), rozwiazanie «ustalonego stanu» i rozwigzanie za pomocg
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funkcji Greena. Rozwigzania analityczine pozwalaja przedyskutowaé rozwmzame
problemu w szerokim zakresie zmiennych niezaleznych, a w szczegdinoéei zanalizo-
waé wplyw réznych parametréw rozwiazania. Stanowig réwnieZ - cenna pomoc
przy ocenie przyblizonych metod numerycznych, zbieznosei i dokiadnosci rozwigzan
numerycznych.

2. UDERZENIE PRETOW Z UWZGLEDNIENIEM WPLYWU TEMPERATRUY
I PREDEOSCI ODKSZTALCENIA

2.1. Uderzenie wzdluine dwdch pretéw

W wielu znanych w literaturze pracach dotyczacych uderzenia dwdéch pretéow
poza granicami plastycznodci przyjmuje si¢ pélnieskoficzony lub skoficzony pret
poddany specjalnym warunkom brzegowym w plaszczyinie uderzenia. W tym
rozdziale rozwaza¢ bedziemy zaréwno ruch badanego preta jak i preta uderzajgcego
oraz nicktdre efekty termiczne wynikle z procesu deformacii w zakresie niespreZystym.

'_Kanfec swﬁbadhy
Konige swobodny {ub- zamocowanty

-— }) Pret stacjonarny
x=0

- Rys. 8. Uderzenie wzdluzoe prét:éw

Przyjmujemy, Ze oba prety wykonane sa z tego samego materiatu. Konfiguracja
pretéw w chwili poprzedza_]qcej uderzenie pokazana jest na rys. 8 [32]. Réwnania
wyjéciowe opieraja si¢ na nastepujacych zalozeniach:

a) Catkowite odksztalcenie jest suma odksztalcenia spreystego i plastycznego:

. . ou
s=c+-¢", e=
b) Predko$é odksztalcenia plastycznego jest funkcja tyﬂ(ﬁ chwilowych zmiennych
stann: ¥ .
‘?-'p =<g (62 &, 6)>/ EO .;
gdzie {g5>=0, Jeéh 2<0. o :
'_ c) ObOWquu}e termospr@zyste prawo Hooka ze stalyml wspélczynmkaml
=
e,.,,,__._
& i Eo 0{9 -
d) Praca plastyczna zamienia sig calkowicie na cieialo [33j; prqdkbéé Wytwa-I
rzania ciepla na jednoste objetosci poczatkowej wynosi oé?.

Rozprawy Inzynierskie — 7T
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¢) Proces deformacji jest adiabatyczny. . : -

Przy tych zatoZeniach ukiad rownan WYJSGIOWyCh we wspolrzgdne_} Lagrange a
jest nastepujacy:-
"'1) prawo fuchu

do + dv ~0

2.1) | o TPz T

2) rownanie cigglodci S
2.2 2o
@2) Zorir0
~3) prawo zachowama energn
(2'3) R T ST Cp at an-o "_Q-g(q,ﬁs Q)IEO's .
gdz;eC ozhacza clepio wlaécxwe,

4) réwnanie konstytutywne

de do

a8
EOFE _3t Eooc g(o‘s 9)

2.4

Przyjm;xjemy n__a.‘stgpujacoe warunki poczqtkowe_ (US. 8):

o5, O {zfa., diaﬂ '..*11§x_“<‘_0’

0 dla - 0xxgh;
dla wszystklch X o o
" o(%,0)=0, 2(%, 0)=E(x), e(x, 0) a(x)
VWarunki: brzegowe: jesli’ koﬁée (i=1,2)s3 swobodne ‘o |

all, )=0;
esh komec pr@ta Jest zamocowany, to _
v(lz, t) 0

Plaszczyzna uderzenia x=0 Jest w kontakc1e tak diugo, jak diugo o=0. Na-
prqf.erue 1 predkosé na plaszczyzme x=0 sq ciagle. Jesli 0 <0, to pomerzchma x=0,
powinna byé zastapiona przez dwie nowe powxerzchme swobodne. Ze wzgledu
na zalozenie o adiabatycznodci procesu, wyjéciowy uklad réwnaf jest typu hiperbo-
licznego o stalych wspdlczynnikach ‘przy pochodnych czastkowych. W zapisie
ma01erzowym przy_]mu_]e on postac '

(2 5) . aux—l—bu,+d 0
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W ukladach réwnan u duza liczba niewiadomych, przy wyp'r’owadzeniﬁféﬁﬁgﬁ: T

charakterystyk i rownaf rézniczkowych okreslonych na tych Qharal‘ct:rystykaéh}z-
wygodnie jest postapié nastgpujaco. Mnozac réwnanie (2.5) przez macierz transpono-
wang T taka, Ze

 Ta=CTb=Cb* . i Td=d*,
gdzie C jest macierza diagonalna, otrzymujemy
Ch* u,+b*u,4+d%=0
lub dla sktadowych
2.6) b*vf(cvaﬁfjax+auf(at)—[-d_’“=0. |
Jesli okre§11my klerunkl charakterystyczne jako
dxfdt= C”

gdzie v oznacza skladowa diagonalng macierzy C, to réwnanie (2.6) redukuje sig
do réwnaf rézniczkowych zwyczajnych:

@7 B gyt L g% =0

okre§lone na kazdej charakterystyce C.

Skladowe macierzy T mozZna okreli¢ z jednorodnego rownania Ta=CTh. Aby
macierz T byla macierza nietrywialna, elementy macierzy C musza spetniaé waronek
(2.8) det (a—Ch)=0, o

skad otrzymujemy Kiertinki chafaktefYStyCz’ne"C". :
Przy mniejsze]j ilosci rownan w praktyce postgpujemy czgsto inaczej. Podstawowy.

uklad rownad (2.1)-(2.4) uzupeiniamy réwnaniami
; . _. |
dut=——dxt—dt " (i=1,2,34 w'=¢, w=v, wP=g wt=0).

Mamy zatem osiem réwnaf dla pochodnych oy, o, ..., 6,:

30._’_ R N “ov . de _0
&x Po ox =0, ax ot
Cae“E“*B-as_ p 5 g o8
nat oo o "O'g/ (X Oat . az —E(J“'—é?_‘_g,
id aad-x;ra on® +3w
7 o o U RTgL At oo,
d—a'a'd:+aa'd do= aed+39
8_3x .x P t, =—dx Edt
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lub w réwnowaznej postaci macierzowej

I 0p,00 0 0 0 Ja 0
00100 1 0 0 o 0
0 0 0 0 0—FEuf0 . pC, D, og (o, & O)/F,
01 000 E O -Euf{w] | g0@sd
o000 00 |lel do
odaxdt0 0 00 |le do
0o 00de &t 0 0 |]e ds
00000 0 dad |0 ]| a |

Warunek det [a-—Ch]=0 jest tu réwrowainy znikaniu wyznacznika utworzonego
ze wspolczynnikéw przy pochodnych czastkowych. Mamy zatem

dx. . _E_.':;- — - i E.-
29 = =Cua=t | S VOB peCo = | S0 = ke
oraz

dx
(2 10) — =0,

a’ rownania- (2 7) otrzymuje sn; przez zastapienie kolumn macierzy Wspolczynmkéw
kolumng wyrazéw wolnych:

@11) dotpo cdo=g(1—wa)po Cofdt _ ma  dxldt=1tc

oraz I T Pt s ,
(2.12) do—Edie —g(l—acYpe Cfdt,
(2.13) po Cod0—Eqabde=(og/E)dt  na dx/d:—O‘

Wielkosé E, jest zw1aczana Zc przez ct= a/po i Jest znana Jako adlabatyczny modul
Younga.

Aby ocenié wplyw 6 i C, na Ea, wypiszmy ﬁzykalne wlasnoscl dla alumlmum
w temperaturze pokojowej:

1
=24.10-5
=24 10 [“K

], Eo=7-10% [N/m?],

C, =8,792-102[ ] =T 1) 3

v wk| 2,7-10° [kg/m?].
Wstawiajac te wspSlezynniki do (2.9), otrzymamy E/Eq=1,005. Poniewas Fg o
i C, bardzo niewiele zmieniaja si¢ w temperaturze pokojowej, dlatego w malym
przedziale temperatory przyjmowaé bedziemy E,=FE,.
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Mamy 1—ao/p, C,=1- 10-11g, gdzie ¢ jest podane w niutonach na m?
(Paskalach). Zatem efekt ten ~ moze nie byé catkowicie zaniedbywalny dla naprgzes
108-10° N/m?, co odpowiada predkoéci uderzenia w przyblizenin od 100 do
120 [m/s].

Funkcje relaksacji g (o, &, 9} okreslono nast@pu_mco W Zakresie izotermicznym
vwzgledniono liniowe wzmochienie (z modulem E,),

2.14) ¢(, é)'mi z&—dy'(l—EllEo)—eEia ,

a w zakresie adiabatycznym Wykiadmczq zaleznosc od temperatary gramcy plastycz—
nodci {to i a,) [34],

Q15 50,0 0= o Ka@-6)] (7—0, (1~ E/E)oxp [k, O~ ~Fyc},

gdzie 1, oznacza granice plastycznofci przy Sciskaniu, a &, i k, — stale.

Z zaloZenia, e &” zalezy od zmlennych stanu chwﬂowego, material bezposrednio
po uderzeniu zachownje sig sprezyscie. Zatem zmienne o, 7, ¢ 1 0 na czele fali doznajg
skokow : ‘

lo]=E,[e]= +Poc[‘b‘]

(2.15") EERENE
0% = 9(0*)GXP(Eoot[e]/po u) 9(0+)eXP(oc[a}/,ooC.,)

Jesli pret przed uderzeniem byl w stanie spoczynkn (gradienty o, v i 8 sq rowne zeru),

(2.16) 00=po Covo=00Es, 00 )exp(Eoeay/poC.).
Jedli 6(07)=0(07), to otrzymujemy te éa.me wartofei skokéw (tzn. (2.16)) dla
x=0+. Wzory te wykorzystamy do przedstawienia réwnan charakterystyk i réwnan

rézniczkowych wzdhuz charakterystyk w_postaci bezwymmrowe} WprowadZmy
nowe zmienne bezwymlarowe

S=alo,, V=olvo, E=tlte, H:_'aka(o—),.- X=xll, T=tz, t=lc,

Eyugg L og
1= ) C'Z= i R ]
PaCy " Egpo C,0(07)
ady ;
C3= " =Cla G(S$E5 H)=gT(1—C1S).
pOCD

Réwnania (2.11)—(2.13) preyjmuja w tym przypadku postaé:
dS+dV=—G(S,E, H)dT na dX=1dT,
@17 dSSdE=—G(S,E,H)dT na dX=0,

dH—Cy HAE=C,+§-G(S,E, HYdT(1—C;5) na dx=0.
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Warunki poczactkowo-brzegowe W nowych zmiennych bezwymiarowych sa nastepu-

Jace .
- VX, 0)=2 dla —X,<X<0,

V(X,0=0 dia 0<X<X,
S (X 0} 0 dla wszystklch X
E{X,0)=E(X) dla wszystkich X,
H (X \ 0“)=I-I:(X) dla wszystkich X; |
dl wesgstkich czaséw T, jodli Kofice 83 swobodme =
(2.18) S(X;, T)=0,
dia wszystkich T, je§li koniec jést z.émocbwianyn et
(2.19) PR LV (X, T)=0.. _
Pomewaz w ﬁl{d’pesie ddiébétﬁycghym na CZOIélc}x fal i)adgjécj(qh dX=¢dT |
_ _ ds:idV::dE_ o Y SN

przeto rownania (2 17) redukujg s1Q do réwnania -

(2.20) U odS— —GdT, dH=C HdS.
Plaszcayzna uderzenia
Y
1 ; . \\\_ . | /’ N // N
N N ) 7
T \\' ™ gl \/ A
\ \\ // . // S é T
k . i N . /’r‘ 1!’
% A \{// \\ // Ro“\é
T 6‘5 I /, N (‘)\0
P N B i O N
% S eI S
(117 o -
4 (1) (v ~20x-= (k1)

e
. Rys. 9. Siatka charakterystyk
Réwnania rézniczkowe wzdluz charakterystyk rozwigzemy metoda réZnic

skoficzonych, Siatka charakterystyk pokazana jest na rys. 9. Oznaczajac punkty
w dowolnym oczku siatki przez p, g, r, s otrzymujemy nastgpujacy uklad rownah
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algebraicznych na niewiadome -S, ¥V, E i H w punkcie p (wartoécl tych zmlennych
w punktach.g, r i s sa znane z poprzedmch obhczen) B e

Syt V= Syt Vy—— (G',,—I—G )AT

22 V=S — Ve~ (G -}-GS)AT

S,—Ey=S,—E,~(G,+G,) AT,
1 S
Hy=H,+— C, (Hyt H) (E,~E) + 5 Ca (Sy+5) (G+G) AT,
Na czofach fal mamy R

) ‘
Sp—i8,= "‘“{_(Gﬁ—[—Gq)AT ’:(=SI’_'S“.’? ;

@22) IST=[ET- +[V1.

H=H,exp(C, [SD),

gdz;e naw;asy kwadratowe [[ 1 oznaczajq skokl zawartych w mch w1e1kosc1, a i
wartodei poczatkowe,
- Aby otrzyma¢ rozwiazanie na brzegach przyjmujemy w rownanzach (2 21) S, = 0
lub Vo= 0 w zaleznoém od tego, czy koniec jest swobodny, ozy zamocowany Gdy
$=0, przy_]mu_]emy réwniez G=0, Jesli lewy brzeg jest swobodany, to '

S, '—0“' : _
— 1.
-V V Syt (Gf,—i—G')AT—V S' + G, AT;
2.23) :
—"E +(Gp+Gr) AT"‘ T3
H,=H,;
joSli prawy brzeg jest zamocowany, to
V,=0,
1 '
L Sn"_,“Sq“I’I_/;__'. ?(GP+GG)AT’
(2.24) o -
E,,“—‘SI,HS,.—I—E,.—I-(GP—I—GJ AT,
H,=H, + CI(H —!—H,.)(E E)+ CZ(S -I—S,.)(G +G)AT.

Punkty na pow1erzchm kontaktu pr@tow Gk i (_1—[—1 k) dla wszyst.klch k 84 trakto—
wane jako punkty ‘wewnetrzne; jeSli £ i H na poczatku sa ciagle; tzn. jesli (j, 0)
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i (j+1; 0) sa identyczne. Je§li E i H s3 poczatkowo nieciggle wskutek réznicy tem-
peratury w pretach, to przed. uderzeniem naleZzy rozwigzaé nastgpujgce réwnania
wzglgdem S, V, (ktdre sa wspélne) E,, E,, H, i H,:

L
Spt+V,= Sg+Vq —3— (Gp+Gé) AT,

Sy=Vy=8,= Vo= (GG AT.

. . S —E =Sr'=_E;-'_‘ G :Gr AT,
(2.25) e E,—(G,+G,)

8,~E,=8,—E,—(G,+G,) AT,

i 1
szHr + "2_ Cl (Hp_l'Hr) (Ep—Er) +ﬁ§_ CZ (Sp+Sr) (Gp+Gr) AT,
+ ] 1 ] ' LR 1. o e 1] 1]
Hy=H,+ C, (H, —I—H,.)(E —E,)+w— Co(SHS) GG AT

W réwaaniach. tych symbol(’) oznacza punkt (J, 0). Ponadto jeSli S, okaze
si¢ ujemne, to wyrazenia na niewiadome nalezy zmienié, przyjmulqc W nne_]scu
kontaktu pretow brzegi swobodne.

W ob]iczemach numerycznych przytho nastf;pujqce stale a1—01 ocz-O 5,
o /7o =107 cl —0 15 H 10 k1—20 k2—50 Na rysunkach 10—13 pokazanc

Pawierzchnia uderzenia

[
. 28 Brzeg swobodny
rzeg swobodny TR0 .
(prety sie rozdzieiaja,)
ity
g
&
1 1 : 1 : i
0 20 g 60 0 8 100
X Wspdfrzedna Lagrange ax ) Xp

Rys. 10. Tzotermiczne profile predkosci

sa profile predkosci i odksztalcenia w pretach dla réznych czaséw. Poniewas dX =
= -+dT, przeto fale poczatkowo rozprzestrzeniaja si¢ w obydwu pretach od. powierz-
chni nderzenia z predkoscia 1. Gdyby fale te byly sprezyste, odbityby si¢ od swobod-
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nych brzegdw jako fale rozciagajace. Ale czota fal sprezystych wskutek oddziatywania
7 rozprzestrzeniajacymi sig za nimi falami plastycznymi nie s3 falami odciaZenia
(rys. 14). Jednakze dla X,=X; mozna zaobserwowa¢ silne oddziatywanie odbitej
fali rozrzedzenia na plaszczyzng uderzenia (rys. 14, 10, 11), co zwicksza efekty

Ptaszczyzna Bree

Brzeg . ! g
swobodny - . uderzenia swobodny. -
" [~ - " ‘ . .
14
,.5:_‘
=
E Es
. o
& WS
E ' 20 w.“ao.ea
A d_ﬂe\ ‘
S
1 ' ] L 1 1 H
0, 20 o . 50 60 70 80 90 100
Xq XZ

Rys. 11. Ezotermiczne profile- predkoéci w pretach z brzegami swobodnymi

Brzeg swobodhy Brzeg swobadny
. ™~

B
o
B
&
=
(po czasie T=100
fale sg sprezyste)
i H I i I i i 1
10 20 ) 40 50 50 [ 86 s 150
X1 - ) g

Rys. 12, Rozdziclenie sie plaszczyzny kontaktu

odciazenia i wywoluje naprezenie rozciagajace w plaszezyinie styku powodujac
rozdzielenie si¢ pretow. Rysunek 12 pokazuje rozklady naprezenia w pretach w plasz-
czyZnie uderzenia w chwili roztaczania. Z drugiej strony, jefli X, #X, (rys. 13), to
spotkanie si¢ fal nigdy nie nastapi w plaszezyZnie uderzenia. i profile odksztalcenia
wyraznie si¢ réznig od profili w.przypadku poprzednim: Z wykreséw mozna zauwazy¢
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Ptaszczyzng -

derzema

Brze

~swobedny -

‘X1

50

|
- 100

50

200
Xy

- Rys. 13. Izotermiczne profile odksztalcenia w pretaéh,‘ ;gdy'xz=3x;. 5

| Spatkanie fal
" | rozrzedzenia
B AN
FERR / .
amg X X
swobodny N * e \\
s
s / \.\ N
e AN \‘\
s / ~
s s N ~

Czos

Plaszczyzna uderzenia

Wopdtrzedne Lagmnge‘a
Rys. 14, Odbicie czola faii pad'éj.acej od: ko‘zicéw':swdbddhyéh' i fal plastyczaych

intéresujgee zjawisko: gdy uplynie dostatecznie duzo czasu, moZna  uzyskaé
plateau odksztalcenia 1 naprqzema nawet dla ‘materiatow - czulych na prqdkoéc
odksztalcema.

- Na rysunkach 15—17 przedstawmno proﬁle odksztaicema i prqdkosm dla réznych
czasow. Rysunek 15 jlustruje przypadek z obydwoma konicami swobodnymi. Zauwaz-
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my, ze wzrost odcigzenia wskutek zderzenia sie z falami rozrzedzenia jest raczej
zZnikomy. Prety sa w kontakcie jeszcze w czasie T=110. Rysunk1 161 17 pokazuja
wyniki obliczefi dla brzegu swobodnego i zamocowanego. Zwigkszenie odksztalcenia
écxskajqcego na brzegu zamocowanym jest zauwazalne, Rysunek 18 pokazuje réznice

Brzeq swobodny | ‘ Brzeg swobodny '
N

" Odkszlateenie

1 L 1
e A - 59 T8 W 8¢ - g0 10
Wspdfrzedna Lagranges X

Rys. '1*5. Proﬁié'._édksﬁalcenia w pretach z brzegami swobodny}gi

Brze e Ptaszczyzna szég

' g ;
Swobadny : uderzeniowd zamoshwany
R - [ .

10 2 a0 40 50 &0 70 80 80 100
Wspafrzgdna Lugrunge a )(

_ Rys 16 Proﬂle pr@dkoscl W prgtach z konoem zamocowanym

miedzy profilem izotermiczuym i proﬁlem adiabatycznym. Efekty temperatury typu
rozwazanego W tej pracy nie prowadza do zadnych- osobliwodci w profilach fal.
Historie odksztalcenia w réZnych przekrojach preta mogna otrzymaé z rysunkéw
15-17, wykreslajac odksztalcenie i predkoéé jako funkc;e czasu dia réznych ustalonych
wartofci zmiennej przesirzennej x.. : S
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"' Brzeg Proszezyzng Brzeg
swobodny - . uderzeniowd sziywny .
25|F g
20l

Odksztalcenie
S
T

105
65\
f b, o 1 1 1 I8 H - I | -
e 20 30 40 50 60 0 80 g0 - 00
' Wspdtrzedna Logrange's X " -
Rys. 17. Profile odksztalcenia w pretach z konicem zzimo-:ov}anym“ '
Brzeg ~ Plgszezyrzna . Brzeg
swobodny bt pp o uderzenig - swobodn ‘
P | _9'_\ '
-16
2t ;
230, .
& ,
@ %, \
& ;
5 ;
N 4
S %
= ;
! 1 1 L ] i i o
o 2 3 a8 50 60 7 & 90 100

Wspdtrzgdna Lagrange X

Rys. 18. Poréwnanie profii odksztalcenia z wplywem i bez wplywu temperatury

2.2, Uderzenie lepkaplastyéznego preta: 0 szfjéﬁ?nq przegrode

W. K. NOWACK! i J. ZARKA rozwaZzyli w pracy [35] termomechaniczny pro-
blem uderzenia sprezysto-lepkoplastycznego preta o sztywng przegrodg analizujge
jednocze$nie wplyw  energii zmagazynowanéj w materiale przy wykorzystaniu
rézmych: hipotez w réwnaniu termodynamiki —na proces deformacji, napreZenia
i temperatury w precie. Do rozwazan przyjeto uklad réwnan wyjéciowych (1.1),
(1.2), (2.3), (2.4) z modyfikacjami uwzgledniajacymi w réwnaniach (2.3) i (2.4)
wplyw energii zmagazynowanej. Przyigto nastepujaco zalozenia: a) jeden parametr
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wewngtrzny Y (bezwymiarowy), ktéry okreéla uéredniony rozktad dyslokacii w po-
likrysztale, wystarcza do scharakteryzowania stanu wewngtiznego materiahy, b)
predkos¢ odksztalcenia plastycznego é” oraz parametru wewngtrznego Y sa funkcjami
wartosci chwilowych o, 8, Y; c) energia zmagazynowana. U, .jest proporcjonalna
do Y? (U,=AY?*, A oznacza stala). Biorac pod uwage powyssze zalozenia. zamiast
réwnad (2.3), (2.4) mamy '

2.3 e, 1627 raav P —ogo0

( . ) Po UT,); et R 1 _tdg'(an s Y),
, . de . do - 900

(2.4") EO_—at‘:a—t“"Eoof.“é?“’Fg(a', 8,Y),

oraz réwnanie ewolncji dla parametru wewneirznego Y

@26y . .. e =0, 0,Y)..
S .
Waruaki poczatkowo-brzegowe dla wyZej rozwazanego zagadnienia sg naste-
pujace:
dla #=0
a(x, =0, elx,0=0, Y 0O=Y,,
Py {x, 0) (x, 0) (x.0)=Y,
9 (xs 0)=60 > VJ(x, 0)':?)0 >
dla x=0
' 2(0,8)=0, jeSli &(0,1)<0
lub
(2.28) ' a(0, 1)=0;
dla x=1 ‘

a(l, £)=0.
Funkcje g (5,6, ¥) i f(o, 8, ¥) wyspecyfikowano w nastgpujacy sposob:

o]
L P=glo, 0, V)= C, () 6—Y)Y,

. £(0,0,Y)=—"C1(6) (6~ ¥
- Y=1(0,0,7)=C,(f) o= Y Y7+,
gdzie |g| jest wartoéciq bezwzgledng o, a symbol > oznacza

SR 0, jesi- a—=¥Y>0,

{o—Y)=1. - '

o—Y, jesi o—Y<0,
Funkcje C; (6) i C, (f) przyjeto w postaci

_ _ A Vv A, V.
(?.30) C, (e)z“kg exp—7gs . G (9)’—“'“@“ eXpP =75
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gdzie p, A;; Ay, V'i k sa stalymi fizycznymi charakteryzujacymi material. Posta¢
wyrazeni (2.30) wskazuje, %¢ odksztalcenia lepkoplastyczne sg wymkxem termicznie

aktywowanych dyslokacji.
- Do obliczeft przyjeto nastgpujace Wartoécn stalych matenalowych dla czystego

alyminium w temperaturze 300°K:
E0=7,06‘104 Mpa, Yoms'lou‘t, p=4,

po=2,7-10® kg/m?®*, C,=9-10? ngK I=0,1 m, w9,=52m/s,
1, 0)=Cy (O) Y lfcg=0,02; 5, (B)=C,(0) Y§ ™™ ljcg=0,5335,
4 Yo E,
Ma= 2 Y3=003;  B=— "7 =3704.10%.

Roéwnania wzdluz charakterystyk scalkowano metoda Tréanora, a wyniki obli-
czen przedstawiono graficznic na rys. 19-21. Rozklad naprezenia i odksztalcenia
w czasie w plaszezyinie uderzenia preta oraz rozkiad odksztalcenia plastycznego

ofog ¥ €
20303

2a ..

]

Zb

R 10 12l
1 ta

1§

Rys. 19. Rozklad napreenia i odksztalcenia wczasié w plaszczynie uderzenia preta: odksztalcenie
1a i naprgzenie 2a dla statych wspblczynnikow Cy 1 Cq, odksztalcenie 15 1 naprezenie 2b dla wspbl-
czynnikéw Cy i C, zaleznych od temperatury

wzdtuz preta w przypadkn braku w réwnaniu termodynamiki energii zmagazyno-
wanej (tzn. gdy cala praca plastyczna jest zamieniona na cieplo) pokazano odpowied-
nio na rys. 19 i 20, Przyjmowano zaré6wno zmienno§¢ wspétezynnikéw Cy (6) i C, ()
zgodnie z réwnaniami (2,30) jak i ich niezalezno§é od temperatury. Z wykresow’ tych



ROZWIAZANIA FALOWYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH W PRETACH PLASTYCZNYCH ¢

L )

520
o5,
910

005

o--‘:-' Y TIElNe p

oy

Rys, 20,  Rozklad odksztaloeﬂ trwalych w' precier.a - — CyiiCy sta}e b—C; i Cy zaleine od

temperatury
s (8=Q1)ﬂ :
40 1.
S REETR
BEC R/ K
L ] I 2/3 269 20034

(5=007)
10

. 0

Coap

_.4&‘_
e 0 8=q08) ) ; . . .
0 . 50 - ) T

Wspdtrzedna W
Ry, 21, Przyrost temipdfaiary wadtuz dtugosei preta po uderzeniu: 1—bez energii zmagazynowanej,,

2-—moe’ énerg‘ii 'zmag‘azyniiWanej U; =0,1 : aé"’, ‘3 —moc energii zmag'azyr':owéﬁéj I.J; =4 Y]; i

widaé, ze zrmany w1e1ko§01 01 i C‘,1 zaIezne od temperatury nie majq w1e1k13go
wplywu na rozw1azame i praktyczme mozna przyjmowaé, Ze Wlelk0§01 te sy stale.
Na rys. 21 pokazano przyrost temperatury wzdhz rOZpIQt0§CI preta obhczony Wedhlg
réznych hipotez, dotyczacych udziati w réwnaniu termodynamiki energii zmagazy-
nowanej: a) braku energii zmagazynowanej, b) energii Zmagazynowanej réwnej
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0,1 pracy plastycznej (czesto przyjmowanej w rozwiazaniach) c) energii zmagazy-
aYy
nowanej okre§lonej wzorem U2=AY? (Wyraz 24 Y—— ar v (2.3’)). Latwo zauwazyc,

2e T6é3nice w rozwiazaniach otrzymanych wedlug réznych hipotez sa rowniez prak-
tycznie pomijalne.

Z analizy powyzszych wynikéw mozna wysnu¢ wniosek, e w procesie adiaba-
tycznym zmiany temperatury wywolane zewnetrznymi obcigzeniami mechanicznymi
sq pomijalne. Nalezy je uwzgledniaé jedynie w zagadnieniach, w ktorych ma miejsce
znaczny wklad ciepla z zewngirz (przy odksztafceniach infinitezymalnych).

Dla ciala plastycznego niewrazliwego na predkode odksztalcenia podobna ana-
liza byla przeprowadzona w pracach [36 i 37].

3, ROZPRZESTRZENIANIE SIE FAL W SKONCZONYM SPREZYSTOLEPKOPLASTYCZNYM
PRECIE Z GRADIENTEM TEMPERATURY [38]

W wyprowadzeniu réwnania konstytutywnego, ktére by w sposob jawny uwzgled-
nialo efekty termiczne, przedstawiono tu metody fizykalne — w odréznienin od
metod matematycznych, szeroko przedyskutowanych we wstgpie. Podobnie jak
w rozdziale poprzednim zakladamy, ze é= #°+4°. Sprezysta skladowa predkosci
odksztalcenia &= ¢/FE, gdzie modul sprezystosci ¥ jest wiclkoscia. zalezng od: tem-
peratury. Wyraz rozszerzalnosci cieplnej «@ zaniedbujemy, gdyz rozwazamy stacjo-
narne pole temperatury. Jednym ze sposobdéw znalezienia zwigzku migdzy pred-
koscia odksztalcenia plastycznego & a temperatura jest rozpatrzenie funkcji 6=
=0 (&%) jako okreslonej przez proces termicznie aktywowany. Oznacza to, ze odksztal-
cenia plastyczne sa wynikiem gromadzenia si¢ dyslokaciji, ktére wskutek dzialaja-
cego pola naprezer i fluktuacji termicznych pokonuja rézne potencjalne przeszkody.
W termodynamice pro’ce'séw -aktywowanych znany jest nastepujacy zwiazek migdzy
predkoscia odksziatcenia plastycznego & i termiczng energig aktywacji #:

3.1 a0 g o= #1R0 s

gdzie k jest stalg Boltzmana ( 7,66.10~ 22[ ]) , a 0 jest temperatura absolutng.

°K
Termiczna energia aktywacji # towarzyszy dmala_]qcemu polu napreZenia w poko-
nywaniu terinicznej przeszkody krotkiego zasm;gu Energia ta jednakze nie jest
wystarczajaco duza, aby pokonaé sily dalekiego zasiggu. Jezeli o, jest catkowita
energia aktywacji wymagang do pokonania bariery potencjalnej, to energia termicz-
nych aktywacji jest réznicq migdzy #¢ i energia dostarczang przez. przylozone
pole naprezenia. Ta ostatnia moze by¢é napisana jako V¥, (o0— o), gdzie W, jest tzw.
objgtoécig aktywacii (Vo =35#'[d0), a &, oznacza atermiczne pole naprezen dalckicgo
zasiepn, ktére przeciwstawia sig ruchowi dysloka031 &y na ogdt Jest roancac funkcja
pola odksztafcenia, a o 3, i Vo zaklada si¢, ze 34 stale. Zatem energia termlcznych
aktywacji mezquna do pokona.ma przeszkody tenmcznej Jest nast@pu]qca '

3.2) e r o Vol(o—80).



ROZWIAZANIA FALOWYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH W PRETACH PLASTYCZNYCH .6773 PRI

Jest to ta czg8¢ calkowite] energii aktywacji 5o, ktdra wplywa w pierwszym rzgdme
na deformacje plastyczng. W zwiazku-z tym mozemy- napisaé

. _#orVolo=Tola]
(3.3) e kb )
gdzie &, (¢), jak juz wspominaliSmy, jesi: naprezeniem wewnetrznym dalekiego
zasiegu, ktore wzrasta wraz z odksztalceniem i dlatego mozemy utozsamié je formalnie
ze statyczng krzywa {napr@Zenie-odksztalcenie g (a)} a wyraz o & (g) interpretowad
jako dynamiczng nddwyzks; napreZenia wpr owa.dzonq wezesniej, o czym wspomina-
lismy we wstgpie, przez MALVERNA [3] w jego rozwazaniach dotyczacych defor-
macji pretéw plastycznych czulych na predkos$é odksztalcenia. Dalsze_] mterpre-
tacji wyrazu & (&) mozna dokonaé piszac-réwnanie (3.3} w postaci

s + : kﬁ‘] ( )
TR A .fr(g) Vo \& )

'gdzm éo Jest stalq proporcwna]nosm Wyrazeme «statyczne» ma:. pra.wd21wy sens
tylko wtedy, gdy wszystkie efekty predkosciowe znikaja. Tu zachodzi to tylko wtedy,
gdy §=0. W tym przypadku napreenic jest proporcjonalne do'dwéch "wyrgzéw;
pierwszego ‘stalego # o/, i:drugiego & (g). Wyrazeniu & (s) mozna nadaé interpre-
tacje mesprgiystego wzmocnienia w temperaturach bliskich zeru absolutnemu.
Przy tej 1nterpretaq1 atermzcznego pola naprqzen daleklego zasxqgu rowname kou—
stytutywne przyjmu_]e postac e _
: 0' Tt i 'U'[a—;(e)];l

gdzie U=V, [# o, K= k/&fo ad, Jest wspolczynmklem lepkosm o wym:arze pr@dkosm
é, jak wiadomo jest funkcja wektora Burgersa géstodci dyslokacji i predkodei,
a zatem funkcjg' odksztatcenia. Dla naszych celow przyjmiemy &, jako stalg, ktdra
dobiera si¢ z danych do$wiadczalnych.

Ukiad réwnan podstawowych skiada sig z réwnafl (1.1) i (1.2) oraz (3.5). Pole
temperatury, ktére wchodzi bezpo§rednio do réwnania (3.5) mozna okredlié przez
funkcije wykladnicza, zaleZna tylko od poloZenia: '

(3.6) L 0=0(x)=0,e"

(3 5)- -

Taki rozklad temperatury oplsu_]e _spokojny proﬁi temperatury pojawiajacy sig¢
miedzy dwoma stacjonarnymi frédiami termicznymi. Modul sprqzystoém E (@)
przyjeto w postaci liniowej t:unkcp temperatury:

(.7  E(@)=E,~E0.
W w1e1ko§01ach bezwymlarowych

g .
X=ifl, T=(@oll S<ge.
ukiad réwnan podstawowych pl'ZYJIIllC postaé

(3 8) i Sx— VT’ Vx—-ET, ET Wz ST+Q;

V=olcs, co=(Eo/)F .

Rozprawy InZynierskie — 8
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gdzie RERTIT o

yr=y? (X)=(1— e~
3.9) _ (e
| e

. Q=0(S, X)=Aexp — 22
oraz .. .. . ) . _

A__cﬁ" U’_po COU x=a!: C;,z_goEl/Eo._:
G

Warunkz poczqtkowe Pr@t Jest w spoczynku W stame naturalnym
(3.10) S(X 0)=V(X O)HE(X 0). _
Warunki brzegowe: meobclqzony komec preta ]est swobodny, podczas gdy na
drugim koncu moze byé dane na.prqzemc, odksztaloeme lub: pr@dkoém
(31:)' dlaX-I: sQ, D=0, D
 dla: X=0 S0, = E(T), V(O T) V(T) E(O T) E’m

Do rozw1azan1a powyzszcgo problemu brzegowego z uwagl na Jego mehmowy
charakter (krzywohmowe charakterystyki, nicliniowa funkc_}a Q) efektywnq oka~
zuje si¢ metoda rozwiazania, bedaca kombinacja metody charakterystyk dla czota
fali i nigjawnego schematu réznicowego dla rozwwczama za czolem fali. Eliminujae
Z ukladu rownan (3 8) E otrzymamy uklad rownan dla Si V2

Gy Sk~ Vi Wy Sr+Q,

ktory Jest ukladem hlperbohcznym, pomadajqcym charakterystykl EEHDENE A

i réwnania charakterystyczne
(3.19) dV dX —dS dT=QdX?=0.
Calkujqc rowname ruchu (3 13) otrzymamy dla czola fa.h

- la/l G F ) (1=G= )
TG e -0 0/izar
W czasie T odpowiadajacym X=1 czolo fali padajacej odbija si¢ od swobodnego

kofica preta i wraca w obszar juZ zaburzony. Réwnanie ruchu fali odbitej otrzymu-
je sie z calkoWama réwnania (3.13) z Warunklem poczatkowym

(1/1 cxe-~+1)(1/1—c,1—1)‘
iz c e —n Wi—GD

(3.15)

‘ dia 0<X<1

316 X=1,
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: RozwaZzmy najpierw rozwigzanie réwnania (3:12) na.czole fali padajacej. w prz:e-
dz:a.le 0<X<1. Z warunku cigglosci kmematyczne_] otrzymujcmy .

@Iy =y |
Zalozeme, ze oérodek byl poczq.tkowo mezaburzony prowadzn do o
(3.18) T R TN (Sopunv o

Wykorzystujge tg zaleinos¢ oraz dT=wdX dla réwnania (3.14), dostajemy
G619 S 22— dS+Si+Q=0

Calku_]qc (3 19) otrzymamy S erlkoéé Vdostamemy z (3 18) a E wymka z wanmkn
c:agloéc: kinematycznej g ‘ :

tan '"'V’VW przcdzzale czasu | _' A
(Y 1=C e *+1)(1/1 Ca—l)
1/1 —Cy e = 1)(1/1 -Ci1)

Regularne rozwxazame za czoiem fall W punktach oznaczonych na rys; 22
kolkami, uvzyskujemy calkujac réwnania wyjéciowe metoda réznic. skoticzonych.

0<T<1

2N-1
ZN+1

=
o3

.o -Rys. 22, Siatka réZnic skoficzonych .

Korzystnie jeét za.stosowaé' scheméf réiﬂéowy nigjawny triypunktowy wigiqde:t;l
czasu 1 wspolrzgdnych. przestrzennych, W punktach zaczernionych dane sy warunki
brzegowe. (czgSciowo lub calkowicie) oraz :znalezione: rozwigzanie na czole: fali.
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Przyrosty-czasu AT spetniajy wartinki: ATF < AX; -przy- czym- AT zmienia si¢ dla
ustalonego X. T AT LA TR R HIEEE L
Gdy réwnania sq nieliniowe, korzystnie jest zastosowal nastepujacy schemat
iteracyjny. Zalézmy, Ze rozwigzanie jest znane dla wszystkich krokdw czasowych
z T=T, wlacznie i posziikijemy rozwiazania dla czasu T; 1. Po napisanilt niejaw-
nego schematu réznicowego otrzymujemy réwnanic macierzowe ot

(3.21) EETICI KA RRtE RS SRR OR I PR CY:A,

gdzie C jest macierza wspéléiyriﬁikéw powstalych z wag przyjetego schematu
rézni cowego, Y jest wektorem rozwigzania, a 4 jest wektorem zawierajacym wyrazy
dysypatywne Q. Rozwigzanie réwhanid’ (3.21) rozpoczynamy ‘od’ rozwigzania r6w-
nania CYy=A, lub Yo=C~' 4, A, powstaje z A przez ‘podstawienie’ @ =0.
W pierwszej iteracji znajdujemy Y=y¥; z réwnania (3.21), gdzie A=A, zawiera
O (So, X) wyznaczone z liniowej aproksymacji. Powtarzajac obliczenie przyjmujac
w A, Q(S,, X) otrzymujemy Y,. Nastgpnie rozwigzanie oslabiamy zastepujac Y,
wartofcia §rednia z rozwigzah Y1 ¥, z odpowiednimi wagami ¥,—»C~' AfY,,
Y, 8, gdzie & jest parametrem oslabienia. To nowe ¥, poréwaijemy z Y, (ich po-
szezegoine clementy) sprawdzajac, czy odpowiednic pary spetniajg obrany blad e.
Jeshi nie, to powtarzamy iteracje. Zatem dla i>2 liczymy Y= C L (Al Y- Y21, 9)
SPrawdzajac, CZy ... © Lot el e Tma el e s T
(3.22) 1Y — | ¥e—sl
H¥3l
Zaleta tej metody jest to, Ze mozemy wzia¢ wigkszy krok niZ przy schemacie zwykltym,
tylko raz odwracamy macigfz C, gdy# nie zmienia sig ona w p_rocesie iteracji, a czas
liczenia kolejnej iteracji jest niewiele wigkszy niz przy liczenin pierwszej iteracji
z nkladu liniowego. : :
Fala odbita od kofica preta X=1 rozprzestrzenia si¢ wzdluz charakterystyki
dT= ~w dX. Rownanie chaljakterystyczne opisujace zachowanie sig niecigglosei
wzdhiz tej drogi jest nastgpujace:

4 di
(3.23) EfEVB+WEfESE—Q?0,
Kiére wskutek zaleznosci [¥]= —yw [S] przybiera postaé
(3.24) S ISTg, te=0

Znajac rozwigzanie przed czolem fali odbitej- mozemy rozwigzal (3.24), a nastgpnie
opisana wyzej technika znaleZé rozwigzanie za czolem fali odbitej. Do obliczen
numerycznych przyjeto nastepujgce wielkosci dla aluminium 1100-0-(LaNDHOLM {397}
Ey=7,72:104M Pa-przy O°K; przyj¢to, ze (s)[MPa] zmienia si¢ liniowo i réwna si¢
42.10% &, Ho[Vo=138+10% V5=246-10"2% m?, 8o =102 571, Modut “sprezy-
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stodci'w priedziale temperatury 294 <@ °K<644 zZntienia SIQ hmowo wedlug nastg-
pujacego wzorn: :

(3.25) - o E(B) 6, 89(13 3703, 530) [MPa]
Obciazenie koica preta X=0 przyJQto W postac: (por. rys 23)
o (0, 1)=6,89 [4+3 (1 —exp (—4C, 2i~1))] [MPa].

B
[~
T

&,
o

Bezwymiarowe naprezenie o/p, cpx 10"
» :
1

! ] ; 1 ! i
¢ g2 94 .05 g8 10 12
: poen O Czas T/t

" Rys. 23, ‘Obcigsenic kofica preta

Rysunki 24-26 pokazuja ‘niektore wymkl obliczeri dla fali f&izprzestrzenjajqcej sig
w kierunku malejacej temperatury. Gradient temperatury wzdhuz calego preta
wynosi 166°K. Na rys. 24 pokazano charakter profilu napreZenia i odksztalcenia
' ' 8% :

461

1 . 295

b |
-2
wpEe R~ .
o RN : )
- -
py b . . .
E1s . 40 Naprezente “
Ry = . s :
e .8
o :
«gfz - ga,o-
g i
Ses - E20y s T 622 T=1213 o)
L A
LR "N, - Odksziatcenie:
ge B 510K
CHE N N _ |
S -
4l &R | T---—-—-'F-:"_".q.-_:;-________1_,.___'_____'____'____ -
e a2 o4 86 08, A

Bezwymramwa od/egmsc X—x/t

Rys 24 Pmﬁle naprezenia i odksztalcenia, malcmcy ruzklad tcmperatury Bigi Ghe
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w..dwoch: réznych: chwilach czasowych 1=0,622 1 #=1;213, w ktérych czoto. fali
padajacej dotarto do polowy i kofica preta. Naprezenie i predkoéé- odksztalcenia
sa dodatnie. Zmniejszanie. si¢ odksztalcenia wzdluZ preta jest duzo wigksze niZ
naprezenia. Naprezenic i odksztalcenie wzrasta na czole fali bardzo powoli. Wynika

l
LT
"Q .
'3-‘- €,=0 (przypadek sprezysty)
é s0r e
: " =
.%é a0 €10 -1
2 s0f
Nl
&
i
L < Sy :l"'l_ i I 5 '.I oy |
a 02 A T 2 10
_ Bezwymiarowa odleglost X=x/i
. Rys. 25, Wolyw i na falowe profilo napredenia
T D NS ST DI bl g“/(; RN AT LEREEA
.12 R RUSTTET v

461

)
[=]

[Jdkszmi‘cenie (%)
- &
e ¢ ™

L
LS

] 1 1 TR | 1
g a2 04 96
Bezwymidrowa odleglosé X=x/1

I | i : }":
a8 : 1;_6' =

..+ Rys. 26, Wplyw & na falowe profile odksztalcenia _ )

to przede wszystkim ze sprezystej niejednorodnosci, chociaz w malym stopniu wzrost
ten zalezy réwniez od lepkoéci materiatu. Oznacza to, #e wzrost czota fali propagujacej
si¢ w ciagle ochladzanym materiale (sé.ty'wniejszym) zasadniczo nie zmienia si¢ niezalez-
nie od tego, czy wspdfezynnik lepkosci &, wynosi 1012} czy zero.

Rysunki 25 i 26 pokazuja wplyw wspdlczynnika lepkoéci &, na profile fali. Dia
ép =0 mamy ‘stan.sprezysty niejednorodny.. Dla rozwaZanych tuwarunkéw poczat-
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:kowo-brzegowych wplyw lepkosci zmniejsza w.spos6b oczywisty poziom naprezenia,
‘zwigkszajgc jednoczesnie poziom odksztalcenia. Profil odksztalcenia ulega znacznej
_zmianie ‘w : okolicy ‘uderzanego korica: preta:. ‘Duze ‘gradienty odksztalcenia sg tu
spowodowane efektami lepkoplastyeznymi. Na:rys. 27 przedstawiono profile -od-
‘ksztalcenia:-w przypadku rozprzestrzeniania sig fali-w- kierunku cigglego wzrostu

K-
w
L

7

10k

o
R
e

Ouksztatienie (%)
i
Bezwymiarowe, na@reéén{e ofpcix10*

---n-.-;__.... TS R e
sty =
0 g )T \ i
06+ 30 \\ !
a5 nd
gl ga
b M
gL 1 I i 1 i I 1 I -
g g2 g4 g6 1 A A 1 R

Bezwymramwa ad!eg:’osc X—x/!

Rys 27 Proﬁle naprqzema i odksztalcema, wzrastamcy rozklad tcmperatury

temperatury (przyjgto dokladnie odwrdcony. rozklad temperatury). Zwréémy uwage
na profile odksztalcema ktére s teraz duzo mniejsze niz w przypadku malejicej
temperatury Na rys 21 odksztalceme niezaleznic od wielkosci prgdkoscx odksztal-
ccma n ulega zmianie. Dzicje’ si¢ tak dlatego,’ gdyz tempcratura prqta w tym przy-
padku jest na tyle niska, ze materiat i ni¢ prze;aw;a wiasnogci Iepklch Mozna za_uwazyc
maly spadek odksztalcenia wzdliiz preta’ W zasadzie jednak jest bardzo ‘mata Té2nica
migdzy rozwigzaniem sprezystym (§,=0). i lepkoplastycznym (&,=10'2).

4. ROZWIAZANIE ZAMKNIETE DLA JEDNOWYMIAROWYCH ZAGADNIEN FALOWYCH
TEORII LEPKOPLASTYCZNOSCI'I TERMOLEPKO-PLASTYCZNOSCI
4.1. Rozwiqzania samopodobne [40]

"Rozwazaé bgdzwmy szczegolny przypadek réwnania konstytutywnego (1 4)
ZAPTOPONOWANEEO PrZez Sokolowsklego [4]

de 1785 [ )(a )
@D B T Er ?.f( J\G, )
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gdzie fjest bezwymiarowa funkeja klasy C* taka, Ze £ (71)>0 dla #>0; symbol 1 (+)

oznacza funkcje Heaviside’a, a pozostale oznaczenia pozostajy bez zmian. Uklad
réwnan zlozony z réwnania konstytutywnego (4.1) i réwnania ruchu. (1:1) mozna

sprowadzi¢ do - jednego : rownania. rézniczkowegd . czastkowego - hiperbolicznego,
drugiego rzgdu typu ewolucji, ktére w:bezwymiarowej postaci .przyjmuje- postaé

o o
42 ﬁ(ax )=, (a)df(cr)/da+5(6)f(0)]

gdzie o (x t)—cr/a —1 jest bezwymxarowq nadwyqu dynamiczna ponad statycznq

Ey
gramcg plastycznoscl x= lx, i= Ico f co—]/M [=fy ]/Poa . Symbol d()
Y

oZnacza funkc_jonal delty Diraca, a >0 jest stala wprowadzona dla Wygody

Aby moe zastosowac rozwigzanie samopodobne za czotem fali’ zakladamy;. Ze
predkosé odksztaléenia jest bardzo duza i materlai posiada natychmiastowsa reakcjg
sprezysta. I’rzedz:a.l predkosci odksztaicema, W ktorym materiat p0s1ada natychmm—
stowa reakqt; sprezysta, jest roiny dla roznych materialéw: Na czole takle_] fah
spelmone sq wprowadzane wczesniel warunki: :

“4.3) lol=FEo[e], c[ul+[51=0, cle]-+{u]=0,

gdzie ¢ jest predkodcig rozprzestrzeniania sie czota fali wderzeniowej. Z- rowna
(4.3) wynika Zze pregdkoéé rozchodzenia sie takiej cienkiej warstwy uderzeniowej
Jest rowna sprezystej j predkodei rozprzestrzeniania si¢ matych zaburzeh w.precie
E0 :
i réwna si¢ co=1/ —.
Po

W IKasie rozwiazaf ‘Samo.podobnych wygodme Jest przyjqc rowname 4.2)
i potegowa postaé funkcji /" [41]:

@ f@)=am;

gdzw p>0 jest stalq matenalowe; opisujqca}_. czuloéc matenalu na prgdkosc odkszta.l—

cenia, Prawo (4.4) jest adekwatne dla dynarmkl stopow metali. przy umlarkowamc

Wysoklch pr@dkoéclach odksztalcema i Jest czgsto stosowane w dynarmce konstrukc_;l
Przy tych zalozema.ch mwnarue (4. 2) mozna wyrazm Ww_postaci.

(45) ’ S ' qv(tfix,amcr,,x,t)zo, R

gdzie
(4.6) . e QEGL i G — O o‘,l+(a)

Stata f zostala tu zastapiona przez p.

Rozwazmy jednoparametrowq quglq grupg transformac_]l okreslonej przez wzory
nastepujace: '

@.7) , T,z)'.—. .(Iljlx,. B, b_" ,,),
(4.8) (Fo TrarEr) = (0" 2 0y ', b7 g,
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gdzie b jest parametrem, a7 i m sq stalymi. Mozna wykazaé, ze dla specjalnej klasy

m=1, n= mamy
b

IM ..
@9 o PO Oues G0 03X, ) =B TP Dy, By, 23 X, T)
gdzie przyjeto p£1. o
Dla p=1 mamy f=k (¢ —oy).. Rownanie (4.5) jest liniowe i jego rozwiazanie

analityczne przedyskutowane. zostato: przez MALVERNA [42]. :Przy danej na brzegu
x=0 predkosci uderzenia V, rozwigzanie to przyjmuje zdmkmqtq postac o

Fx, 0. . Ya ). . {kE.
4.10) ¢ =1 +(‘p0' 2 'q-—'—l)‘fé(q) exp(-,;—t) dfa X0yt
Ty Oy P T AP :
’ kE]  x2\uz
gdzie I, oznacza funkcje Bessela pierwszego rodzaju, a 1,1v~--7(t2 —7)
[+]

Wraca_}qc ‘do-réwnania (4.9) mo:’zna stw:erdzw, Ze g ]est meznuenmklcm grupy

i
nia MoORGANA [43] z teorii grup rozwiazanie rownania (4.3) mozna wyrazi¢ za
pomoca funkcji F (&) zaleznej od absolutnego niezmiennika & grupy przeksztalccn
okreslonej przez wzér e

(4.11) (X, 1)=(bx, b1

l .
przeksztalcen konforemnych (4 T-(4. 8) zm=1lin -;_“—“ Na podstawm twwrdze—

Funkcja F (rf) Jest mezmlenmklem absolutnym grupy przeksztalcen okreélonej
pIzez wzor

N P N S
Latwo sprawdzic, ze .

(4.13) _ L lf—;

oraz

(4.14) | F(f) x(” 1)0,(x )

sq absolutnymi niezmiennikami grup. przekszta!ccn (4 1D (4 i2) Zatem 1stme_]e
klasa samopodobnych rozwmzan rownama (4.4) postac1

(_) . Y S
@ e R, _gd__zm_:éf——?._

Uwzglgdniaqu 't_eil_' Aw.zé_r'w‘ (4.5)4(4.7), otrzymujemy ﬁié]in_idﬁc zwyézajnc réwnanie
rézniczkowe drugiego rzedu, ktére dla p>0 przyjmuje. postaé

(4.16) R i T P L




682 AL iTVoa Lo s o TOZER BEJDA

. W przypadku. szczegolnym; gdy: p=2, {>0, réwnanie powyZsze sprowadza sig
do rownania Riccatiego przez obnizenie rzgdu

@.17) 2(82 1) F'4+-4EF~ F2=4K,,

gdzie K, jest dowolny stata calkowania. Réwnanie to mozna sprowadzié do row-
nania rézniczkowego zwyczajnego liniowego przez podstawienie .

{(4.18): = o0 (é‘ 1)’ V(C) exp[ é:rz ldé] cRO=ERL s
Otrzymujemy zatem S
4.19) L= C)V"—§—2(1+r)(1 21;)1/' (2r-Ko)V 0,

gdzie r spc{ma rowname kwadratowe

4.20). o s e Ky =0,

Réwnanie (4 19) pos:ada trzy. punkty osobliwe {=0,1, c0 i jego rozwigzanie- wyra-
7a sig przez funkc}e hypergcometryczne Dla é>1 rozw1qzame ogolne rownama
(4.19) ma postaé i S '

G2 vgeaen [2r+33.' 2»4.9?]. o
gdzie C oznacza stdlq dowolng. - |

Z (4.14) otrzymujemy
(‘f 1)2F1 [2r+4,3,5;2/(S+ 1]}
(f i'l)ZFl 12'"1'3 2 4 2/(6‘{‘1)]

Funkecja ta przyjmuje szczegllnie prosta posta¢ (wyrazajaca si¢ przez funkc;e ele-
mentarne) dla szczegSlnych -wartosci- K. Na przyklad- dla Ko=0 (tzn. r=0 lub
r=1) mamy dla F(&)ia(x,8)

2 F@=8026+@ - DIE-DEHDHAE-D},

(4.22). .. FQ=6(=1)=4r4+2(+3)

(4.29) o (x, 1) =8x {2xt-++ (2 — ¥ In [(t— ) (t+x)]+ 4, (2 —x)}
Dia K= ~»—3(r =%, lub r= -——;—) '?trzylfnujemy

(4.25) F(&)=6 (11&21"if+r§2)/'(}12'%5£'—£2),

@26y T Vg (i f) = 6(x2+A2 .x:+z2)/(,42x3+3x :wrﬁ)

gdzie A, 1 A, sa stale dowoh}e Zauwazmy, 26 rozquame powyzsze Jest mezmlen-
nicze przy translacji (x', )= (x-t-a, t+a). _

Rozwigzanie samopodobne mozna’ zbudowaé rowmez tuz za czolem fali uderzs-
niowej, 0 czym wspominali$my na poczatku tego rozdzialu, gdy wykorzystamy
WZOrY (4 3 Wartdéei'v 1 bezposredmo za czolem fah uderzemowe_] muszq spelmac
rownania wzdluz charakterystyk:.’ " : '

(4.27) G- do—pedo=—Eq yf(_—a— —.1) 1y (1 _~.1) dt,
[EEEEY oy Oy

¥
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przy czym c=c¢y= ]/ . Poniewaz fala rozchodzi sa@ w- osrodek mezaburzony,
bezposrednio za czolem fah na podstawie (4.3) mamy - 0'—_ = pocov a zatem z 4.27)
2fdo= -—f(a')l (O')dt

gdzieogi ff ozudczagzg nadwyzke dynamtczuq i stata materialowsy okreslonq w (4.2).

do
Jesli o0 a 6;’;;<_0, to-nadwyika ta wraz z czolem fali uderzeniowej maleje ze

wzrostem czasu i wynosi

@28 . e = 2ﬁff~1(c)dc+c"

Zauwazmy, Ze identyczne rozwmzame otrzymamy inng metoda w (4. 39). Zatem
ToZWigzania w postaci zamknietej sg mozhwe dla szczcgdlnych postac1 funkcji f.
Dla f()={p, p#1 mamy

2p .
4.29) [ ](a‘ F—gt—?),

gdzie o, =0 (0), a stalg f utozsamiono z p. Z (4.29) wymka v maleje od o, przy
t=0 do 6=0, gdy f=oco. W przypadku p=2 réwnanie to. Jest spe]mone przez
. jedno z rozwigzan samopodobnych: - ‘

(4.30) 80"‘~(x+a) [2'H-(?? ~—1){A1+In [(7— 1)/(rr+1)l}]
t+a

+
-~ Jesli a=4/aiy; to nadwyika: naprqiema za czolem fali uderzeniowej jest okreslona
Za pOMmocq wWzorh

T T |

a napreZeniowy warunek brzegowy x=0 przyjmuje postac

gdzie 5 = ), przy czym ai A 1 sq stalym: caikowama

4\ o8
4.32) o(0,)=8 [(tﬂ-;)—!—(z‘t—kal 12/4) {Al —In [I +ﬁﬂ]” .
Wzory w postaci bezwymiarowej dla o (x, #), v (x, ) i s(x t) w tym przypadku
$3 nastg¢pujace: ‘

(433) o=~ 1= (e 03I ] Ce-co t0) e (x--ca o) (1-+15)
~ [(€3 £(0-+-210) = x (x-+2Co 1)) {In [(eo 13+ 260 to)(co t = +BY,

(4.34) v= m’% lo (t-+10)/(x+-co to)7+"05' 1,

2oy

. g
@39 el oo e TR




{p cu/a,: +1]oy

e T .
7 05 10 15 20 25 .30 a5

Rys. 28. Zmiana predkodel w czasie W X=0..Rozwiaizanie samopodobne (p=2): a) Ai=In2,
b) d,=In4, ¢) 4;=In8§

ol a -
h-zs
\52 )
=
i
ST
A
Lo . .
- b:
15
10 I ] : £y
o 35, .. 10 45 . 28 2§ 40 35
800108 3 . : i

Rys..29. Zmiana odksztalcenia w czasic w X=0. Rozwigzanic samopodobne (p=2:a) Ay=In2,
b) A1=].ﬂ 4, c) A;mln 8

¢ 2 u € x/ct,

Rys. 30. Rozklad odksztalcen tr;vvalyéh (p=2): a) Aléln 2; .b) .A1=in 4, ¢} Ay=In§ .
[684]
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Rozktady funkeji v i & w czasie dla réznych wartoéci stalej 4, sg pokazane na rys.
28 1 29. Trwale odkszialcenia plq_styczx;t_a s,,:m_oZna znaleié ze wzoru

@36 o ~hm8——‘1(4%@)(141yE)/(x+coro) L

f'ﬂ'@ .

Ich rozklad wzd}uz preta pokazany jest na rys. 30

4.2, Nieliniowe fale dysypatywne ze stalymi niecharakterystycznymi predko.s‘éi&ﬁfi

Réwnanie (4.5) jest mehmowym réwnaniem hiperbolicznym typu ewolucji.
Predkosci charakterystyczne tego réwnania sa okreflone przez réwnania rézniczko-
we . charakterystyk:

-

(4.37) = tep
lub w postaci bezwymiarowe;j.
dx
(4 37!) Egil"‘ i
Poniewaz w rownaniu (4 5) wystepuja wyrazy dysypatywne 1, (0') =4

+é{a) f (0) , przeto nalezy sig spodz_lewac, #e w obszarze odksztalcen pIastycz—.

nych mofe- rozprzestlzemaé sig fala dysypatywna z predkoscig inng niz predkodci
{4.37)-(4.37") rozprzestrzeniania sig fal mequgloécx Aby to wykazac rozwaZmy

G . .
klasq rozwigzai dia nadwyzln a—'cr——i postam .
0

(4.38) L o(x,0)=g(s),
gdzie " o
4.39) Lo STEX

& oznacza stalq pr@dkoéc nierdwng pr@dkoscl charakterystyczne_]

Podstawiajac ¢ do rownamia (4.5) otrzymu}emy mehmowe roéwnanie rozmcz-
kowe zwyczajne drugiego rzedu:

(4.40) s(— cz)g"—dl (&) (g)+t5(g)f(g)]g
Calkowanie daje bezposredmo
@an - Ba- &) =al, @) f(e) 14,

gdzie A oznacra, stalq calkowama
Z réwnania ruchu (1.1) i réwnania konstytutywnego 4.1) wymka ze A= 0

Zatem

{4.42) B —52)8’=C'1 +(@fg). .




686 0 tocivet G JOZER BREIDA ¢

Jedli: g <0, to mamy .
@.43) - Bu-&g'=0.

Z wyjatkiem trywialnego przypadku g==const réwnahie (4.43) prowadzi do &* =%1
odpowiadajacym sprezystym predkoSciom rozprzestrzemanla sic fal. Dia g>0«
réwnanie (4.43) da]e : S o .

@4y . 2<l da igé—_>o,

@ est de ol

W przypadku &2 <1 nadwyzka napreZenia moze wzrastaé lub male¢ w zaleznogci
od tego, czy €>0, czy tez ¢<0, tan,
g [g'<0, jeSli é<O0,
S50, jeshi S
¢ g'=>0, jesli T é>0,
Wynika stad, e jesli dla g>0 rozwigzanie istnieje, to fale okreflone przez te
rozw1qzama sa niecharakterystyczne. Je§h h=g', to réwnanie (4.40) dla g0 przyj-
muje postac ; Lt e .
h' i

Tpa= 62)

Pomewai Ni (g) Jest funkejg klasy C?, wigc réwnanié to nie poslada zadnych' punk—
téw osobliwych iz odpowiednicgo- twicrdzeria Poincarégo mozna wywnioskowac,
Ze na ogdl nie posiada rozwmzan pcnodycznych DIa g>0 réwname (4. 42) mozna
scatkowaé przez kwadratury:

(4'46) S8,

@.47) s=pA-¢ [ £ @ de+C,

gdzie C’' oznacza stala dowoina.
Interesujace rezultaty otrzyma sig, ‘gdy sie przy_)mle postaé funkql S/ (C) zapro-
ponowanq Praez. PERZYNE [8):: . NPT

@agy T T o= 2"*‘:’
@.49) o= bo+2m(expc—1)

gdzie a; i b, sa stalymi wspo}czynmkami Funkcja (4, 48) okreéla _]ako szczegélny
przypadek model (4.4) zaproponowany przez Cowpera 1 Symondsa Dla F(C} e,
p%l réwnanie (4 43) daje - e

1=y
(i-p)e
gdzie g, =g (s,) 2 za B przyjeto p..

(4 50) P (g‘ P—gi” ”),
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Inny prosty wynik otrzymamy-dla réwnania konstytutywnego (4.49), gdy L=1.
Po scalkowaniu (4.47) otrzymujcmy .

(- 6‘2)

L Ll
(4.51) 5—5, = (gl—g)+1ﬂ 1l
gdzieg, =g’ (s,), 51 oznacza stalq, a bJl zastepuje stalq B

Nalezy zauwazy¢, 2e dla funkql f danej rownamem (4 48) f -1 (é') mozke byc wy-
razone w posiaci

0= 2 o ch) B Z ca C+ep)(ﬁ1 26, 042,
=]
Zatem calka réwnania (4, 42)

@5 | 5= {ﬁ(l c-Z)/c] f f"(é’)dHC'

mozZe byé zawsze wyznaczona- przez funkcje elementarne

- 4:3. Rozwiqzanie dla: ustalonego profilu falowego zagadmenm termolepkoplastycz-
no.s"cz ‘ :

W celu znaleznema zamkm@tego rozwmzama falowago o ustalonym proﬁlu
postact f(x—ér), dla spr@zystolepkoplastycznego ‘preta z uwzglednicniem efektéw
temperatury, przyjmujemy  rozwazany wezesniej uklad réwnasn podstawowych
(2.1)2.4). Zakladajac, ze 0, v ,c i 6 s funkcjami tylko jednej zmlennej §== X £,
sprowadzimy uklad réwnad (2.1)-(2.4) do postaci

d{oc—py &
(4.53) %2“2=0 Iub  ¢—py &=const,
d@@—2g)° v
(4.54) =0 Jub D —E=const,
s _do _E._ds _dg p
. de a8
(4.56} ~Eo~oc86d—f-C,; C';;;:Gg/Eo-'

W przypadku izotermicznym iw: rmejsce rownan {4.555-(4.56) mamy jedno réw-
nanie
de  de

@ =g Wb dolds=pols(ui=E);

Korzystajac z (4.57), réwnanie (4.56) przedstawimy w postaci =

(4.58) (6—Eg)po Cdo)ds = —E, océa =g.
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Roéwnania (4.56) i (4.58):mozna rozwiazaé wzgledem dafds i difds: . ... -
9 [ _, Lo (1 ~]—Eo o2 9)] do (1 .'oc.a) AR
4.5 &Et—— &yl — s
459 . Po Po s * - G

do ogél —ow/po U)Eot@ v ag
ds &Cle —(Eo/Po) (1+Eo &% 8lpoC.)] GEo Cy&"

(4.60)

Ehmmu}qc 57 powyzszych dwoch réwnan, otrzylnujemy

v di  E,of 1 a(l —Ep/po &*)
#6b i 552 C, (1 —aolpe Gt EoColl=uolpaCy)
7 C, X oL o
Podstawiajgc H = R , S= ﬁa gdzne 8, pz a2 , o, 7 om , F=p0 ;2 , dosta]emy
aH FH—(I F)S o
{4.62) —_—

ST IS S
-Analizujac te funkcje przekonamy sig,: ze fizycznie interesujgcym obszarem: roz-

H
w1qzan1a Jest (H>0,0<S5<1). W tym obszarze —— >0, gdy F>1 Aby scalkowac

ds
rownanle (4 62) wprowadzamy nastqpu]ace podstawwme L
: C =18 dS——-du S 0; e
(4.63) . i -
v=H '(I_F) Cdv=dH, 0.
= - :
Otrzymujemy :
ud +I“ r—1
T =,

kidrego rozwigzanie ogolne Jjest n&st@pujqce

v= A~ I‘—|—1

Wykorzystujgc z powrotem .podsta\xrfénie (4.63),_;-znajdziemy
r—1\

SN £ At ) Y UL 2 Y
(a.64y -+ o U UH= (F+.1)(S-+\T)-+A(I~S)- :

Symbol 4 oznhacza {u stalq materlalowa, ktorq okresla si¢ z warunku brzegowego
dla s= +ec. Profile dla ¢, &, @ Wspo}rzqdnej s dla roznych postaci funkeji g (g, &, 0)
mozna otrzymaé z (4. 64) oraz 7 rownama o

(4.65) o O— 0=l (5 &‘r),
ktére bedzie przedyskutowane. daIeJ. : '
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Przyjmujemy taka samg postaé funkcji g (o, ¢, ¢ jak w przyktadzie numeryczayisi
{réwnanie: (2.15)): oraz poczatkowy. stan - H, =0, 5= 5. Zatem réwhanie (4 59)
we Wspolrzqdnych bezwyjmarowych PI'Z}{]]I]IC postac- - :

LR

(466} dW m)]{ 7 —Eg— S[I—E"]exp( KH)}

gdme W—s/ro ¢, K k 6,, F H spelma réwnanie (4 64) Obszar naprfgzema i od-
ksztalcenia, dia ktorego ma miejsce fala wstalonego profilu, jest dany przez (4.65),
ktére w tym przypadku przyjmie postaé

(4.67) S=8,=po & (e—8)0,, &=0,8,/E,.

Eliminujge & z (4.59) otrzymujemy

sl el [ enc ]
aw -y a+mi ' peer | * T pe\1 75 £, % CEH)j.

Poniewaz g=0 dla g<0, przeto wyrazenie w nawiasach {...} jest rownc zeru. Z réw-
nania (4.64) i zalozenia H,=0 mamy

=1 (1=8)(Sy+1/ )~ (l—S)F(S+I/1)
T (1-8)F

(4.68)

Poniewaz stan konicowy jest stanem stacjonarnym, a g przyjc;llsmy za rowne zeru,
wi¢c mamy nastepujgce warunki zgodnosci na}ozone ng stale ma.teua}owe

Sf =Ps Cz(gf _g.s y/EO) Oy
5_}”‘?; 3{[?';‘ S, (1— _E1 /E_'o)_exp (T.Ky, .Hf)? 0,

a H; obliczone zostalo z (4.68) przy S= Sr. Wskaznik « f'» oznacza stan koncowy
Rys. 31 llustruje rozwigzanie stalego profilu dla nast@pUchych sta}ych

3.
Sf 0,1; S 005 EU/El 5 S/ED—ZZ E,/pocﬁ12

Rozwmzame podane na rys 31 nie przedstawna. ustalonego proﬁlu, gdyz czas
obliczefi nie byt dostatecznie dhugi. . S SE

Uzyskane rozwiazanie zamknigte posiada duze znaczenie w. technice numerycz-
ngj. Stanowi ono oceng gomac rozmaczama falowego uzyskanego np. metodq roZnic
skonczonych.. . i : : .

Rozwmzame 0. ustalonym proﬁlu mozZna formalme uzyskac ‘postgpujac w sposdb
przedstawmny ‘wyzej: Nalezy. jednak zbadaé, czy- kazde rownanie konstytutywne
dopuszcza istnieni¢ ' takiego - rozwigzania. i AL SRR

- Rozwazmy w: tym celu réwnania ruchu i cu[glosm wyraZzone w zmiennej s (row-
nania (4.53)-(4.54)). Poniewas zaktadamy staly profil ‘rozwigzania we wspéirzednej s,

Rozprawy Inzynierskie — 9




690 i . . JOZEF BEJDA

przeto . stan poczatkowy i stan kornicowysa stanami. ustalonymi. .Oznacza to, ie
w. plaszezyZnic g, e stany te znajduja sie na statycznej krzywej {naprezenic-odksztat-
benie} gdzie g=0. W przypadku. fali- sprezystoplastycznej fala. spr¢zysta. biegnie
szybciej niz fala plastyczna i poczqtkowy stan rozwmzama ] stalym profilu jest
réwny gramcy sprgtystoscx : :

Oznaczajac stan odmeswma przez a,,, v,. ie z réwnan . 53}—(4 4 otrzymujemy
bezpodrednio, e rozwigzanie réwnania (4.57) w plaszczyZnic ¢, ¢ musi leze¢ na

" a6°0)

-

£
iy

" Rys. 31. Prayklad rozwigzania o ustalonym profilu

prostej (4.65), taczacej stan poczatkowy-i koficowy. Jesli nafozy¢ te prosta na krzywa
o=0(g) z rys. 32, to widaé od razu, ¢ wypulkla krzywa {naprezenie-odksztalcenie}
nie dopuszeza rozwidzania o ustalonym profile. Natomiast w przypadku biliniowego
modelu Prandtla prosta (4.65) pokrywa sie z plastycznym odeinkiem krzywej o =a (2).
Ale na tym odcinku g=0 i z catkowania’ ré%Wnania (4.57) wynika, Ze o= const.
Oznacza to, ze dla pewnej klasy materialéw plastyczriych zaleznych od: czasu uzy-
skanig. plateau odksztalcenia ]est rowniez:mozliwe po upIywne dostatecznic dluglego
Rozwazmy teraz wplyw temperatury przy przyjqcm jei ]cdnorodnego poczqtko—
wego: rozkladu - na rozwigzanie . o- ustalonym, profilu: :Rozwigzanie:jest mozliwe
rowniez dla: wypuk{ej charakterystyki o =0 (£) pod warunkiem, Ze wraz ze wzrosten
temperatury nastgpuje wyraZne obnizenie granicy plastycznodci lub zmiana nachylenia
krzywej umocnienia (rys :33). Na tym: rysunky mozna latwo wyrdznié stany, spelnia-
jace réwnanie (4.65), laczace punkty 4 i8; (i=1, 2). ni¢ naruszajace praw fizycznych
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(chociaz nie wszystkie sg dopuszczalne). Nalezy jednak zwrdcié uwage, ze w praktyce
niewiele jest materialéw czulych w sposéb istotny na niezbyt duze wahanla tempe-
ra.tury {dobrym przykla.dem sa np plastyki) e S

5 ,
Bistan. - &K o he i i
e kﬂﬁCGW O N S U Tat! Y.
19(\; ; y) 6
i P
le ’ (\\0 St i [T !
646;?/@0 dﬁ 0‘1,0 i f e / - (Db o
“\660‘?‘!‘1,\;- o Yz 1 (Gbcigzenie) 8
fstan SR .Y ey
poczglhony) . G, (0digienie)
. e €
Rys. 32, Obszar rozwmzama o ustalonym o Rys 33, Obszar mozhwych rozwigzan o usta-

profiln w p&aszczymxe &8 LR lonym profila

5. FALE NAPREZENIA WYWOLANE NAGLYM OGRZANJEM
3.1. Fale termiczne 'w:"féallc_mf()wych elemientach paliwovych

W nicktorych konstrukcjach lub ich elementach, w szczegSlnosci w obudowach
zasilania reaktorow, wskutek naglego ogrzania {np. rozszczeplalnego pahwa) powsta-
ja fale naprezenia o wysokich amplitudach prowadzace do zniszezenia konstrukgji.
Wskazuje to na pilng potrzebg wprowadzenia udoskonalonych modeli teoretycznych
i technik' rozwigzywania zagadmen brzegowych ktore pozw0hlyby na dokladng
analizg ‘zjawisk zachodzqcych wewnatrz ciala, (konstrukcy) jak i generowama fal
w ciatach’ stalych za pomocy impulsu termicziiego. W procesie nag%ego mtensywnego
ogrzania materialu zmieniaja si¢ jego wilasnoéci mechaniczie.”

Jak wynika z dotychczasowych badan, zachowanie si¢ wigkszodci materialéw
rozszczepialnych moze byé opisane modelem sprQZyétb?plastycznym, lepko-spfqiy—
stym badZ sprezysto-lepkoplastycznym z iwzglednieéniem sit bezwladnoci. Réwnania
ruchu, réwnania ciaglodci oraz zwigzki fizyczne wraz z odpowiednimi warunkami
poczatkowymi i brzegowymi dla wyspccyﬁkowanego rozkladiy temperatury stanowia
podstawowy uklad réwnan, ktory nalezy roz‘mztzac W czasie trwania impulsu reak-
torowego, réwnania konstytutywne winny byé sprzgzone z réwnaniami kmetyki
neutrondéw, by adekwatnie opisaé zmiang mocy impulsu w czasie, a zatem. czasowa
zalezno$¢ - wzrostu . temperatury -w .materiale.. Z. przeprowadzonych obliczen [44]
wynika, ze w . wielu przypadkach. problem  kinetyki neutronéw mozna zaniedbag,
a wykorzysta¢ funkcje wzrosty. temperatury. aproksymujaca fcile catke impuisu
zalezng od czasu. Przewodnictwo ciepla. réwniez mozna pominaé, gdyz interesujgce
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nas: efekty dynamiczne zanikaja w ciagu paru -milisekund po: przejsciv: impuisu,
w czasie ktérego czas. przenoszenia cieptd jest -zaniédbywalny. Funkcje, ktéra naj-
lepigj aproksymuje wzrost temperatury w czasie: trwania impulse mocy, otizymujemy
droga catkowania symeirycznego impulsu mocy opisang przez WMEITA i in. w [45] ‘
(rys. 34). h

Charakterystyki impulsu reaktorowego takie, jak poczatkowy okres lmpulsu
badZ jego szeroko§¢ w polowic maksimum mocy, moina wykorzystaé do opisu

080t N charaktenystyka impuisu reaktorowego-. .
2o e
SRR -1 S : Q%.
1 Warost temperatu § '
B ‘Mog! &
‘..;:. - ; 10 B
gl o T\ —
—S2erokosé rmpul- i _] -8
oo o | Suwpotowie A
2016 | _migksimum Al [ tos
' . ‘
- b B
A 1 ! !E ; o4
wl |
% ' C N | Aee
) cdowald coseotd e msvtm niimn = N S
-20 10 R ip

Lzas, pak cza.sawy szemkma rmpu.f.su

o Rys 34Wykres Wzrostu mocyl temperatury dla lmpulsu reaktorowego _ _‘ A

procesu ogrzama Jako funkcp cZasu, Jak w1dac z rys 34 70'7 uwolmonej energu
zachodz1 na przestrzeni jedoej szerokoscl impulsu, a 947 w. czasie dwu szerokosci
u:upulsu .Poniewaz szerokosc 1mpulsu mozemy zzmerzyc -zalezno$¢ temperatury
od czasu da_]e sig okreshc e wzoru, :

.Qf('t)é. T35 = 1:.' —, .
. exp[_—b_—(t )]+1 -

gdzae b _]est szerokosmq 1mpulsu, T }est maksymalnym Wzrostem tempera.tury,

61

a szczyt mocy osu;ga. sie w ChWIh B od rozpoczqma obhczcma

2

Element paliwowy reaktora ma. zwykle ksztalt: Walca W wielu zagadmemach
reaktorowych, szezegolnie- dla elementdw  zasilania reaktordw typu szpilki,: analiza
jednowymiarowa zagadnienia moze byé: wystarczajaca. Dia:elementdw cylindrycz-
nych: o duzych wymiarach:radialnych, : gdzie propagacja fal -zachodzi-w dwoch
kierunkach, wymagana jest bardzi¢j zlozona: analiza dwuwymiarowa. - -
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-+ Analiza jednowymiarowa. Réwnania ruchu i cigglosei s takie same jak (1.1)=(1.2).
Roéwnania konstytutywne zawierajace wiasnodei sprezyste, plastyczne i-lepkie oraz
uwzgledniajgce efekty bczwladnoém poprzeczne] przyjmujq postac [46]:

R ac g2 626‘ _' ‘
(5.2) G=Ey(6—ab)+# 7 Ep &7 peeal dla o<a,,
: _ , et g -
(5.3) —o-,,—I-E (e mﬁ a,,)—i—n Py +v k* pw dla &0,

gdzie o« oznacza wspék‘:zynnik rozszerzalnosei cieplnej, @ przyrost temperatury,
# wspélezynnik thumienia dla ciata’ Kelvina-Voighta, v wspélczynnik Poissona,
k. promieti obrotu (zyroskopowy), E, modul sprezysty, E, modut plastyczny,
g, granicg plastycznoscx na rozcmgame i’ &; - odksztalcenie odpowiadajace granicy
plastycznoéci o,.

Przy numerycznym- catkowaniu réwnah (1 1)—(1 2), {5 2)-(5.3) wygodniej jest
stosowaé rozniczkows postaé funkcji {napr@ieme—odksztaiceme}. Postac te otrzy-
muje si¢ badz z (5.2) badz z (5.3), gdyz granica plastycznodci g, i odksztalcenie
p]astyczne g, nie zalezq od czasu. Mamy wiec

. a&_ (aa ' 39)+ S 2k2 P +"3E T&(Em) O an

A R VPR ") M ALCF TE R raat Cat ot
4,._3%-; 2 2 2
ox? "37(1" ).

W powyzszym réwnaniu modul E, i wspdtczynnik Poissona v przyjmuja wartosci
sprezyste dopdki nie zostanie osiagnigta granica plastycznoéci, a wartoéei plastyczne
do chwili wystapienia odciaZenia, kiedy to modul i wspélezynnik Poissona z powro-
tem przyjmujgwartosci sprezyste. Warunek plastycznoéci ma posta 6:20,.

Warunkl poczqtkowe przy_]mujemy Jak dla. ciala pozostajacego w spoczynku,
tzn prfgdkosc odksztalcenie i naprezenie sa réwne zeru Temperatura roénie zgodme
z dang funkcjg czasu i przestrzeni, a wyznaczana jest predkosé, wspéh’zgdna polo-
Zenia, odksztalcenie i naprezenie. Skladowa przemieszezenia # okreslona Jest jako
zmiana polozen Wspélrzqdne_]

o ﬂ_ X— Xos

gdzie x, jest jej poczatkowym polozeniem. Warunki brzegowe okreflaja napreZenie
natozone na koficach ciala. Jesli koniec jest zamocowany, to predkosé jest rowna zeru.
Réwnania podstawowe rozwigzano metoda numeryczng opracowang przez RICHTMA-
YERA 1 MORTONA [47] i stosowang przez HErRMANA [48] do analizy Jednowynnarowych
fal uderzeniowych. Zastosowano zmodyfikowane centrowané schematy réznicowe
drugiego rzedu dla predkosci i liniowe wzoryinterpolacyjne dla wielkosei polozonych
migdzy oczkami siatek, Prgdkosc napreZenie, odksztalcenie i wspdlrzedne polozenia
83 aproksymowanc przez nastepujace funkcje réznicowe {rys. 35):

{55) o T)(Je‘, t)"."sﬂt.'k:; ’ x—(x, t)'mxt'k's -8 (x’ t)m‘:“i,k: a(x, t)%ai.k'
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Podstawowe schematy réznicowe dla pochodnej przestrzennej i czasowej oraz sche-
‘maty: llmowe] mterpolacp sg nastgpu;qce I DA

' ax“{'%’ _'xl+1“k x]_’k. 3t ik'i-{ ) t[ k+1—t[k ?
— 1 . B ——
(5.7 ”t+%,k—?(‘”tf1;¢+f’f_,n)s ‘U:',k+«k"‘§"(7’i,k+1+‘vz,k)-

ak+1 t+1k+1 RN R

i Cxe
7 ,;,;_m/z o .

1 )

_Rys. 35. Siatka przestrzenno-czasowa dla zagadnienia jednowymiarowego
Réwnanie ruchu w formic réznicowej jest nastgpujace:

o Yt T Ye-g 2(01 43,5 Fig)
G8 .. . = — —,
4y, Prtaa et =X ) HPi_g0 (0 1= %1)

gdme ge,stosc wynos: o

(5 9) TRAE P¢ &, ‘—mt -&/(xz k"'xl -1, x),

a m,_ 4 Ozhacza mase poszczegolnych oczek’ siatki ‘obliczona 7 gestosei poczqtkowej
1 wyjéciowych polozen wspotrzednych: Ponadio’ wamto§01 wspoirzc;dnych i skladowc
odksztaTcema sa okreslone nast@pujqco o

SRIE IR x, k+1—xl k+Atkvi.k+-}
(5.10) Ay i

g =g -
b k1T B bk — ’
’ Xit 1,044 X k+4

gdzie. .. ..o
xH-I PR e (x,“ k+1‘f xs+1 k)

Rozmcowa postac rownama konstytutywnego zc stalym wspélczynmklem ttun:ucma
i bezwiadnoscaq poprzeczng Jest nast@pu_]qca :

(5.11) oo T =E vt oo gaes _"8i+;§.k}.—"(¢.E)¢+§,:é-i-1- (TH{.M-' '1"— e

" .
t+1~,k) + (8:+»}.k+1 28(+i—.k+si+§,k—1)+
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2
k? Oyt k+1_201+§ P R

+ ¢, (F
kit (B g1 —
Atk (xi+-i k+1—xl+i-,k+1)(xl+i-,k+1 Xy -1-.k+1) :

E;+%.k) Pt k1 [(“E)i+l k+1~(OCE)1+«},k]

Réwnania powyzsze sq 1ozw1qzywane w takiej kole_]nosm, w jakiej sg wypisane.
Predkosci: sg okreslone w punktach oznaczonyc‘n «x» migdzy krokami czasowymi
k411 k (rys. 35), odksztalceme napreZenie i gestosé sa liczone w punktach «x»
migdzy i—i+1, a wspolrzqdne przestrzenne s3 okreslone w punktach oznaczonych
kropka. Dla zamocowanego korica preta przyjmujemy, ze predKosé réwna sig zeru
dla. wszystklch krokdw czasowych, dla brzegu swobodnego, Ze napreZenie w punk-
tach lezacych na zewnatrz brzegu Jest zawsze. TOwne zeru. Wykazano, Ze warunek
stabllnosm rozwigzania numerycznego Jjest nastt;pugqcy_

PR I L By AP + “pdt <ji
( ’ ) ! Po Axmin Axﬁnn \ ’
gdzie Ax,,, jest najmmeﬁzym przyrostem cza.sowym _ :

Analiza dwuwymiarowa. Réwnania ruchu dla dwuwymiarowego problemu walca

kolowego Z kolowq symctnq w ukladzie- wspohzqdnych X, y o ma_]q postac
' TN Bo"x, a'x, S '

5.1 | IO | OOy
¢ 3) o P  dy y

., da,,  dy—0Oep
¥ »y ¥y L]

(5‘14) . pq_;ly..—'...

ST Ty Ty

gdzne 'vx io, oznaczajq oszowé i promlemowq skladowq prgdkosc: T .a,,y, Oy od-

powiednic napreZenie osmwe, radialnelstyczne Réwnania mqglosm sa nastgpujace:
Qe Do, - By, v,  Oe Ou, = O | (avy awx)

O ex e 9y 9t 807 . .t ox ’

glee s Eyis Bags By oznaczaja odpowxedmo radialng; osiowsy styczrg iipostaciowy

skladowy tensora odksztalcenia, a ¢ Jest czasem Wspolrze;dne polozenla wyznacza sig
ze skladowych predkosei: i .

6. 15

Véx:' : ”3},_ :

(5.16) e T e T

Réwnania konstytutywne'd'l'zi;:czterech niezerowych skladowych tensora naprezenia
wyprowadzone przez Freudenthala i Geirin Iger 2 tlumieniem dla ciata Kelvina-Voighta,
maja postac S

i e e e 05 8 e 2 (e )

a0 8 ai.
= G2 a gt e CpbA) et a)

2 { B6gp as,,,,) o 4 de, Oy 8
o - %% 2
(8: oV Ea Ty T [(B2-+-2u) o]
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aa)'y ag}w (aexx asﬂﬂ) 4 32_8” 2 (stxx 32899)
= s T ——
R TR e PR O PR > T3 3N\ Yo

L 8 3
~(3A4-24) ot oy o7 Qi)+ (Exxt-Go0) 3; -

2 Bae as,-,,,)aq 4B, 8
( ot [ o +__3 Lt aat [_(3;L+2”)}’

3

ST ,-~-aa.,,,'-..-..\ i Degg -(3sxx -'38,,,,). A Py 2 -'-(stg,x.-aze,,,)-- '
= + + T i |+
(519) at (2ﬂ+’1) at . i -3t' 3t+3”3t2 . ?’l :atz N 3!2 f .‘
TR e gy Gut et

2 { de.. aey,,')a;;*_' 4 Dz Oy D
‘?( a ot Jor T3 Tar a0 [BAH2Me].

do,, ‘6&:,,,: - ey, g

(5:20 T e T

Réwnania _té_ odnééi@ sié do._ 6Bszéfﬁ~spr@2ystego_i plastycznego, jesli wybierzemy
dla w tych obszaréw odpowiednie wartoéci modutu i wspdiczynnika Poissona.

Warunek Hubera-Misesa ma postaé R
(5.21) - Alow—0,,)* (o, - 0'-;30)2_"[' (50— 05)*+-60,,} z =20, .
W przypadku sprezystym modut Younga i wspolczynnik Poissona 53 réwne Zery;

w zakresie odksztaiceni plastyczﬁych dla biliniowego modutu Prandtla przyjmujemy
nastgpujacy modut-plastyczny i plastyczny ‘wspdlczynnik Poissona:

E,=01 E,, K STV
: o

Do rozwiazania powyzszych réwnati wykorzystano technike numeryczng stosowana
przez . WILKTNSA [49], BERTHOLFA. [S0] i HERMANA [51]... - Wykorzystano . cafkowe
definicje pochodnych - czastkowychdla ich aproksymacji przez schematy roznicowe.
Dla funkcji F(x, ) pochodne sq okreslone nastepujgco: SRCE TN

5.22) & dmd . T wmaA
T T PV Ry D" = 1

gdzie C jest konturer ogratiiczajacym’ powierzchnic A, 8 jest dtiigoscia Tuku, a'n
wektorem normalnym do brzegu C. Stosujac te definicie do czworokatd 1,2, 3, 4
(tys. 36) o polu powierzchni 4 z funkeja F okreslong w punktach 1, 2, 3, 4, po-

chodne funkeji F 'mozna napisaé. w postaci

arFr 1 i
(.23 . T aq [FmFa) 73~ )~ (r2—ys) (Fs— F)1,
arF -1 :

G2 = 0= F) (o —x) — (s x) Fy— ).




ROZWIAZANIA FALOWYCH ZAGADNIEN -BHZEGOWYCH W PRETACH PLASTYCZNYCH 697
Pochodne sg okreslone w Srodku czworokata. Powierzchnia czworokata podzielona
jest na dwa trdjkaty a i b.o polach powierzchni 4 i 4,. Pola tych po-

wi_e_rzgyni ‘WyraZone sg nast@pujqco przez wspoirzedne punktow 1, 2, 3, 4:

1
4, z? X (Vs —Ya)FX3(ps~ya)+

St X (32— 2s),
5.25). -1 .
( : ) ' Aﬁ=m2"*x2(y4—y1)+x4 (y1—y2)+
e X (i va)s SR '
CUASAEA T T s s e X

Rys. 36, Czworobok 1234 o polu po-

RozwaZany przez nas cylinder pokrywamy wietzchni A

siatkq poruszajacg si¢ wraz z materialem (z osia co
x jako osig symetrii) pokazang na rys. 37 wraz z malym czworokatem bedacym
podstawa schematu réznicowego. Oznaczajac kierunki x i y przez j 1 k mamy

KT X ks X2 TXjea ks X3=Xja kr1s ¥a=Xp ki

Vi ikson Ya=Xiva, ks YaThivt k415 Yo=Y+t

1k i i g iy i odma Kmax .-
' T . s @ ' I
Skt
* e . ° 7 3
Jik gk etk
2% . j,l:-"l . ° q
11 " >—s +—o— 6
21 Jimax,
X

Rys. 37. Slatka przestrzenna dla zagadmema dwuwymlarowego

OrazZ WZory na pola p0w1erzchm

Aal"_'AaJ+1,k+1 . {xj+1 k(y.1'+1 kt1 —Vi e )T X541 gt U er 1= Pirr )+ }
T . ‘ o I X5, k+1(y.r+1 AT yJ+1k+l)}

Abl_Abj e ?{xj—i—l k(J’J+1 rc+1_yj Ic)+xj e+t (Pi— Yitu, ot
T -y, k(yj+1 K j,k-:-l)}:
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E A; k“Al‘—AaJ+l k+1+Ab 1k-
Masa czw0rokata 1 _}BSt stala W czasic i jest obliczona w chwili poczatkowej z wyjécxo-
wego potoZenia wspolrzednych:

Mx"_‘Mj,k =_3_( ) {(.}’j+1 k 3“)";-:—1 k+1+y1 k+1)AaJ+1 ::+1+
+(J”J, ﬁ*yu-i :.+J’;.::+1)Abj.k}

Masy wykorzystano do obliczenia zmian gestosci materiala w czasie ogrzewania
cylindra, Objgtosdé i gestosé na n-tym kroku czasowym sg dave odpowiednio wzo-

rami:

1] 1 : ' |
V;,k=_§_ M {(yj+1 r;+J’1+1 k+1+yj k+1)AaJ+1.k+1+ G g
T o _ +(y_;.k+yf+_l,k+yj,k+1)Ab_r.k}’
= pal Vi

Skiadowe predkosci sa okreSlone W punktach J, k, skladowe napr¢Zenia oraz masa,
pole powierzchni, objgtos¢ — w rodku matych czworokatéw 1, 2, 3, 4. Rownania
(5.13)~(5.21) mozna przedstawi¢ w formie réznicowej przy wykorzystaniu powyzszych
schematow i interpolacii. Dla ilustracji napiszemy w tej formle réwnanie ruchm
(5.13) i réwnanie konstytutywne (5.17):

A "
(5.13") W"TE=‘U"—%-‘"F{3’J+1 k+6xxj.k(y.;r+1 % J’J»k+1)'|

x fhk X'k

+ 05y 41, k(y_]-,k+1 yj»q k)‘H’xxJ 1, k—l(y’;—:[ k= Vi k= D} x
4

:?S-ZG;ch,h—'i (y,;,k—l"-.y?+1...k) @ {wa e — X ke1) X

n . i ] a it
X Oy g1, k(x;,k+1'_x1'—1 o, j—l,k—l(xj—l.k—l—xj.k—l)+

| i Jik : 1,k
+U"”" 1(xJ-k 1 xJ+1 k)}+ At"{ Oxyik M +a“:”_1 kar
Ch AJ’—I,P‘HI 1 g AJ‘.k 1
+O‘1‘3_’j_11;l:"‘1 Mj—i,k—l ax_vj k=1 Mj.k—‘]_ »
gdzie '
X A"_ i A'E_ N : :A?l __
¢:k2___p{ Jr J lvk+ 7 1;.k 1 + Hk 1}
' 2 MJ,k Mj—l,rc Mj—x,'k~'«1 a Mj,k'-_'“i
oraz .
(A7) o= m,k+(2u+z)':“(s:::}. — s, )+A"+1(s;;*;. = %0 st

3
nt 1

N ntt nooo =1y
+8w3', yv.v,k) 4 A" (Bxx.f. 25x:1,k+8xx1.k)
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RV T 2N 23wf.k I—P.;“, 28901k+b031.k+ .vnuk)

(32 -+ 2050 2! vt et o e
- 4 : : Lt {HnH‘i‘HJii k+83'.-|f-c%i-1 31 & gj-f-l k 91+1 :c+1"'9§.k+1} ®
: !'J e [(2#+l)'},+k1 -(2ﬂ+l)ji MR A A | (/TL"‘L1 1}' M

[6;u~z- i ;ii k+ 9}*+1 K+ 1—{—6";:;1 1] [(3)»“1—-!1 ',;:Fkl agf;"f' 1 (3A+2ﬂ)1.k aj, k} ¢

Do obhczen numerycznych przyjeto walec o diugodci 2,54 m Wykonany Z uranium
10 w/o molybdenum, materiatn powszechme stosowanego w konstrukeji reaktoréw.
Jego wilasnosci w temperaturze pokojowej sa nastepujace: E=8,20.10* MPa, «=
=14,4-10%[1/°K] v=0,37, p=1,72-10* kg/m?. Ponadto przyjmowano # =100/
sec/in?, ¢,=414 MPa i 6,=276 MPa. Osiowy frodek preta zostat ogrzany do tempe-
ratury maksymalne; 500°C w czasie impulsu trwajacego. 33 ps. Srednica preta jest
dostatecznie mala, tak Z¢ efekty bezwiadnosci poprzecznej mozna pomingé. Tempe-
ratura zmienia si¢ wzdtui osi preta w sposob sinusoidalny i jest extrapolowana
do zera w odlegloéci réwnej 10%, dlugosci preta przed kazdym koncem. Obierajac
poczatek ukladu wjednym z koficow prgta. rozk}ad temperatury mozemy przedstawic
W postaci
‘ X+EXT )

F(x)—smn( I T2EXT

gdzie / jest d}ugosaa preta, EXT dlugoscxa przedziatu extrapolacii (0.1 7). Zmienno$é
temperatury w czasie jest okres]ona wzorem (5.1). Przyjeto b=33 s i T,=6b.

Obliczenia przeprowadzono dla preta z obydwoma koficami swobodnymi.
Zaleznosé 'moduhl Younga 1 wspolczynnika rozszerzalnosci cieplnej od temperatury
okreslono doswiadczalnie (rys. 38 i 39). Przyjeto, ze modul plastyczny jest réwny
jednej dziesiatej modulu sprezystego.

Niektére wyniki' obliczers dia sprezystego, spreiysto-plastycznego i spreZysto-
lepkoplastycznege modelu materialu pokazano na rysunkach 40, 41 i 42 dla teorii
jednowymiarowej i na rysunkach 43, 44 i 45 dla teorii dwuwymiarowej. Dynamiczne
przemieszczenie jednego kofica preta (przemieszezenie drugiego kofica preta jest
takie same 2e wzgledu na symetryczny rozkiad temperatury wzdluz osi preta) jest
pokazany na tys:. 40 Dia odksztalcen sprezystych komiec preta przemieszcza sig
do warto$ci maksymalnej réwnej 0,00127 m i oscyluje wokél $redniego przemiesz-
czenia o wartosci 0,00067 m z okresem drgan réwnym 240 us. W przypadku spre-
zysto-plastycznym drugi pik przemieszczenia jest mmiejszy niz pierwszy, a nawet
pierwszy pik jest mniejszy niz sprezysty, gdyz czg§¢ energit wibracyjnej przeksztalca sig
na pracg odksztalcenia plastycznego. Wielkoéé tych oscylacji jest znacznie zmniej-
szona wskutek plastycznego zachowania sig preta. Minimalna warto§é przemieszcze-
nia jest bardziej czula na odksztalcema plastyczne niz wartoi¢ maksymalna badz
§rednia.

W przypadku sprqzysto-lepkoplastycznym thumienie oscylacji jest zupelnie wy-
razne (wielkos¢ maksymalnego przemieszezenia z czasem maleje). Ewentualnie
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Rys. 43, Dynamiczne prienﬁe;zczenié kofica preta, rozwiazanie dwuwymiarows sprezysto-plastyczne
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Naprezenie osiowe, MPa
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Rys. 44. Naprezenie osiowe w polowie rozpigtosei preta, rozwigzanie dwuwymiarowe sprezysto-
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oscylacje te znikna zupelnie 1 pozostanie- wartos¢ przemleszczema b@dqca srequ
wartosclq przemieszczenia koiica preta.: ' LR :
..:Maksymalna, wartosé naprezet osiowych wystfgpu_]e w po]owm rozplqtosm preta,
a ch_ zmiany. w. czasie pokazano na rys, 41. W przypadku sprezystym poczatkowe
napreZenie Sciskajace osiaga okolo 412 MPa, gdyz konce preta nie moga si¢ przesuwad
zbyt gwaltownie wraz ze wzrostem temperatury. Gdy konce preta osiggna ich maksy-
malne przemieszczenie w. precie, pojawi sie napreZenie, ktérego pik wynosi okolo

'
. Ys=276MPa
< 12
Q.
2
%3
s
[~3
]
8
< gl
i SR & SPf';eiysTe o S
}t 1 | N l I .
p = 0 "800
. . Czas [,’rmkmsek undg]

Rys. 45, Przemieszczenie radlalne w po{oww pr@ta, rozwnazame dwuwynuarowe sprezysto-plastyczne

552 MPa. Historia naprezenia w czasie jest znacznie zmodyfikowana przez proces
sprezysto-plastyczny. - Plynigeie w -procesie - poczatkowego $ciskania, jak réwniez
poZniej w. procesie. rozciagania — jest wyraznie. widoczne.. Efekty. lepkie . znacznie
modyfikuja krzywa |naprezenie-czas), a wielko$é oscylacji, podobnic jak poprzednio,
maleje az do zerowych wartoéci naprezenia. Plastyczne p}ynigcie i odciazenie preta
w czasie §ciskania i rozciagania jest pokazane w sposéb Jasny na rys. 33 na przy-
ldadzxe wykresu {napr&;zeme-odksztalceme} Strzatki wskazija postqpowame krzywej
w czasic od poczqtlcowego piymfgcm smskajqccgo do plyniecia’ rozciagajacego,
4 rnastepnie spresysto-lepkiego odcigzenia. ‘Sprezysto-lepkoplastyczna krzywa
{naprgieme—odksztalceme} oscyluje w' sposéb - kolowy  wokdt krzywaj spr@zysto-
plastycznej spadajac ‘éwentialnie ‘do naprezeri “zerowych. :

- Wyniki analizy dwuwymiarowej (rys: 43, 44) sa zupetnie podobne do wynikow
analizy: problemu : jednowymiarowego (w szczegdinosci wplyw lepkosci na rozwia-
zamie). Analiza jednowymiarowa nie jest w stanie okreglié efektéw w: kierunku
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promieniowym. Przemicszezenie radialpe. punktu.lezcego. w potowie rozpigtosei.
preta jest pokazane na rys. 45. Pordwnanie wynikéw liczbowych 2z danymi doswiad-
czalnymi pokazano' ma-rys.-46. Wykreslono maksymalng, $rednig i minifmalng
wartoé¢ przemieszezenia kofica preta’ (Srednia wartos¢ z dwoch koncow) dla przy-
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Rys 46, Poréwnanie obhczonego i zmierzonego przemieszczenia dla preta sprqzysto-plastyczncgo

padku--sprqiystego-i sprqiysto-plastycznego (414 MPa). OSiqgniQto. dobrq -zgodnoéé
wynikow. Widoczny jest nagly wzrost minimalnej i $redniej wartosci prz‘emieszczenia
po przekroczeniu gramcy plastycznosc:, stanowmc dobry Wskazmk rozwxchna SIQ
deformacii plastycznych.” S

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze dla ‘bardzo duzych czasow numerycz—
nego catkowania wymkl otrzymane Wedlug feorii termo—lepkoplastycznosm i termo-
plastycznosm Y zblezne Potwierdza to otrzymany wczesmeJ anahtycznle wymk
W K. NOWACKIEGO ktory badajac. zagadmeme rozprzestrzemama sig fal w pot-
przeslrzem spr@zysto~1epkoplastyczne3 wywolanych uderzeniami terrmcznyml na
jej brzegu [11] wykazal, ze. w stanie asymptotycznym. efekt dynamlczny zamka
a wyniki zblizone sq do: rozwigzah RAMIECKIEGO opartych na modelu deformacy_]ne_]
teorii plastycznoéei [12}. - wil :
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- 3.2, Fule napreienia wywolane naglym-ogrzaniem: i -cishieniem [52] -

Rozwazany jest pétnieskoriczony pret poddany jednoczesnemu naglemu dzia-
laniu ciénienia i temperatury na jego kosicn. Materiat jest spreZysto-lepkoplastyczny,
liniowy, z parametrami wewnetrznymi &7 i §. Wiasno§ci mechaniczne materiain
nie wplywaja na pole temperatury. Parametrami wewngtrznymi sa odksztalcenia
mespr@zyste s“’ i parametr termlczny ﬁ Ich réwnania ewolucp majq posta.c

e ) é‘t y:co lo)”
(5.27) L
’ a tox

gdzie b, jest stala, a r oznacza czas relaksacji.
-Réwnania konstytutywne dla napreienia ¢ i entropii # przyjeto w postaci

(5.28) o=Ey (6~ ev.v)”—mE;, (9—.9#)

okF, ak, C,
(5.29) n= —;"“ (e—&"")y+ (3 %),
gdzie 0% oznacza temperaturg stanu réwnowagi. Przy tych zaloZeniach rozwazany
problem opisany réwnaniami ruchu, ciggloéci, zwigzkami konstytutywnymi i prawem
zachowania energii przyjmuje posta¢ _ N
~dy 1 de 1 ay"" 1 a6

(5.30) é}‘";;Eo 3x+p Ey—/— 3x Eua =0,

- - 23 0 _
(-31) o ox’
5.32 % (‘lai 1) =0,
(5-32) o 7 Ko o} 7
533 - % .b o _1 0
(5:33) dt  tox 1 =0,
5.34 | 694- aﬁ—O
.34 BETIML LY P

. b k . . .
gdzie g5 :b—;-, a k jest wspdlczynnikiem ciepla,

v FPo _ o

Z réwnania charakterystycznego dla ukladu réwnan (5.30)-(5.34)

(5.35) : c(c? —co)(c c)=0

wynika, Ze w precie rozprzestrzemajq sm dw1e fale na_]plerw fala tcrmczna Z pr§d~

B2kt
koscia Cg=l/ S , a nastqpme fala mechamczna z predkoscia cﬂ_]/—-— (przy
L

Rozprawy Infynierskie — 10
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zaloZeniu c,> €q, rys. 47). Warunki ciaglosci dynamicznej dla uktadu (5.30)-(5.34)
53 ‘nastgpuj_qce: . o
ey =oc”£[{3]]—'—-(02“—-'c§)[[8]},‘ ﬁ/ﬂr b °£[ 1], C
(5;'36):=5- il e I

[{G]} pcz [[8]] ; [['0]} == [[8]}

ymka z mch %e na falx mcchamcznej skok temperatury [9] 0 Symbol [ f ] oznacza
skok funkcji przy przejiciu przez fa.lq mecmgioém i jest okredlony nastgpujaco:

fl=f~—f".

Rys. 47. Plaszczyzna fazowa x, £: fala termiczna x—¢,7 i méchaniczia x—¢o t, obszar Do

niezaburzony, D; obszar pola. termicznego, D, obszar. pola fermicznego i mechanicznego

Warunki poczactkowo-br-zegovs}e'szg nastepujace. W chwili #=0 pret znajduje sig
w stanie rownowagi. Na kofcu preta x=0 przylozone sq skokowo ci$nienie i tempe-
ratura :

(5.37) (0, )=6h(), 3, z)':-ék(z).
Skok temperatury na pierwszej fali x% Ct (z iﬁéek;e@ «1») okreslony jest réwnaniem
(5.38) < 11, = '%-23; 1615,
a skok odksztalcenia [&] na druglej fali'-(z indeksem «2») spelmia réwnanie o
(5.39) L RN

dt. 72 Ko DT

Wykorzystujac (5.36) otrzymamy podobne wzory na skoki {[&]l, [o]], [o].
Warunkl poczqtkowe dIa rownan (5 38) (5. 37) ten.
[[9]3(0) [[91]1(0)+E[9]]z (0), |
To1©) =0T ® 1T (),
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wyznacza si¢ z warunkéw zgodnodci (5.36) 1 warunkéw brzegowych (5.37)

- 16l (0)=f7, 161, (0)=0,

. £, oF,
{5.40) ‘ [0']1(0)" A (2)9 [012(0) Gt—5— 2 s 0

>

ﬁ
DN ]

Eod ‘
po (¢ —¢5) a

Rozwmzamem townania (5. 38) z warunklem poczatkowym (5 401) sg funkcle

o) = 1 (~+ochc§)
(1. (0) E, g 22l

0

o (0)"'= -

o7 (z) ﬁe 2=+9#

”t.

o L . . } B an x )
G4y £ .(t)_ . CO)G gt
. Co i 21: %
O APXEE R

Analogicznie otrzymuje sxfg rozwigzanie rdéwnania (5 39z warunklcm poczqtkowym
U_E]]Z (0) : ?Ent .
£z (t) = [[912 (O)e o ey (0,

c

vEnt ]

v (§)= ——— [w]z (O)e Lot ).

Rownama (5 33) i{5. 34) hatwo sprowadza]q sig do jednego réwnania rozmczkowego
drugiego rzedu dla & typu telegrafijnego:
a? 9 1 a8 1 a0

G43) @ e e

Jego rozwiazanie w obszarze zawartym miedzy prosta x=0, na ktorej dane sg wa-
runki brzegowe, a prosta x=cpt, gdzw okreslone Jest rozwigzanie (5.40),, przyj-
mujac pmta.c Lo : :

) N _l 1 . _E_ S
5.44) 9(x,t)=-:2—0 JEDTE S 0[ I/x —c; tZ(U—I—B*)e '] -+
. i . 2 2eo T .

b f{éeerol/x "'"'Cg(w—t)

t——-“

]

.
e
27¢, ]/x"'—cﬁ (0~ 1)?

" [___I__ V2 ;=cz (co—. t,j?é% 98 (0 w)]} Idcohl—
| 27e, o o
1 x . L
¢ _Z'(H?o-} @

_t foask | R i Ly
koo Ote f : -ezt-Jo[*‘“ﬂ"(Ca cu—'x)"wcaz(w—"t)z]dw
2tc, g e
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gdzie o N o
20 0 _w g la s “4‘ [Zrc'/—c"(ﬁ “’)2]
o = # 41: _ 2-:0 dé-—
BX(O, ) 27¢, 2?6;,? - 2T s 4. l/_.cg(a_w)z
H w , 1 k
| e JJO[Q—T;Vesw(za—m)]
st | et 55
2t oo V2o (20— w)

oraz, gdzie Jo 1 J), oznaczaja odpowiednio funkcje Bessela zerowego rzedu i jej po-
chodng. Znajge rozktad temperatury w kazdym punkeie x>0, >0, mozna rozwiazaé
uldad rdwnan (5.30)-(5.32), sprowadza]qc go do jednego nicjednorodnego réwnania
telegrafiinego: i

2y 1 9ty Ly Vg 920
(43) Eﬁ_co o w00 " oxar

=0.

Rozwigzanie tego réwnania, podobme Jak réwnahia (5. 43) konstrunje sig za pomocg,
funkeji Riemanna oddzielnie wobszarach D i D (rys. 47). W obszarach: odksztalceri
sprezystych w réwnaniu (5.45) przyjmujemy 3=0. i

W zaleznodci od warunkdéw poczatkowo-brzegowych wystapia rézne zagadnienia
poczatkowo-brzegowe dla réwnania (5.45). Przydatne w tym przypadku moga
okaza¢ si¢ wyniki prac [37]i [53]. Na ich podstawie mozna przewidzie¢ zachowanie sig
preta poddanego dzialaniu temperitury; powstawanie obszaréw odcigzenia oraz
przeprowadzié¢ a.nalle ZJEP.WIS]’ zachodzacych w osrodku przed dotarciem fal obc;qzen
.mechanlcznych R SN TE NI O SRS PRSI ERE T P DRSS . : RIS
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PesioMe .

PEIEHMA BOJTHOBBIX KPAEBBIX 3AJAY TITACTRYECKMX CT! EP)I(HEFI C YT-IETOM
CKOPOCTH I[E‘DOPMAIJ,'HI/I " TEMHEPATYPI:I ’

1loapoGHO PACCMOTPEHA 3aja¥a PACOPOCTPAHCHAA BOJH HANPKCANA B KORCUHLIX INIACTH-
YMECKHA CTSPIKHAX ¢ YIeTOM BIMARMT CKOpOCTR IedopMAIMM K TeMilepaTypal. TlonoGpansl HETE-
PECHBEE ¢ (PM3ANECKOM TOUKY 3PeAds 3aJa4d, HA UPAMEPE KOTOPEIX TOKA3aHLI OJHOPPEMEHRO Pas-
Hele HpdekTrBHbIC MeTONB! pemenud. PacCMOTPERBl HATPY3KA MEXaHA4ECKOTO, TePMAYECKOTO H
panEamFonoro TENA. Qcofoe BEHAMAHHAE YAEHSeTcs MerosamM Hambones yHoOHbmM B ofIacTH
IMHAMUYSCKOH IUIACTHYHOCTH: KOACYHAIX PASHOCTEH H XApaRTEPHCTHK. IToxazansr S@heKTHERELE,
YCTOHBETe M TIPAKTHYECKH TPODEPEHERIC OAHO- W JIBYMEPHBIS PASHOCTHELIC CXEMBI B 3ABACHMOCTH
OT XapakTepa Kpaewol 3anawd. Peay/bTarThl BEMHECICHAN TPSICTABICHE! oOnmEpHo Ha rpadimxas.
TIpHEBCACHS! TAKKE YSTHIPS METOMA, TIO3BANAIHME FOXy M ANATHTHYECKRE PETICHA, TIogpodao
OBCYyRACHE CaMONMONobHpe, CTAMORAPHALIC DEIUCHHAS, DeIleHH:A C Hexapak'repncm‘{ecmmn ‘CKO-
POCTAMM ¥ BONYYEHEBIC ¢ moMoutio byHxmuy T'pusa. e :
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SUMMARY

SOLUTIONS OF WAVE PROPAGATION PROBLEMS IN PLASTIC RODS SENSITIVE
TO STRAIN RATE AND TEMPERATURE

The problem of stress wave propagation in finite rods made of plastic materials sensitive to
strain-rate and temperature effects is examined in detail. We have choosen the problems interesting
from physical point of view to demonstrate at the same time different-methods of their solution,
Mechanical thermal and radiation types of loading are assumed. An attention is paid to the nume-
rical methods of solution namely to the techniques of finite differences and characteristics for one
and two dimensions which appear the most usefull methods of solution in dynamic thermo-visco-
plasticity. In dependence of the character of the boundary-value problem one or two-dimensionat
economic cffective stable and verified in practice difference schemes were choosen. Numerous
diagrams illustrating a theory are presented. Four methods allowing for obtaining the analytical
solutions are also demonstrated, The self similarity solution, steady wave solution solution of dissi-
pative waves and solution obtained by means of Green function are discussed in detail,

POLSKA ARADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zioiona w Redakcji dnia 10 grudnia 1977 v.





