ROZPRAWY INZYNIERSKIE + ENGINEERING TRANSACTIONS * 28, 3, 333346, 1980
Polska Akademia Naunk = Instytet Podstawowych Probleméw Techniki

PODSTAWOWE ZASADY WARIACYINE W STATYCE 0§RODKOW
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Praca poswigcona jest zastosowaniom metod rachunku wariacyjnego do budowy przyblizonych
rozwiazan zadan, formulowanych w jezyku mechaniki ofrodléw siatkowych. Po wyprowadzenin |
postaci podstawowych zasad wariacyjnych badano rézne sposoby konstruowania rozwiazan przy-
blizomych wraz z szeroko pojgta analiza bledu. Przedyskutowano przydainoéé kilku miar bledu
z punktu widzenia informacji przydatnych dla inzyniera. Wnioski wynikajace z tej analizy zilustro-
wano na prostym przykladzie. : )

W przygotowywanej do drukn pracy autor zajmuje si¢ wykorzystaniem przedstawionej meto-
dy w zagadnieniu statecznosci plaskich ukladéw kratowych. Zaproponowane nizej miary bh;du
wydaja sie byé tam szezegdlnie przydatne.

g WsTip

Wraz z rozwojem ziozonych, pretowych form konstrukeyjnych powstalo wiele ‘
metod budowy matematycznych modeli takich struktur. Jedna z nich jest «mechanika
oérodkéw siatkowychy ; teoria stworzona przez H. FRACKIEWICZA [2] o jednolitym,
dosd ogdlnym charakterze, na podstawie ktdrej rozwiazano szereg istotnych zadan
z zakresu statyki i statecznosci uktaddéw kratowych. Wydaje si¢ celowe, zaréwno
ze wzgledow poznawczych, jak i stworzenia pewnych nowych mozliwosci uzyski-
wania rozwigzan—w szczegélnodci przyblizonych, sformulowanie w jezyku tej
teorii fundamentalnych dla mechaniki zasad wariacyjnych. Idegq niniejszej pracy —
pierwszej 'z cyklu poswicconego zastosowaniom rachunku wariacyjnego w zagad-
nieniach statyki i statecznogei form konstrukcyjnych opisanych teoria ofrodkéw
siatkowych—jest zbadanie mozliwosci budowy rozwigzari przyblizonych wraz
z szeroko pojeta analizg popelnianego blgdu, w tym tak bledu rozwigzania uzyska-
nego w ramach zaloXonego modelu, jak 1 wynikajacego z pewnych uproszczen
modelowych,

Po wprowadzeniu podstawowych pojeé—zaczerpnigtych giéwnie z prac [1 1 2]—
dotyczaeych omawianego modely, sformulowano podstawowe zasady wariacyjne
elastostatyki w wygodnych dla dalszych rozwazar postaciach. W czgdci trzeciej,
'bstatniej, zajeto sie dyskusja przydatnodci rézmych miar popeliianego biedu. '
W przygotowywanej obecnie do druku drugiej pracy z tego cyklu, przedstawione
ponizZej idee oraz aparat rachunkowy znajduja zastosowanie w badaniu zagadnieft
statecznodci ukladdw kratowych. Z powodu duzych trudnosci, na jakie nadal na-
potyka efektywne poszukiwanie Scistych rozwiazaf tych zadaf, przedstawione
metodv okazad sig moga szczegdlnie preydatne.
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Wektory bazy podstawowej w { oznaczymy

8,1 ()
e(ﬂ"_; Aém ]
“a obiekt podstawowy W {
Sap =0y -

Oczywiscie |d, rE=]/ 200 AL7 jest odlegiodcia sasiednich (wzdluz {¥) punktéw (.

Baze wzajemna definiujemy ef: f e,=g¥, gdzic ‘gf oznacza symbol Kroneckera,
a iloczyn e* e=g* nazywamy obiektem wzajemnym. Prawdziwe sg przy tym prze-
ksztalcenia nastepujace:

=g e, =gt g,ueM=g) .. itd (})

Kazdy wektor dyskretnego pola a(¢)" przedstawi¢ moZna w bazie podstawowej
i wzajemnej jako a=a, e*=a”’ ¢; i w ten sposéb oirzymuje sig odpowiednio jego
skladowe kowa- i kontrawariantne. Dalej przyjmujemy

5“’ a (GZ)EVM a’e, 4L8= Vrp a,e’ AEe,

gdzie V, a* i V, a, oznaczaja przyrosty kowariantne skiadowych kontra- i kowa-
riantnych wektora. Symbole V (£%) i & (&) oznaczajg pole przemieszezen i malych
obrotéw wezléw osrodka oraz Q, (€9 i M, (&%) oddzialywanie (W postaci sit 1 mo-
mentow sit) na wezel A(&%), a=p, v, A, pochodzace od sasiedniego B (£7+4E%,
& &4, Uklad N, 7, K,, G,. k, oznacza tzw. uklad podstawowych obiekiéw
napiecia zwigzanych z Q, M, zaleZnoéciami nastepujacymi:

.Qw=Nm—g~w Nol €

o
]/gnw :

e
M, =K, +G,—r,——, K Gy | €.
Low

(i.p

Postulujac réwnowage tacznika (preta) 4B, mamy zwigzek:
(1.2) 2K, ==e, x N, A&

Wielko$ci te pokazano na rys. 2,

1
’ . 2
P-MyreyxQue® _ Ny V-8
Rys. 2

(") Obowigzuje konwengja sumacyjna wzgledem pisanych malymi literami wskaznikow na roi-
nym poziomie.
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1. POIECIA PODSTAWOWE

Zamieszczone poniZej rozwazania dotyczq konstrukceji pretowych, przy czym dla
ustalenia uwagi przyjmowaé bedziemy, iz w kazdym wezle zbiega sie 6 pretow {a w
przypadku tzw. konstrukcji powierzchniowych —4 prety). Kratownica moze byé
zaréwno podparta jak i obciazona wylaczaie w punktach wezlowych, co pociaga
za soba mozliwodé opisu stanu tak powstafej struktury przez podanie tylko «wezio-
wych» wartofci uogdlnionych napieé i przemieszezen. Ma ona wige charakter
o§rodka dyskretnego, ki6ry zdefiniowaé mozemy nastepujaco.

Niech dany bedzie skoriczony, dyskretny zbidr punktéw S z przestrzeni eukli-
desowej R? oraz jedno- jednoznaczne odwzorowanie f: 8 €1<:—I+l@", gdzie 9" jest
‘produktem kartezjafiskim skoficzonych ciagéw liczbowych:

A=Y X, =t mAL,

A (&%) oznacza punkt 4 o wspohzednej £ przyporzadkowanej (odwzorowaniem f)
- punktowi 4 € S. Wprowadzimy dalej pojecie tzw. «punktow sgsiednichy wzgledem A.
Beda to punkty o wspélrzednych (£9 AEe, &0 EA L), gdzie o, w, A, =12, 000
oraz g#y, p#A, w#d, ... 1 one tylko bgda oddzialywaé na punkt A. Pare (S, f)
nazywaé bedziemy dyskretnym, sparameiryzowanym zhiorem (. Kazdy podzbidr
g ¢ moze byé wraz z przyjetym schematem oddzialywan modelem kratownicy (przy
odpowiednio dobranym 5, fi n), zgodnie jednak z poczgtkowa uwaga 0graniczymy
si¢ do n=2, 3, co odpowiada powierzchniowemu i przestrzennemu ukladowi pretow.

Plaski przypadek (ScR?, n=2) zitustrowano na rys. 1. Geometryczne whasnodei
takich zbior6w, sposoby analizy dyskretnych pol (ap. ‘wektorowych) opisanych
w punktach { zbadane zostaly przez H. Frockmwicza [11 2} ‘ B

Przytoczymy teraz najwazniejsze definicje 1 przyjete dale] oznaczenia: r=04,
O oznacza poczatek ukladu wspdirzednych {(np. Lartezjanskiego) w %#2[R*[4 € S,

8y 0 (E)=w (E7H AL, &, (49— (£°, {7, {7
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2. STATYKA SPREZYSTEGO OSRODKA SIATKOWEGO. PODSTAWOWE ZASADY WARIACYINE

Warunek réwnowagi dowolnego wezla ofrodka prowadzi do ukladu dwdch.
réznicowych réwnan wektorowych postaci [2, str. 93]

_ —25 (148, (1+38,4) Qu+ (101} (143,) (1+5) P=0,
Q.1
‘ “""2 (L+8,) (L+8,) [8, M, e, X Qp 4871+ (144)) (1+5;.)(1+53)L =0,

gdzie P, L oznacza pole obcigZeni zewngtrznych (sit i momentow}. Wszystlcle wiel
koéci w réwnaniach (2.1) zostaly okreslone w punkcie o wspdirzednych (&2, &¥, &),
zapewniajac réwnowage punktu (&?+AEP, &1 ALY, E14 AEY). Cheac wige podad
warunek réwnowagi zbioru @ 1zeczywistych weziow konstrukeji, musimy okreslic
pole napieé w umownym obszarze ¥ ciala: '

H={4 (", &, rfA)eC BE?+ AL®, EV + ALY, EA ALYy e D}

WezZmy obecnie przyrost 3, @ (£%) i znajdZmy sume w obrgbie obszaru . Po
d.okonaniu odpowiedaich redukcji otrzymamy

(2.2) 2 Oy = Z a),u;iﬂ .
: # 5

Latwo pokazaé, Ze obszar 8.4 stanowig punkty nastgpujace:
' oA ={Adel:[Ae A ANVBEAVIA¢ A AVBE X,

A=A (7, &0, &Y, B=B (Eo— AP, &, 1Y,

a y, jest mnoZnikiem:

—_—

, gly (AdA ABeA),
He= _15. gdy (AGJ{‘AB¢%)9
0, w pozostalych przypadkach.

Punkty A, B sa okredlone jak wysej. Dla przypadku plaskiego ilustruje to rys. 3.
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Wprowadzono poprzednio pole F (&%) 1 L (&%) obciaZenia, przylozonego do
«wewnetrzaychy weztow konstrukcji ((€%) e 2'):

9'={(0, &, £4): 1 (€0 147, &%, E e D).

Pole E}, M opisywaé bedzie obcigzenie «brzegowen, zwigzane z Q, i M, wzorami
nastgpujacymi:

23) QE9=— Y Q@I ity ME9== DM, (s FEIND.

Rozpatrujac bowiem réwnowage globalng ukfadu, tzn. sumujac po obszarze A
wzory (2.1) i stosujac (2.2), otrzymamy

(148 (148) (143 P Y (14+8,) (143, D] Qp 1,=0,
o Era )

@4 D146 (148,) (1+82) L= (148, (118,) D (6o xQ, 47}~
T @

= 48 (146, DM 1,=0,
o v

co w potaczeniu z {2.3) okrefla réwnowage ciala jako caloici. Oczywiscie czgsé
pola ﬁil, Q moge byé dana, czgéé stanowi oddzialywanie wigzow (reakcje).
Przyimowaé dalej bedziemy, Ze wiezy zewngtrzne narzucone beda na punkty
«brzegowey (Z~3"), a pole V (&%), R (&%) okrelone w 9 i spelniajace rownania
wiezow nazywaé bedziemy kinematycznie dopuszezalnym (V% §24). Pola za$ napiet
Q, (&%), M, (&%) czynigee zado$é rownamom réwnowagl oraz osiagajgee na «brzegu»
(%~ %') znane sk}adowe obcigZenia Q, , — okresla¢ bedziemy mianem statycznie

dopuszezalnych Q M"‘ Oczywidcie, na ogét pola V¥, & oraz Q), M, sa nieza-
lezne, gdy za$ zachodm miedzy nimi ewigzek wynikajacy z ﬁzycznych wiasnogci
oérodka ---stanowia one rozwiazanie problemu statyki dyskretnego ciala.
Pomnézmy teraz formalnie pierwsze z réwnan réwnowagi (2.1) przez (A+6,)
(148, (148,) (1+65) V, drugie zas§ przez (14-6,) (1+8,) (1+63) Q, dodajmy
stronami i zsumujmy wzgledem . Stosujac (2.2) i podstawiajac (1.1), (1.2) oraz
(2.3); otrzymamy : '

2.5 1+48,) (1+8 _5,Pv+ o= 0y &~ G5, +
2.5 Z( o ( A)Z o eV ;/gw
s g leXdeY
| [z a5 -
= D (143) (1+62) (1432 (PY—LR)— Z (1438, (143, Z(M Q-+
w ) e
+Q¢V)au0’.

Prawa strona réwnania wyraza prace obcigZenia zewngtrznego na infinitezymalnym
przemieszezeniu uogdlnionym V, £2; lewa--reprezentuje wewngtrzng .energie
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sprezysta. Wprowadzimy z kolei nastepujace miary stanu cdksztzlceria [2, s. 80

i 82]
V v
A& |/gw £p=8, V oz = L fe
]/ng ]/gr,w
Pp=0, R — === ==
(2.6) ’ ;/gw 1/ Eoo
A:pE _5¢ ﬁw= - ch Q; €y A&, qu: L €y

e¢,><<)',le

Tmzlzﬁm+§$ﬁm ae |

Boe

Eatwo przekonad sie, ze wielkosé
@.7) L_m Z(1+5.,, (14607, q,]/gm, AE 41y ot Gy Ny + K, T

przedstawia energic sprezysta elementu ciala dyskretnego pokazanego na rys. 4.

Rys. 4

‘ Zakladajac dalej liniowy zwigzek fizyczny typu [2, 90]

64, 24,
Km:_— e, qu:————,._A“”
V8o 4E° V8oo AL
ki — F =Dy g
— P - *ip 9

Voo 46, 7 °

dpéwiada sprezystym, pryzmatycznym, jednorcdnym pretom o nastgpujacych
2tywnosciach: gigtnej d,, skretnej B, oraz wzdinznej D, —mozemy catkowita encrgi¢
Detrzng wyrazi¢ jako funkcje odksztalcer:

L A T)== N (1+38,) (1480 {Dy 25 )/ g00 42°F

+1/Y 8y 4E° [B, 92424, GIT, 2414, 1)1},
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tub napigé wewnetrznych

. 1
(210) #(7.%K,G —_2 Z (1+3,) (1 +6.,) _y2+m;«2+

11 o
+§T(—3—;KG,|2+|G¢J2) V8o AE7.

Niech cialo 9 tedzie w réwnowadze pod dzialaniem obcigienia P i L oraz
Q i Mi; nadajac wirtualne przemieszezenie uogénione wezlem konstrukeji, mozemy
wzor (2.5) napisa¢ w postaci

@1y M A+8)(1+6,) D) /8oy 4E°FT, S8, 416, p,+K, 6T, +G, GA )=
E4 @

= ST 480 (148,) (1+5,) (PSV+ LK) +
+Z‘ (1+68,) (1+6,) Z (Q, OV +M, 6Q) z,.

-Oczywidcie przemieszczenia przygotowane — zgodne z wigzami narzuconymi na
wezly czgdei brzegu 04 (oznaczamy jg d47,) — spetniaja zaleznodd

aF aF
oA - Fra 5V+—"—“5Q=0,

gdzie F(V, 8)=0 oznacza ‘réwnanie wigzéw. Jesli maja one charakter wiczéw
doskonalych, tzn gdy

2.12) NN (6 (140,) (QuOVM, 68 =0},

Aedd,
to rownanie (2.11} przechodzi w zasadg prac przygotowanych:

213) 62 (6 gy )= D) (14+8,) (1+68,) (1+35) (PSV + L&) —

Fa

- D (1+8) (1+54)2 (Q, 6V+M, 69 1,

a1 A,
gdzie
8L (¢, p, )= }“‘(ag 86 +E{5¢ oL —5 0T — nd aA)
T \dz, T g, ot oT, = ° " 4A,

Podobnie, nadajac Wthualny przyrost napigciom wewnetrznym (zgodny z réwna-
niami statyki), otrzymamy postaé nastepujgca dopehiajacej zasady prac przygoio-
wanych:

(2.14) LT, K, ..) Z‘ (1+6,) (1+3,) 2 (V6Q0,+Q§M ),
3-75/'0

przy czym wigzy F(V, £)=0 maja charakter wiezéw doskonatych oraz
o 35,” o o7
K,

T 07 gt bk, t+

oT 8.«'4,, Gt

BG X,
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Inna znana posta¢ rownania (2 13) i (2.14), to—przy zalozonym zachowawczym
charakterze obcrqzema zewngtrznego——tmerdzeme o minimum energu potenqalnej
i dopemiajacej:

(2.15) 7 (V5 Q927 (V, Q), n(Q), Mz (Q,M,),

gdzie

(V. Q=L )+ D) (l+6¢)(1+5,1)2(Q,,,V+M Q) p,—

DA NEH v

—~ Z (148 (1+8,) (1+3;) (PV+LE),

T(Q,M)=2 (7, )+ D (1+3,) (1+34) 2 @, V+M, D) 4,
AR b
Mamy réwniez :
V=¥ -4V, Q= 4582, Qstrp*'éQm s
przy czym V, £, Q, i M, stanow:q rozwiazanie problemu.
Napiszmy jeszeze. w nieco odmiennej postaci nieréwnosci (2. 15) Otoz blorqc
pod uwage wyraZenie

1 \q _ o
P= Z (1+8) (L +8,) (1 +6,) (PY LYY
L 2 (1+5w) (1+3,) 2 (QwV+M.p‘9)'u;p
) 2 asf\ﬁxu Lo ..

i korzystajac z (2.5) oraz warunku (2.12) moZemy je zastapi¢ przez 7 (s, ¢, ...)
b # (7, %, ...).

Obhczajac w przypadku pol rzeczywxstych wartosci = otrzymamy kOI‘Z.ySia_jdEC
z powyzszych stwierdzen

7w (Qy M= (T, K, .)=Z (& ¢, .. )=~ {V, &)
Yaczac je za$ razem z nieréwnoSciami (2.15) dostaniemy
7 (VE, Q)< P (Q M)
lub | “
“?T(Vk QYL F (&, 9, . )=L (T, K5, IS LT, ©, K2, G},

@ g

a takze jeszeze inaczej, zqdajqc aby kmemaiyczme dOpnszczaIne uogolmonc prze—
mieszczenia byly liniowy, jednorodna funkeja skalaru 2, czyli

IV, Q=T (&, o T D=0 45, AT, AR
mozemy 7 (V, ) przedstawié jako A* % (&, ¢, ) A2 (V, ). Stawiajac warunek
minimum 7z ze wzgledu na 2 mamy ' C
P8
L5 @, .Y

209 (&, ¢, )22 (V, Q)=0=707
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a po podstawieniu do =

L2V, Q)--29(V, sa)]m—uw (V, @)=—2 (V¥, 52")
i poprzednie nieréwnosci przyjma postac.
(2.16) P (V5 N<L (e, 0, IS L (TS, 15, ).

Wielkos¢ & (V, £2), bedaca praca obcigZenia zewngtrznego, moze byé miarg globalnej
sztywnoSci (czy cilej, jej odwrotnosci) ciata sprezystego, a z nierdwnosci(2.16)
‘wynikajg wtedy dwa wnioski nastepujace:

1. Dodanie wigzow wewnatrz obszaru ciata badZ na jego brzegu nie Zmuiejsza
mierzone] sztywnosci ciala p, pole bowiem przemieszczer | obrotéw konstrukeiji
z dodatkowyml wigzami Jest kinematycznie dopuszezalne dla jej wersji bez tych
wigz6w; mamy przeto

: J— . K K
gaz dedatkowymi wigzami “*l@bez dodatkowych wiezdw (V > £ )‘g- gbez dodatkowych wigzéw -

2. Odjeeie wigzow nie moze spowodowaé usztywnienia konstrukcji.

Sformutowane twierdzenia energetyczne w postaci (2.15) lub (2.16) stuzyé moga
do budowy zaréwno przyblizonych, jak i dcistych rozwigzan probleméw statyki
omawianego dyskretnego ciala sprezystego.

© Sposéb budowy takich rozwiazan zostal pokrétee omdwiony ‘'w nastgpnym

punkcie pracy, przy czym szczegolng uwage zwrécono na dyskusje wielkosci popel-
nianego blgdu, tj. na problem, ktéremu jak sie wydaje poéw;gcono dotad zbyt malo
uwagi.

3. KONSTRUOWANIE ROZWIAZAN PRZYBLIZONYCH

Wykorzystanie twierdzen energetycznych do uzyskania rozwiazah przyblizonych
problemu statyki ciat sprezystych (ciaglych i dyskretnych) jest znane. Mozgna okredlié
pole przemieszczedl, minimalizujac (np. metoda Ritza) wielkodé energii potencjalne;,
jak i pole napig¢—z warunku minimum energii komplementarnej. Tym, co zasad-
niczo ulatwia postepowanie w przypadku konsirukeji dyskretnych, jest skoficzona
liczba liniowo niezaleznych wyrazow rozwigzaf; tym samym wigc nie wystepuje
problem ich zbieznoéei do wyniku $cistego.

W przypadku ciggu pdl kinematycznie dopuszezalnych (V¥ %), liczba tych
wyrazow nie przekracza 6M, gdzie M oznacza liczbe wezldw w obszarze @ 1 wolnej
od wigzéw podporowych czgSci @~%'. Oczywiscie, jesli V(&%) QF (&%) (i=1, 2,

«» 3M) sa polami kinematycznie dopuszezalnymi, to takse kasde
< 3M <3M

= VE 1 e Y o

=1 i=1

jest kine matycznie dopuszczalne. Szczegdlnie wygodne w zastosowaniach beda pola,
w ktérych V¥ & znikaja w calym obszarze z wyjatkiem jednego wezla. Wéwezas
obliczanie wyrazenia (2.9) bgdzie sig opraniczaé wylacznie do otoczenia tego wezla,
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a macierz ukladu réwnan powstatych z warunku (2.12) bedzie mizla korzystnq.‘
z punktu widzenia obliczen numerycznych postaé pasmows. Dolaczenie kazdego
kolejnego wyrazu do tak powstalego ciagu rozwxqzan prowadzi do relacji:

(3.1} —n (V< —n(VE Q) <. €7 V5, Q8 =—n(V, Q)=2 (¢, ...).
Ciag dyskretnych pdl napigé Wewnf;trinych konstroujemy nastepujaco:

QY (9=Q; (&) ) 04 (69,

i=1

M (=M, (€9 + 2 M (&),

gdzie QF, M oznacza dowolne, statycznie dopuszezalne pole napigt, a Q M
ciag pol samozrownowazonych (obcigzenie zewngtrzne jest réwne zern), hmowo
niezaleznych o ilofci wyrazéw nie wiekszej od 12M. Blizsza analizg budowy clggdw
p6l kinematycznych i statycznych przeprowadzono w pracy {3}

Jesli podstawowe, statycznie dopuszczalne pole Qf, M, skonstruowane Jest tak,

7e 12M liniowo niezaleznych skiadowych pola ma warto$¢ zero, to Qp, M, sg roz-
wigzaniami ukladu réwnan réwnowagi po przytozeniu do ukiadu obaqzema -
wnetrznego. Jedli nastepnie za obciazenie przyjmowaé kolejno jedna z 12 liniowo
" niezaleznych sktadowych pola napigé wewnetrzoych (ze znakiem przeciwnym), to
“reakcje ukladu okreéla wraz z ta skladowa kolejine wyrazy ciggu N;,, M.,
v W przypadku je§li N, +-N,=12M, to wstawiajac Qw , M“’l do (2.14) otrzymamy
- znany ukiad réwnat Maxweila-Mohra dla konstrukcji statycznie niewyznaczalnych.
;'Jesh za§ N, +N, < 12M, to otrzymamy przyblizong odmiang tej metody. Pozostaje
'WOWCzas problem oceny popelinianego bledu. Zajmiemy si¢ tym w dalszym usigpie
tego paragrafu. Zwréémy jeszeze tylko uwage, Ze wraz Z ciagiem statycznie dopusz-
zalnych pol otrzymujemy nierosnacy ciag wartodci 7 (Q, L)

2) 7 (Q5, M2)z 7 (Q) MYZ .27 (Q,, M=% (7, ..).

O_WyZSZy sposdb prowadzié moze do uzyskania rozwigzaf Scistych, jeshi jednak —
;Zgocime z tytulem rozdzialu—poprzestaniemy na rozquamu przyblizonym, to
jawia si¢ wazne zagadnienie oceny bledu przyblizenia.

ewng informacje o nim uzyskaé mozemy biorac réznicg

A= (QN, M) —(—=n vy, ")

Ma ona WSZYStR:e wymagane cechy: jest dodatnio okreslona, zdaza do zera wraz
pr JS_CIem z Tozwiazania przyblizonego do fcistego, nadto zgodnie z nierdwno-
mi (3.1) i (3.2) dla kasdego N i N’ zachodzi

ABJ_—-I.'—"’T (VN,: QF )]>
Az (QY, MY~ 2L (T, x, ..),

4] dObTEL ocene wartodci catkowitej energii wewnetrznej, bedgce] jednym Z wak-
"trow stann konstrukcji. Nieco gorzej jest z ocena lokalnego biedu
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rozwigzania, zar6wno stanu przemieszezen (odksztalcen), jak i napie¢ panujacych
w ciele. W ostatnio publikowanych pracach [4] proponuje si¢ za miare tego bledu
przyjac «stcpieft niespelnienia» wszystkich lokalnych zwigzkéw ofrodka,

W naszym przypadku byloby to—przy ciagn kinematycznie dopuszczalnych
rozwiazan —oszacowanie «stopnia niespelnienia» réwnari rtéwnowagi osrodka (2.1).
Moze by¢ nim (zgodaie z [4]) badZ wielkoéé dodatkowego obcigzenia P* (EN1L* (&%,
jakie naleZy przylozy¢ do wezlow konstrukeji, aby zapewnié réwnowage napied
wewngtrznych wynikajgcych z pola przemieszezen z danym obciaZeniem P, L, przy-
tozonym do konstrukeji, badz wielkoé¢ dodatkowych napieé wewnetrznych. W pisrw-
szym przypadku (stosunkowo prostej oceny) pojawia sie trudno$é w inZynierskiej
ocenie wielkoéci bledu, poniewaz na ogét P=L=0 w wiekszoéci wezléw z wyjatkiem
«brzegowychy ; w drugim za$ przypadku—konieczno$é rozwiazaai 1 ukladu réwnafi
réimicowych. Jeszeze wigksze trudnodci napotykamy przy ocenie biedu «podejScian
statycznego —gdzie jego miarg miat by «stopied niespetnienia» zwiazkow zgodnosei
odksztaltcen.

W przypadku proponowanej poprzednio metody réwnoleglego budowania kine-
matyczaie dopuszezalnego pola przemieszezefi i statyoznie dopuszezalnego pola
napigé prosta ocena byfaby réZnica napie¢ (lub odksztaicent) wynikajgcych z obydwu
rozwigzan. Jednak przy blizszej analizie i to ujecie nalezy nznaé za niezadowalajace
giéwnie z powodu przyjmowania wielu wyrazéw zerowych—szczegélnie w ciagu
pol statycznych (co wynika z prostoty obliczen numerycznych).

Wydaje sig, Ze pewnym rozwiazaniem mozZe byé przyjecie energetycznej miary
bledu, tzn. L7 x*.)—L (&% .)|. Z jednej strony bowiem uzyskujemy «roz-
mycie» czysto lokalnych, trudnych do oceny skokéw bledéw w okresleniu poszcze-
golnych skladowych stanu napigc czy odksztalcen, z drugiej za$ wartosé lokalnej
energii odkszialcenia elementu ukladu mozna w takim ujeciu przyjad za dostatscznie
dobra miare wyiezenia materiatu.

Zaproponujemy fieco odmienny sposéb analizy dokladnoéci przyblizonego roz-
wigzania, Zastosowa¢ mozemy go zaréwno de¢ okre§lenia biedu otrzymanego pola
przeinieszezen (napieé) w ramach preyjetego modelu struktury, jak 1 oceny uprosz-
czénia whasnofci (charakieru) samego modelu (por. «wstep»). Sposéb ten polegaé
bedzie na takim doborze parametréw opisujgeych whasnosci fizyczoe ciala {w naszym
przypadku 4, ({%), B, (&%), D, (&%), aby dla przyjetej klasy kinematycznie dopusz-
czalnych przemieszczert spehnione byly réwnania Townowagi.

W granicznym przypadku, gdy Vé=V%,  a Q*=QF  takie sformulowanie
zadania sprowadzi sie do rozwiazania «przemieszezeniowych» réwnan réwnowagi,
w poérednich za$-—jeéli ma ono rozwigzanie, tzn. jesli istniejg takie 4, (&%), B, (£9),
D, (&), ze dla danej klasy pol V¥, QF spelnione sa réwnania réwnowagi ofrodka,
& nadto jesli sztywnoéci A,. B, D, spelniajg warunki (précz 4,20, B,=0, DQ,EO)

Gy Ay (EISAL B, (EI<BL D, (9<DY,
g_d_z'ie A, BY, DY oznaczajg dane parametry badanego ciala lub

34 A, (9240 B, (EY2BY D, (E)=DL,
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to otrzymamy cisle rozwigzania ciata odpowiednio «oslabionego» lub «wzmocnio-
nego» (w sensie nieréwnosc (3.3) i (3.4)). Za miarg bledu tak otrzymanego roz-
wigzania—z podanych poprzednio przyczyn—niedogoduie jest przyja¢ trojke roz
nic sztywnoéci | 4,— A2, | B,— B, | D, — D2\, korzystnie za$ miarg energetyczng

L (Ags oo 8 ) — L (A5, s P T | Ap==AY |y s s 00

" Jub bez dodatkowych warunkéw | L [(4,—A43), - &8s -]

. Pewng modyfikacjg tej metody przeprowadzi¢ mozna dla réwnoczesnego podejs- -
- cia kinematycznego i statycznego. Majac bowiem statycznie dopuszezalne pole
‘- napieé oraz kinematyczne pole przemieszczen, zazgda¢ mozemy spetienia zwigzkow
. konstytutywnych (2.8).

" Stopieti niespetnienia tych zaleznosci jest mmiarg blgdu. Fizycznego sensu (fizycz-
’fiej interpretacji) nabiera zadanie tak postawione, gdy otrzymane pole sztywnoSci
- ima skladowe nicujemne, Jesli za§ nadto spelnione sg nieréwnosci (3.3) lub (3.4),
“to dochodzimy do poprzednich wnioskow. :

@ @@
“
ife
.
L @ L @
Rys. 5

“Celem uzyskania pewnych ilo§ciowych informacji odnoénie zaproponowanych
“fniar bledu —przeliczono prosty przykiad, w ktérym. poddano «ocenie» dokiadnosc
“4przegubowego» modelu plaskiego ukladu kratowego (jak na rys. 5). Stosujgc

Tablica 1
1 L | L | Ls Le k%
a=0 2,770 0,350 1,711 0,000 4,831
a=a, 2,756 0,350 1,701 0,000 4,806
4 0,014 | 0,000 0,010 0,000 0,025
a=ay . | 2,734 0,348 1,697 | 0004 | 4,785
4 0,036 0,002 0,014 0,004 0,046

Zarowno: St_atyczne jik i- kinematyczne podejécie, otrzymano (spodziewana oczy”
_é_(_:\l_e)..- duzg doktadnos: modelu, co pogrednio potwierdza przydatno$é zapropo”
wanej metody. Konkretne wartodci zestawiono w iablicy 1, gdzie wprowadzono

nacemia: | R |
miarowy _W:spé%c'zynnik sztywnofci gigtnej (¢,=0,6 - 1077, d,=1,6 104,
iadz_;'?-';:p_r'zykladowo dla preta «okraglegon», stosunkowi §rednicy do dhu-

00 1 1/20,.- oo
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L; bezwymiarowa warto$¢ energii zewngtrznej przypisanej w pewien sposob
i-temu wezlowi kratownicy,

# globalng (=ZXL,) energia wewnetrzna, bedaca réwnoczéduie miarg podainodei
ciala,

4 blad, okreflony jako réznica (L badz %) dla a=0 w'stosunku do a, 1 a,.

Wydaje sig, Ze prostota metody i dokladnoéé wynikdw zachecié moze do roz-
szerzenia zakresu badanych za jej pomoca problemow. W drugiej czedei tej pracy
pokaZemy probe analizy zagadnied -statecznoéei ukiadow kratowych, wykorzystu-
jaca wiadnie metode wariacji parametréw fizycznych osrodka.
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Peswonme

OCHOBHBIE BAPUAIIMOHHEBIE TIPMHINATIRI B CTATAKE CETOYHEIX CPE/

PaBora nocaAnieHs DPUMEHCHHAM MCTONGS BAPHALMOMHOrO HCYHMCICHHA AN NOCTPOSHH™
OpAGIEKERIBIX pelieHnit 3234, GOpMYIEDPOBARHEX Ha A35IKe MEXaEAKH CeTouHsX cper. IMocn®
IBIBONA BHAA OCHOBHEIX BADHALMOKHBIX NPHHIBIOB MCCIEHOBARLI PAIHEIE CHOCODL! nOCTpoeHu
BpEOMMKERHBIX DeleHAR COBMECTHO ¢ MIADOKO HORAMACMMM aHaTHioM ommAbox. Ofcyxmend
DPHTOHACTE HECKONBXHX Mep OIMHOKH ¢ TOUKY 3pchua HE(OopMAaliuil, TPArOANEIX AT HIDKEHEPOB,
CnencTsms, BEITCKAIONTHES M3 3TOTO SHANA3A, HILIFOCTPHPOBANH! HA IPOCTOM HpPAMEDE.

B nofrorosrasacMoll ¥ MeuaTH JaneReHmol paGore aBTOp 3AHEMACPCH KCOIOIB30OBAHAEM
IP&ACTABTCHHOH METOMUKA B 327]a9¢ YCTOHYMBOCTH INOCKHX pelieTHaTsIX cucTeM. IlpenmoxenHEre
£ech MEpal omubKy KaKyTCHd OBITL TAM OCOOEHHD HPHTONHBIMH.

'

SUMMARY

FUNDAMENTAL VARIATIONAL PRINCIPLES IN THE STATICS OF LATTICE MEDIA

7 The papar deals with the applicatjon of the methods of variational calculus to the construction
of approximate solutions of problems formulated in the language of lattice media mechanics. Fun-
damental variational principles are formulated and and various methods of constructing the ap-
proximate solutions are discussed, the error analysis being applied in the broad sense of the word.
Applicability of varfous error measures useful in engineering problems is discussed; Conclusmns
resulting from the analysis are illustrated by a simple example.
In another paper by the author (prepared for printing), the method outlined here will be used
in the analysis of stability of plane trusses. The error measures proposed here scem to be of parti-
cular value for such problems.
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