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DRGANIA 1 ZGINANIE PROSTOKATNYCH PEYT PODPARTYCH
PUNKTOWO (%)

KRZYSZTOF WO ZNICA (WARSZAWA)

Opra.cowano na podstaw1e metody skonczoneJ transforimacyi Founera algorytm umozllwqucy
otrzymanie formalnie $cistych rozwiazan niektorych praktycznych zagadnieft ze statyki i dynarmkl
izotropowych plyt prostokatnych, o brzegach swobodnych i podpartych w dowolnych punktach
lub na stupach dowolnie rozmieszczonych, Uwzgledniono dowalne obcigzenia wymuszajace drga-
nia harmoniczne. W przypadku zginania plyty prostokatnej podparisj w czterech punktach, przy
zachowaniu symetrii obciazenia i podpa1c1a wykazano regularnosé nieskoficzonego ukladu rownan,
Podane w pracy przykiady wskazu_m na prakiyczng uytecznodé wyprowadzoncgo algmytmu.

* 1 WSTE.P

Problemy mechamk1 plyt prostokqtnych podpartych tylko punktowo lub te7
na stupach, bedgce przedmiotem pracy, nalezg do klasycznych zagadnied brzego-
wych teorii déwigaréw powxerzchmowych posm@cono im wiele opracowand. Wigk-

* 5z0§¢ z nich zawiera jednak rozwiazania przybhzone dotyczace szezegoinych pray-
padkéw podparcia I obciazenia. Ze wzgledu na koniecznoéé ograniczenia objetodei
artykulu cytuje tylko kilka najwazniejszych pozycji literatury dotyczgcych tej pro-
blematyki. Kilkadziesiat innych prac z tego zakresu zostato podanych i oméwionych
w rozprawic dokiorskiej {1]. Z przeglydu tych prac mozna wuioskowag, ze problem
statyki i dynamiki plyt podpartych punktowo lub na stupach nie doczekat sie jeszeze
dostatecznie ogélnego, formalnie Seistego rozwigzania, Np. w wersji statycznej
rozwazane byly tylko plyty prosiokaine. poedparte w narozach i obeigZone w sposdb
szczegdlny. Nieliczne rozwigzania podane w pracach Z. MAZURRIEWICZA i K. WozZ-
NICY [2i 3], R. TRIBIELY {4] oraz wyiiki badar doswiadezalnych W. STAROSOLSKIEGO
[9-11] umozliwiaja - okresleni@ sit 4. przemieszezen- w- plytach wspornikowych, pods
partych punktowo, Dotyczzg one jednak wylgcznie réznych przypadkéw symetrycz-
nego podpatcia i obcigZenia. Znane rozwigzania z-dynamiki plyt o brzegach swo-
bodnych obejmuja tylko przypadki drgan wlasnych plyt prostokatnych podpartych
W narozach lub piyty kwadratoWeJ podpartej symetryozme w czterech punktach,
na przekatnych kwadratu. ' '

(*) Zagadnienia ujete w tej pracy stanowig czes¢ rozprawy doktorskiej [1}: Promotorowi
prof. drowi hab. Zbigniewowi Mazurkiswiczowr, antor pragnie w tym miejscu wyrazic podzig-
kowanie za wiele cennych rad i wskaz6wek otrzymanych w trakcie opracowywania zagadnienia,
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W rozprawie tej opracowano na podstawic metody skoficzonej transformacji
Fouriera algorytm, umozliwiajacy otrzymanie formalnie Scisiych rozwiazah nie-
ktérych zagadnied ze statyki i dynamiki izotropowych plyt prostokatnych, o brze-
gach swobodnych i podpartych w dowolnych punktach lub na stupach dowolnie
rozmieszezonych. Uwzgledniono dowolne obcigZenia wymuszajace drgania har-
moniczne. W przypadku zginania plyty prostokatnej podpartej w czterech punktach,
przy zachowaniu symetrii obcigzenia i podparcia, wykonano regularno§¢ nieskon-
cronego ukiadu réwnan.

Podany-algorytm umozliwia wyznaczanic crestodel drgan wiasnych rozwaianych
plyt oraz amplitud ugieé i sit wewngtrznych. Niektdre otrzymane w przykiadach
liczbowych wyniki pordwnano z odpcwiednimi wynikami uzyskanymi w szezegdl-
nych przypadkach przez innych autoréw. Zamieszczone przykiady wskazuja na
praktyczna uZytecznodé przedstawionege sposebu rozwigzania omawianych pro-
blemdw.

3. COSINUSOWA TRANSFORMACIA FOURIERA ROWNANIA ROZNICZKOWEGO PLYTY

Rozwazmy sprezysta, jednorodng, izotropowg plyte prostokgtng dowolnie pod-
. parta i poddang dzialaniu dowolnego obciaZentia (v, 3, {} wymuszajacego drgania
harmoniczne. : ®
Réwnanie rézniczkowe opisujace drgania wymuszone takie] plvty mozna przed-
stawi¢ w postaci

(2.1) 8, Orux 48, O0p—8yy B—plo+5 (x, 7, r):;o.

' Uwzgledniajgc znane zwigzki miedzy wielkosciami dynamicznymi i ich ampli-
tudami,

B (x, 3, )= p(x, ¥),
W (x, y, ty=€""* (x, 1),

O (X, 7, =€ 0 (x, ) {s=x,),
R(x,y, t)=e" R(x,5),

2.2)

otrzymujemy réwnanie opisujgce amplitudy drgaﬁ rozwazane] plj(ty
(2. 3) : Ox Qxx+3,, Q,y— &y R+p® w+p=0,

gdzie p oznacza mase przypadajaca na jednostke Srodkowej powierzehni plyty, @
czestodé kotowa wymuszonych drgaft harmonicznych. Amplitudy sit Q. @,y 1 R
oraz momentéw zginajacych M., My, i skr@cajqcych My,=M,, wyrazamy zz
pomoca znanych WZOrow:

Q4 0 (%, Y=y M +20, My, Qyy (%, ¥)=0; My +20: My,
(2.5) R (x,9)=2M,,,

(2_-6)__: O M (=D (@ WA, W), My (X, p)=—D (Byy Wt V3sx W)
e o M, (x, )=—D{—=v)d,, w '




DHRHGANIA I ZGINANIE PROSTOKATNYCH PLYT PODPARTYCH PUNKTOWO 361

gdzie sztywnosc plyty
D= Eh?
12(1 v’
przy czym E oznacza wspélezynnik sprezystodei podiuznej, /4 grubasé plyty oraz v
wspdlczyanik Poissona.

W celu vzyskania mozliwie ogélnego rozwiazania réwnania rozniczkowego row-
ndwa.gi (2.3) ze wzgledu na warunki brzegowe zastosujemy skonczong, cosinusows
transformacje Fouriera.

Zatéimy, ze funkcje transformowane czynia zado$é warunkom Dirichleta w prze-
dziale 0<x<a, 0<y<h.

Skonczone sinusowe 1 cosinusowe transformacje Fouriera wyrdzamy 72 pomoca
rastepujacych wzorow:

T {f(x 9} ]‘.' fbf - sint o,y x sin B, ¥

2.7} dx dy,
mm {f(x y)} o Q COS &), X COS ﬁn Y
gdrie
MmT R
R

Stosujac na podstawie wzoru (2.7) skoficzona cosinusdwg transformacje Fouriera
do funkeji w(x, ¥ i p (x, ) otrzy mujemy

(2' 8} mu {W ()‘ y)} = Wans mn {p (-l y)} =Dy +

Transformacje odwrotng funkeji w, p wyrazamy za pomocs podwdjnych szere-
gow Fouriera:

2.9 T Wt w(n3) 4 & S W

(2.9) o 1 Fow( )=_b o Z T €08 2t X 05 o 7,
(‘2'10) mrr {pmn} P(T y) "'?0 n=0 pm.n

gdzie

" A=y Ay
A»;:I_OJS Oos )‘n:I_O:S 6:109

DIZY CZYM. Gyp § 6,9 Oznaczaja symbole Kroneckera.

Stosujgc skoriczona consinusowa transformacje do réwnania (2.4), a nastepnie
wykonujac catkowanie przez crebci, doprowadzamy réwnanie (2.4) do postaci

(2.1].) ‘ w‘mnD (Amm_c )_pﬂlﬂ+Bn!n’
gdzie
(2.12) Baa=Oul+ Q0D (o +v82) 60+ (o2 + B2) 21— RS,

(2 l 3) - . . mn "‘{C{ ﬁ
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b

_ QEJ,?=I I(— 1" O« (@, 3)— 0= (0, )] cos ﬁgydy,

| 2.15)
| o= f (17 05, (5 O] oser s,

B f [(— D™ px (@, 3) = s (0, )] cos ﬁ,,ydy,
(2.16)
" D f [(~1)" ¢, (x, B)— 0, (x, O)] cos o, X dx,

man

(2.17)  RQ=(—1""* R (a, b)+ R (0, 0)— (—1)" R (a, 0} ( 1)"3(0 b),

(2.18) ' =0, w, Py, W

Jak latwo zauwazyé, wyrasenie B2, zalezy wylacznie od reakeji w maroZach

plyt oraz od brzegowych sit Kirchhoffa i katéw obrotdw, ktére moina wyrazic
za pomgcq pojedynczych szeregéw Fouriera:

(a,y) 2 & —g® . B 22— @
(2.19) 0x y) 2 95" )y cos By 0y (¥ ) - S’ & 3 cos oy x
0.0 bg TN gme e T
Cp@y_ 2 & b, 2 G
(2.20) = ! A cos B,y P = TN T cos e x.
2+ (0, %) b Zfll ?’53) ’ by ¢y (x,0) 4 {5 oo s

Podstawiajac szeregi (2.19), (2.20) do wzoréw (2.15), (2. 16) oraz ‘majac na uwa-
dze réwnanie (2.11) doprowadzamy szereg (2.9) do nastepujacej postaci:

o o 0
Pmn ‘ann?
2 § mn COS &y, X COS 18:1 ¥y

Iﬂ?l

(221) w (x, y)=

abD

m=0 n=0

abD Z A [f © (x g) q(3’+f ©(x) g9 cos ﬁ’n- y—=

4
bD

==

Z A {f,ff” (y ) qf,‘." +f © (5) 4271 608 tiy ¥

1

- 2 Ao o (5 0P +1, () 91°) 008 By~

n=0

- 2 ﬂm [f 0 qa,:’ﬂm () ¢ cos ap x.
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We wzorze wykorzystano nastgpujace sumy szeregéw:

(0)() 2 {(—1y" )L,,,cos Oy X “__.im' chy,x _ chyx
’ 462 wfl Sh !f/rﬂ a Xu Sh Xua

m=0

M " og-
(2.22) 79 ()= Z( 1) mm cosa,x @ [ chyx chy.y1 "<“
‘ - m= ’"" 482 An Sh ind ’ C_‘T- E’U
X WiV BE L
oraz wprowadzono oznaczuua ‘ ‘
x'=a—x, y=b-y,

2.23
( ) Q= Apu— c* ’

~vfE chy,x y2—vB? chw,x
. - l . 2 cg ﬁfl .
Ku sh An @ ¥ sh Wa

Pozostale sumy szeregdw oraz funkgje 7,, (¥) tworzymy przez zarmiane w wyrazeniach
(2.22) i (2.24) odpowiednio n z m, x zy, a z b. WyraZenia (2.22) i (2.24) sa po-
prawne w przypadku fi2>¢% i o7 Dla f2<c? i a2 <c¢* korzystamy ze WZOrow

_ 5 RS
{2.24) I, (x)= Fyy

l/(wx);z_]/]xi, shix=isinx, chix=cosy.

Wystegpujgce we wzorze na funkcje ugigcia (2.21) nieznane wspétczynniki qtﬁi @,
wyznaczymy z warunkow podparcia plyty,

3. DRGANIA WYMUSZONE, HARMONICZNE PLYTY PROSTOKATNEJ PODPARTEI PUNKTOWO

Zatézmy, Ze plyta ma swobodne brzegi i jest podparta pﬁnktdwo wéqutrz
swego obszaru (rys. 1). Liczba oraz rozmieszczenie podpor 57 dowolne W tym przy-
padku na brzegach plyty zachodza nasigpujace warunki:

_..,,\,'\, (,a y) Q-\.k (0’ y) OJF}’ (x5 b) Qy.v (:'\ 0} 0
M. (a, y)=M,, O, J’) My, (x, by=M,, (x, 0) 0:= .
R RO, 00=R (0, 5)=R (a, )=R (a, b)=0,
skad otrzymujemy
OW—® RO—0.

mi --f"lH mn
yi
I
Q .
Xi (XJ' yi) ©
o -
o
° r
. a X
Rys. 1

Rozprawy Inzynierskie — 3
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Funkcje p (v, ») opisujaca amplitudy sit zewngtrznych dziafojacych na plyte
mozna wyrazi¢ w postaci

3.0 P06 )=a G )= ¥ X8 (x—x. y=p),
. E i=1

gdzie przez g (x, ) i X; oznaczono odpowiednio amplitudg obcigzenia wymuszaja-
" cego drgania harmoniczne i amplitudy reakcji podpdr. Funkeje ¢ (x, y) wyrazamy
za pomoca szeregu identycznego z funkcja p (x, »), (2.10). Zakladamy réwniez,
e W niejscu podparcié dzialajg tylko sily prostepadie do plyty.
Nieznane amplitudy rekacji podpér wyznaczamy z warunku zerowania si¢ ugie-
cia plyty w miejscu podparcia

(3.2) wix;, y)=0, i=12, ..k

Amplitudy momentéw M,, i M,, mozemy przedstawi¢ za pomoca podwdjnych
szeregow Fouriera

M., (x, 4 ad ME,’,,)
(33) i ( y) = 2{ 2 y mra COs o, X COS ﬁu Y
' My, (x, 1) b & S0 M3

m=0

gdzie

(3 4) M)E:H) = 11':’2'" {Mxx} =D [(mtzn + vﬂl) Win — dasnlrz - Vdj:nzg} )
' Mfs'lzll)—f[:in {MJ’J'} ""D [(Va‘m +ﬁ ) Wmn“vch) @(3)] [

mn i
Wielkosci 1) i @) opisane sg za pomoca catek (2.16).
Z warunku zerowania si¢ na krawgdziach plyty momentow zginajacych, wyra-
zonych w postaci szeregow (3.3), otrzymujemy uklad czterech nieskoriczonych ukla-

déw algebraicznych réwnai liniowych:

Z nm mn=07 2 ( 1)," Mﬁ,lu) Amn ne=0, 1, ...,
(3.5 m=0

2 M® },,=0,

n=0 A=

Ms

{— 1) -Mrmn - 0, m=0,1, ...,

0

Uwazgledniajac warunki podparcia i funkcje obcigZenia oraz Wykorzystuj@c sumy
szeregéw (2.22) moZemy po -przeksztatceniach napisa¢ uklad réwnan (3.2}, (3.5)
w postaci

4 k o0 = 1
3. . (s
(3.6 5 g‘: X; ]g }; o COS Gy X; COS fy V5 COS tlyy X3 COS fr i+
+ab 2 I 1L, () 6+ 1, () @ cos Byt
+ab ‘ Jon T O ¢S:>+I,,. () #$2] o8 o ;
. m= 0
4

:b” 2 2 mn o COS oy, X; COS ﬁn Yis ]’_1 2 I

m=0 n=0



DRGANIA 1 ZGINANIE PROSTOKATNYCH PLYT PODPARTYCH PUNKTOWO 165

k .
ab 2 X; Fo (%) 2008 By pi— 8, Ay 98— S, Ay o+

(1—v)? a2 B2 +vet
+4D2 D [P+ (— 1) o= F By, 1=0,1,2,...,

"’H’I

abZ Koy (6) Ay 008 By yi=8, Ay 005, Ay wf,"+

& (=) a2 B2 4-pet '
3.7 +4DZ o Avn ( 1" W@) 1) 59,(;;2)]=F;’ Ay

m=0 mn

k
N , w I_V 2 2 4
abz X 1 (7)) A €OS 1y X, -+ 4D 2 A=) o By LGN
i=1 n=0

um
X Ao [P (= 1) P01~ 8, A 00— 8 d ¢P=F, 2, m=0,1,2,...,
(1 v)z 2 2+VC4

K

ab 2 X, I, (¥)) A, COS o, X; 44D 2

-an
X Ay n( 1)" [(”::;3)"'( I)m ‘P(l)] L] m (05:)"&:; }Vm ¢S:)=F;u ;!'ma

gdzie .

o Pal Ga—vBiy (wi—vB)? '

S, = ey [7——— cth x, a-—ﬁ:ﬂﬁf cth i, al,

- D(I 2 —y 252 z
68 5,20 [xn B (wa—vBY ]

¢ Lxushy,a y,shy,a

'

‘L L)
b fq(x,y)f Ay dedy.

;”J!:l

- " tworzymy, podobnie jak poprzednio, przez
zamiang symboli x, y, @, n, odpowiednio na y, x, b, m. FunkCJa 1, (%) jest okreglona
za pomoca wzoru (2.24).

Przedstawiony za pomoca wzoréw (3.6), (3.7) nieskoriczony uklad réwnan jest
symetryczny wzgledem gléwnej przekatnej. Umozliwia one obliczenie w sposdb
przyblizony z dowolng doktadnoscia dla skoriczonej liczby m i n, wspolczynnikow
s ¢ P, o2 oraz reakcji X, w punktach podparcia (x,, y;). Znajomosé tych
wiclkosei pozwala, na podstawie wzoru (2.21), wyznaczyé amplitudy ugieé w roznych
punktach $rodkowej powierzchni plyty.

Przyréwnujge do zera giéwny wyznacznik ukiadu réwnan (3.6), (3.7) znajdujemy
réwnanie charakterystyczne, umozliwiajace obliczenie réznych kotowych czestosci

drgan wlasnych plyty dla dowolnie rozmieszczonych podpdr punktowych.

Pozostate wielkogci S,,,, s, F, F

3.1, Przyklady obliczest czestosci drgan wlasnych plyt

Na podstawie opisanego wysej algorytmu opracowano Pprogram na Inaszyng
ODRA 1204 w jezyku ALGOL 1204. Umozliwif on wyznaczenie kolejnych czg-
stosci drgaft wlasnych plyty prostokatnej dla dowolnie rozmieszczonych podpdr
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punktowych. We wszystkich zamieszczonych niZej przykiadach przyjeto do obliczed
wspdSiczynnik Poissona v=0,3. Ze wzgledu na bardzo dobra zbieznosé wynikéw,
stopieti przyréwnywanego do zera wyznacznika byt uzaleZniony od liczby kolejnych
czestodci, kidre mialy byé wyznaczone. - o

=

0

. ﬁA#,I“HPQ
I

Rys. 2

Na rysunku 2 pokazano plyte p‘rostokajna o stosunku bokéw afdb=5/3, dia
ktérej wyznaczono trzy kolejne czgstodei drgan ‘wiasnych

Cop D
W=7 T
ay p

Tablica 1

i zestawiono je w tablicy 1.

IR

. | . .
) b 11,63 I 16,36 ! 123,15

Kolejne czesto$ci drgan wilasnych piyty prostokatnej przedstawiono na rys. 3
w zaleznoei od stosunkow bokéw afb. Latwo zauwazyé, Ze dla af/b—oo warto§C
#—n?, tj. dazy do wartosci odpowiadajacej wielkosci podstawowej crestoéci drgan
wiasnych swobodnie podpartej belki. Dla v=0 i afb=oo jest u=n*. '
W tablicy 2 zestawiono podstawowe czgstosci drgaf wiasriych plyty prostokatnej
dla trzech wielkosci stosunkow bokéw a/b, wyznaczone za pomocg metody skos-
czonej transformacji Fouriera oraz' wyniki zamieszczone w. pracy H. L. Coxa
i J. Boxira [6], uzyskane za pomocy metody réinic skofczonych,

Tablica 2. Podstawowe czestosel drgaft wlasnych plyty prostokatnej podparte] w narezach

Metoda Metoda
skosficzonej © T rédnic
alb transformacji | skofozonych [8]
Fouriera
g . "o
732 . 7,12
1,5 9,11 3,93
2 o sad 1. 929




W e [VQIWJ

35
32
28
24
20
15

2

Rys. 4
=i 8
o o o —3
0 o o e ol
~ 3
b Iy
—.P..]~ o s [-?-‘
) a e,
Rys. 5
[267]
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Wprzypadku drgai wlasnych plyty kwadratowej podpartej w czterech punktach
umieszczonych symetrycznie na przekatnych (rys. 4}, wariodci kolejnych czgstodci
wlasnych zestawiono w tablicy 3. Poréwnano je z wynikami otrzymanymi na pod-
stawie metody skoficzonej transformacji Fouriera, metody toznic skoficzonych
[5, 71 i metody elementéw skoficzonych [8]. Zamieszczono TownieZ rezultaty badan

.. eksperymentalnych podane przez niektérych autoréw. Jak fatwo zauwazy¢, ogdlnie
nie wystepuja duze réznice w wynikach.

Tablica 3. Czestoécl drgan wiasnych plyty kwadratowej podpartej w czterech pumktach (rys. 4) wg
réznych avtoréw

Na zakoficzenie tego rozdzialu pokazemy jeszcze wyniki obliczen dla wsporni-
kowej plyty prostokatnej, dwupolowej, o stosunku bokow af/b==5(3, I,/I=1/4 (rys. 5,

~ tabl. 4).

I m

u/a 1 v
0 7,32 16,92% 19,60 —_
[8] 7,14 15,59+ 19,60 18,73
[71 7.09 —_ — -
exp. A | 15,43 17,36 —-—
51 71,44 16,74 20,17 40,62
exp, 1,8 16,8 20,6 40,7
0,1 12,81 19,60 23,98* —
(8] 12,80 . 19,60 23,24* 55,23
I 12,56 — — —_
0,2 19,60 23,05 32,69% —
[8] 19,61 23,04 32,80% 46,11
17 — 22,26 - —
0,3 19,22 19,60 23,24 26,46
‘181 19,14 19,60 23,62% 25,99
(71 18,31 — — —
0,4 13,32 15,72% 18,28 19,60
B} 13,29 13,84 16,62 19,60
71 12,85. . — —
0,5 11,49 13,47 19,60 34,81
[8] 11,25 13,61 19,60 32,35
71 10,78 — - —
exp. 11,02 12,92 17,10 31,89

* ozestodé podwijia

Tablica 4

I

| 1 l il

p:l 54,67 I 57,65 | 67,66
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4, ZGINANIE PLYTY PROSTOKATNE] PODPARTEY PUNKTOWO -

Rozwazajgc przypadek plyty poddanej statycznemu dzialaniu sit wykorzystamy
uprzednio podany algorytm rozwigzania problemu dynamicznego, przyjmujac w od-
powiednich wzorach w—0.

Na podstawie wzoru (2.11) latwo zauwazyé, Ze

@.n :  Poao=—c*Wyo.

Uwzgledniajac zwigzek (4.1) we wzorze (2.21) oraz wykorzystujac twierdzenie
de ’'Hospitala, otrzymujemy funkcje ugigeia plyty punktowo podpartej i obciaZonej
w sposob statyczny:

1 Nt Ama Gon
4.2) w {x, })— - 2 2 ———"COS o, ¥ CO8 fF, y—

N=0 n=0 nr:
mt a0

L3S 5 s ﬂ
T CO8 ¢, X; COS ; COS5 oy, X COS y—
abD ,"n m i n .J' i n

m=0 a=0
m2En2 £

= XV b [0 () 050 +4, () ¢iP) cos By~

=0
- 2 flm [Im (.V’) ¢’£::J+Im (y) ¢(2)] COS o)y X,

=9

gdzie

, 17
I (x) g (3x a),
1 .
4 L= mr {sh ﬁ,, a [(1+) oh f, x+(1 =) B x sh f ] —

'—(l.f‘V)ﬂ,,ﬂChﬁudChﬂ" x}, a=1,2, ..,

Pozostale wielkoSci tworzymy podobnie jak poprzednio zastepujac we wzorach (4.3)
symbole X, @, n, odpowiednio przez y, b, m. Zatem warunek (3. 2) Zerowania sig
ugiecia plyty nad punktows podpora, przedstawimy teraz w nastepujgcej postaci:

(4.4)

HMa

s+ o
nm
—5 X, E E cos v,,, x; cos fB, ¥, €08 o, X; cos fi, i+
m=0 u= '
250

+-ab Z A U () 03742, (x) 9PLcos o yi+

m=0"

+ab 2 Jon U 7)) r.v,4>+1,,, 2 #5271 505t X; =

mu G .
—Wgo ™ E E — COS Oy X; CO§ ,{)’,, v, i=1,2,..,k.
D ‘dmu . ’
m=0 n=0 .
mi+u? 0
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Podobnie przeksztatcamy ukiad rownan (3.7) warunkvjacy zerowanie sig mo-
mentéw zginajacych na swobodnych krawedziach plyty:

0,5 ab Z X, I, (x)~0,58; ¢ —0,5 8, oDy {¢f4>+ ¢ =F

ab Z X, 1, (x}) cos B, yi— S,, qo‘” Sy 04D (1=v)*

i=
oo

2 o [¢,,,’+( ) ePl=F, =12, ,

n=4 ﬂ’l T

0,5 ab 2 X, Iy (x)~0,5 S, ga(-‘” ossg 057 —Dv [g0+ g 1=Fo,

i=

@b )Xo 1y (05 fy i 5, o0, 044D (1)

t ﬂ

(__ )m ;‘i @ . (2)
Z e [ +( 1y ¢1=F, =a=L12,..,

me1 An it
(4.5)
o 0,5 ab Z X Iy (y;)"".DV [¢J(3) 1)] G 530 ‘PE)“"‘O,S So GUE)Z)=F,
i=1 .
' ﬂ'b Z Xl Im (y:) COS_OCm‘xl-”{'4E;D (1 —V)z 0(,2 ®
i=1 L
X (3)+ 1™ (1) S’ S}) Sm (Pu)_F m.=1’ 2, s
2 " g 1 AP1=S,,0
0,5 ab Z I, () ~Dv [¢<3> PO1=0,5 5, 99 —0,5 S, gP=F,,
ab Z X, L, () (cos’ ot,,,x£+4,D A—-v) alx
w " ﬁz " : - . .
“x Z [ (3)+( l)m !P 1)] - tpf:) S g5,5"2):‘:,--”” m:.-l, 2, ...,l
=1 mu T }
gdzie
Sq=8o=2D,
Y 0 (1 qv) ﬂn
Su= T fa  [BHv)sh frach fa-(1- —v) f.al,
C DU e
@O S=— o Geshfua—(=D) frach fudl, =12,

f;n= ij( y) n))GOSﬂ;ydxd.y_-”_
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Wzory okreflajace S, , S, F., F, otrzymamy zastgpujac symbole 1, x, a odpowied-
nio przez m, p, b.

W ukladzie rownan (4.4) i {4.5) wystepuje jedna niewiadoma Woa, 2 (m-+1)
wspSlezynnikow ¢l 1 ¢, 2 (n+1) nieznanych wspoiczynnikow ¢ i ot oraz k
nieznanych reakcji w podporach, Zatem liczba niewiadomych wynosi 1 +% 42 {(m+
+n+2). Latwo zauwazyé, Ze uklad (4.4), (4.5) zawiera jedynie k+2 (m+n+2)
réwnafi, a wige brak jest jednego réwnania, Otrzymamy j jez waumku rownowagi,
rzutujace sity dziatajgee na p;onowz; of w:

a b
@n | ZXI J fatondiay.
i=1

Rownanie (4.7} moZna tez otrzymad przyjmujac w (4.1) @=0. Jednoczesnie warto
Zwroci¢ uwage, Ze w wydzielonych z ukladu (4.5) réwnaniach dla wspolezynmikdw
m=>0 1 n==0 zawarte sg dwa warunki zerowania. sie sutny momentow sit wzgledem osi
xiy

Podobnie jak w rozwazanym uprzednio zagadnieniy dynamicznym, uklad réw-
nan (4.4), (4.5) i (4.7) jest symetryczny. Rozwiazanie pewnej skonczonej liczby réwnan
umozliwia wyznaczenie wszystkich interesujacych nas wielkosei statycznych i geome-
trycznych, wystepujgcych w plytach punktowo’ podpartych i dowolnie obcigzonych.

Wzory na momenty zginajace ‘M., (x, ) i M, (x; y) mozna otrzymaé przez
odpowiednie rézniczkowanie funkcji ugiecia (4.2) wg wzoréw (2.6) lub przez pod-
stawienie wspolczynmka W Z TOWNania (2 11} do transformat momentow (3.4}
i wysumowanie szeregow Zamiana szeregéw podwojnych na pojedyncze ma istotne
znaczenie, poniewaZ znaczuie usprawnia uzyskanie rozwigzad w konkretnych przy-
padkach.

Rozpatrzmy szczegllny przypadek obquema rownomlernego rozlozonego na
calej powierzchni plyty. Wiedy znacznie uprasicza si¢ prawa sirona ukladu (4. 4),
(4.5)1 (4.7); poniewaz zachodza nasrepu_]ace zaleznoscel:

F, =f,=F =F,=¢,.=0, m, n=0,1,2,..., m*+n*#0,
4.8 ' c B |
@8 . ' qf fdxdy qab

gdzie q—const jest obcigzeniem rownomlemym plyty.

Z kolei podamy wyniki obliczeri otrzymanych dla phyty prostokatnej {rys. 2},
podpartej w trzech punktach i obcigZzonej rownomiernie na calej powierzchni; sto-
sunek bokéw a/b=5/3. Na 1ys. 6 pokazano ugigeie plyty wyznaczone przy uwzgled-
nieniu 108 réwnan ukiadu (4.4), (4.5) i (4.7).

W przypadko symetrii obcigZenia i podparcia otrzymujemy znaczrie uproszczenie
ukladu réwnan (4.4), (4.5). Zachodza bowiem nasiepujgce zwigzki:

A9 X6 (x—x, y=y)=X, 8 (x~x1, b—y—y)=X, 6 (a—x~x,, y—y)=
='=Xi é (a-_x——xi: {)—ymy'-_)__,
(4.10) ox (O 0)=—0. (@) g (%, 0)=—0p,(x. b).
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7, warurka (4.10), na podstawie wzordw (2.20), znajdujemy

(3) (2)__ ()
4y,

(4.11) F=6" v

Dalszym uproszczeniom ulega uklad (4.4), (4.5) wtedy, kiedy zatozymy, Ze plyta
jest podparta w czterech symetrycznie rozmieszczonych punktach. Reakcje w pod-

porach sa znane i wynosza
a b

1 7
(4.12) X=Xy =Xs=Xa=7 | [atepdxdy.
o 0
W tym przypadku nieznane wspotezynniki V=g, pP=¢¥ mozemy wyzna-
czyé z ukladu (4.5), kiéry sprowadzamy do postaci

o az 2 1 h
(1 _16D (1—v)? Pt D — [, — o S (¥ COS By yal,
q)ﬂ' L ;
m=§, C" d'"" C“ ﬂ=2, 4, asey
(4.13) w wd 2 ' 1
16D (1 '"'1")2 - fPE,l) -+ 'Pg') = {Zm - qODJm (J’;J COS oy xl] ’
mm;, Cm d'“" Cm m=2, 4, rery
gdzie
(4.14) Zy=F,+F=ab [ [ q(x.3)J.(x)cos fydxdy,
o 0 .

1
(4.15) %, (¥)=1,(x") +_I,, {(x)= m [(1+) (sh B, x' +sh B, X)~ _,

'—(I—V) (B x ch B x’ +f, x" ch B, ),

AN 1
ch B, a—1 {(3+v)sh B, a—(1—v) By af.

Pozostale wiclkodci Z, i C,, oraz funkcjg J,, () tworzymy zastepujac we wzorach

] il

(4.14)~(4.16) symbole n, x, a odpowiednio przez m.

(4.16) C,=2 (S, +8,)=

0 g2 g4 . a6 a8 10a

I
s ey 7 p

02 . /
04/ AN =T 7;4

w A AT M)
' /‘//’M/// i// /,/"‘
0’3 [ //7.7 =7 //, ,
115‘;5/1 AN e L
' a3
e L1l )
Rys. 6 : ’

Nieznany wspdlezynnik ‘wo, Wyznaczamy po uprzednim rozwigzaniu nieskofi-
czonego ukladu réwnan (4.13), przyjmujac w migjscu podparcia

(4.17) W (5 7)=0.
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Do nieskoficzonego ukfadu réwnaf algebraicznych (4.13) stosujemy kryierium
pelnej regularnodci, ktorego spelmeme Jest wystarczajgcym warunkiem jednoznacz-
nosct {'OZWI{:]:ZH,HIR :

Aby ukiad byl w pelni regularny musi by¢ speiniona nastepujaca nieréwnosé:

2 2
m

<1_9", )'1‘='-2, 47 vees 9}l>0
Cu Anm

(4.18) 16D (1 —v)? 2’

ma=2, 4,

oraz taka sama nierdwno$¢ dla ukladu réwnan o wskaznikach m==2, 4, ... .
Znana jest suma szereg

o) 2
T Oim —

o
dow 8y (ch fra-1) ChAa=ba).

(4.19) Tp=

m=2,4,,,

Uwzgledniajac sume {4.19) oraz wspdlezynnik C, przedstéwiony Za pomocy
wzoru (4.16) wykaZemy, Ze nieréwnodé (4.18) jest spelniona:

_ LB (=v)(shfa~p,a
16D (1= |~ l“ Gy sh fa—(1—») B a
sh f,a—f,a sh B, a
S Gk f,a—(-W A a ~(G+v)shfa—(1—9 B, a
sh f,a

<Em <] chdo.

Tym samym udowodniono, e uklad (4.13) jest ukdadem w pelni regularnym.

5. ZGINANIE PLYTY PROSTOKATNE] PODPARTE] NA SLUPACH

Zatozenie punktowego podparma czgsto stosowane w rozwaiamach teoretycz-
nych, nie ma uzasadnienia w praktyce i prowad21 w strefach przypodporowych do
znacznych rozbieznoSci miedzy wynikami obliczed, a rzeczywistymi wielkoSciami
sit. W teorii cienkich dzwigaréw powierzchniowych, w miejscu punktowego podpar-
cla otrzymujemy nieciaglosé momentSw i sit poprzecznych. W celu znalezienia wyni-
kow bardziej odpowiadajacych rzeczywistej pracy konstrukcji zajmiemy sie zagad-
nieniem zginania plyty prostokatnej podpartej dowolng liczbg stupw o skoriczonych
wymiarach przekrojéw poprzecznych. '

Za.lozymy, Ze reakcja X; w z—tym sl’uple roz}ozona. jest rownomlerme na calym
przekroju poprzecznym shipa, pomijajac wpfyw ewentualnych momentéw zginaja-
cych pomigdzy plyta a stupem. Opierajgc sig na powyzszym zaloZenin moZemy
pizyjac, Ze intensywnodé oddzialywania slupa na plyte wynosi

X

5.1 w2t
e i epdy’
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gdzie ¢; oznacza dhugos¢ boku prostokatnego przekroju poprzecznego réwnoleglego
do osi x oraz 4, dlugo$é boku réwnoleglego do osi y.
Wprowadzajac do wzordw wystgpujacych w punkcie 4 zwiazek

(5.2} X, =2, dx; dy,,

a nastgpnie calkujac po powierzchni przekroju poprzecznego stupa w granicach

od x;,—c./2 do x;4¢;/2 oraz od y;~—d;/2 do y;+d;/2, otrzymujemy ukiad réwnan

opisujacy rozwazane zagadnienie. Do réwnan tych mozna za pomoca wzory (5.2)

wprowadzi¢ zamiast intensywno$ei v, catkowita réakcje shupa X.. :
Wykonujac opisane wyzej operacje rachunkowe otrzymujemy funkcje ugigcia

plyty podpartej nz shupach w nast@pujqcej postaci:

m=0 n=0
[LERE S

-
_(5-3) w (¥, J)—*'“** D 2 Z P qm.. COS Gy X COS ﬁn

mra St Sai-- ) : ' o
- E 21 E ——e ‘cos iy X; COS /3’,, P COS 6y, X COS ¥ —

m=0 n=0 nu‘!
T omi+n?#0

- 2 z,. Uy () 61, (x) 97 cos B, y--

- 2 A1 0) 49 +1, ) 5] 005 0, 3,

gdzie
. %Gy . bBd;
o - sin — CosinT——
(54) Sim = “"‘ﬂ“" . SmT _“f}:dl—
2 S T

Funkcje £, (x), I, (y) wyrazaja si¢ za pomocy wzordw (4.3).

 Jak Tatwo zauwazyc dla ¢;, d,—0 wzér (5. 3) na funkcje ugiecia plyty podpartej
na s}upach sprowadza sig do wzoru (4.2}, pomewaz
(5 5) . : hm s,,,i-—l, Iim 5, =1

; . . =0 - =0

. Warunek zerowania sig ugiecia plyty na powierzchni kazdego ze shupow spel-
nimy w sposéb przyblizony, zadajac jedynie. aby catka funkcji ugigcia (5.3) byfa
réwna zeru w obszarze przekroju poprzecznego stupa. ZatoZemie to mozna przyjal,
podobuie jak réwnomierny rozklad oddzialyw ania pomigdzy shupem i plyta, w przy-
padku stupéw o malych przekrojach poprzecznych

UWZgIQdmanc wzory (5.2), (5.1) w réwnaniu (4. 4} oraz catkujac po obszarze

sl‘upa Znajdujemy

k w0

. 5.6) 4 mn St Snt S Sy
o @ )"' D 2 X Z 2 COS ©,, X; COS fl, ¥; €OS ty X; €08 By ¥+

i=1 m=0 n=0
w20

d"l][
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(5.6) tab DT A7 (5] 91 () 9] 5,0 c08 By 3+
Ic.d.] . n=1

m=

2‘1 . '
+£Ib ;‘m: [I]:: (yj) 91’5,‘,*}‘*“1,: (yl) 095"2)} S COS Uy Xy —
. 0 . ]

w .
. j'?JI?! ql.llﬂ Sllill Sﬁl

4 o
—woo=—}3~"§ g T COS o1, Xy COS f§, ¥y, i=1,2, ., k.
m? 22 g
Podobnie ulegnie zmianie uklad réwnan (4.5). Nie podamy go tu jednak ze
wzgledu na ograniczong objetodé artykutu, tym bardziej ze konieczne poprawki
dotycza jedynie sum zawierajacych nieznane sily X,. W réwnaniach (4.5) nalezy
zastgpié I, (x7), 1,(x), 4, (3),. L.(»). odpowiednio na I (x]) sy I (%) S,
I:: (y:) Spei» ]:; (Jf‘r) Spis gdZiB
2

¢
* Xij= X "I”‘ :
Iy =ty () +

ﬂn Ciz / ] ﬁu C
A=veh x| fe 2 |
ﬁrr < nn Sh ﬁﬂ i © 2 ﬁn €y '

2 _ 2

sh

I ()=1, ()

Funkeje 1,: (») tworzymy zastepujac we wzorze (5.7) symbcle », x, a ¢; odpowiednio
przez symbole m, y, b, d;. Réwnanie (4.7) pozostaje bez zmian.

W przypadku szczegélnym réwnomiernego obciazenia plyty zachodza zwiazki
(4.8), ki6re upraszczaja rozwiazanie ukladu réwnan (5.6) i (4.5), z uprzednio wpro-
wadzonyini zmianami, oraz {4.7).

5.1. Wyniki obliczern

Podobaie Jak to bylo w przypadku wyznaczenia czestosci drgan wlasnych plyty,
na podstawie podanege wyzej algorymju zostal napisany program na maszyne
cyfrowa ODRA 1204 w jezyku AT GOL 1204, W programie przyjeto, e plyts jest
réwpomiernie obciaZona g=corist oraz:podparta na symetrycznie rozstawicnych
stupach; liczba jak réwniez wymiary p;‘zeliroju poprzecznego kazdego ze stupow
sq dowolne. We wszystkich zamieszezonych niZej przykiadach przyjeto do obliczen
wspdlczynnik Poissona v=1/6..- S ,

Na rysunku 7 przedstawiono wyniki obliczest ugieé i momentow zginajacych we
wspornikowej plycie prostokainej o stosunku bokow afb=35/3, obcigzonej réwno-
miernie 1 podpartej na szefcin stupach ¢;=d,=1 [20a. Wysieg wspornikow 7, /l=1/4.

Przygotowany program na komputer mozna wykorzystaé do wyznaczania w spo-
sob przyblizony ugie¢ i momentdw zginajacych w plytach podpartych na ciaglych
podporach nietypowych ksztalicw. Modelujemy wdwezas podpore dowolnego
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ksztaltu, tam gdzie jest ciagla, odpowiednio gesto ustawionymi stupami, Po wyko-
naniu obliczefl otrzymujemy przyblizone wartosci przemieszezeni 1 sit wewnetrzoych
wystepujacych w plycie.

Na rysunku 8 pokazano ugi¢cia i momenty zginajgce w plycie kwadratowe;j
obcigzonej réwnomiernie, podpartej na nieskoniczenie sztywnym wiericu w ksztatcie
okregu. Do obliczen przyjeto, Ze plyta jest podparta na 40 shupach o przekroju
poprzecznym ¢, =d;=1/20q. ‘ '

W rozprawie doktorskiej [1] wykazano, przyréwnujac wyniki otrzymane metods
elementdw skonczonych, Ze w ten sposéb uzyskane wartosei ugieé i sit wewnetrznych
z dobrym przyblizeniem odpowiadaja rzeczywistym  wartofciom wystepujgcym

w plycie.
a -
&PKPDDOO\ "\\\ ’
AY
AY
g ‘\
S
/
N //
\\-.__,——’/
]
b 0 g1 02 a3 05a
g1 A A L F
62 A | ez 7
A o A ——
] ’:/{‘ —— S /7 //
15a e - ha o ~l -
7{_ -
Wix,y)

g 2 110 g2
Srmrerrrreberrr———r——t

Rys. 8
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6. WNIOSKI

Podane w pracy przyklady wskazuja na praktyczng uZyteczno$é algorytsmu
otrzymanego na podstawie skoriczonej transformacji Fouriera. Wydaje sig, 7e e
znanych metod umozliwiajgcych poprawne rozwigzanie zagadnien bedacych przed-
miotem tej rozprawy, przedstawiony sposob jest szczegolnie przydatny, poniewaZ
prewadzi do okreflenia z wiekszg dokladnoscia momentéw w okolicach podpér,
tj. w miejscach wystepowania duzych gradientéw sit wewnetrznych. Stosowanie
metod dyskretyzujacych ukdad podstawowy daje przy podporach wartodei sil obar-
czone duzymi bledami. L :

W pracy szczegblna uwage poswigcono zginaniu statycznemu plyt podpartych
na wielu stupach. Jak wynika z przegladu literatury, zagadnienie to, poza badaniami
do$wiadczalnymi W. STAROSOLSKIEGO [9-11] nie bylo rozwaiane przez innych auto-
réw. Podobnie nie znaleziono przykladéw dotyczacych wyznaczania sif 1 prze-
mieszezen w plytach podpdrtych swobodnie ma podporach ciaglych wewnatiz
obszaru plyty.

Oczywiscie, nie wykorzystaro wszystkich mozliwosci, jakie daje opracowany
algorytm i gotowe juz programy na komputer, np. w rozwazanych przykfadach
przyjeto tylko réwnomierne obcigzenie plyty. Poza tym nie podano latwych do
vzyskania rozwigzan uwzgledniajacych wplyw temperatury i przemieszczanie si¢
podpér. Nie zamieszezono réwniez przykiaddw ze statyki i dynamiki plyt o niecig-
glych warunkach brzegowych. Mozna tez bez istotnych trudnosci wszystkie zamiesz-
czone w pracy rozwazania vogdlnié dla przypadku ortotropii
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Penwme

KOJIEBAHIA ¥ M3THUE NIPSMOVTOIIBHBIX TIIUT TIOOYTEPTRIX
TOUEYHBIM OBPA3OM

Paspaforan, Ha OCHORE METO[A KOHEYHOro mpechpasoBaims Pypee, aaroputM AarONIHi
BO3MOMKHOCTE NORYYeHAR HOPMANEHO TOYHBIX PEINCHTYN HeKOTOPLIX IPAKTAYCCKEX 3a/la4 CTATHKHE
H JHHAMIKHE ASOTPOMILX BPAMOYTOMLHEIR LT CO CBOGOANEIME TPAHHIAME B HOZIEPTHIX B IR0~
H3BOJBHESIX TOYKAX HIAH HA CTOA6aX PACHPEAENEHAIK NPORIBOIHRLM 06pasom, Vyrensr IPOHBBOIE-
HBIC HATDY3EH BRHYKZAMOINME TaPMOBHTCCKRe konebanas, B cnysae usraba npavoyTonsEOR imwrby,
TOAEEPTON B YCTHIPEX TOUKAX, MPH COXPAHCHUM CHMMETPUHA HATPY3KH R ONADAHES, TOKA3aHa
perymsiprocYs Gecromeumoit cuctemsy ypasmenmit. TTpupenenssie B paboTe OpUMEpPE! YKA3EIBAIOT
HA NPAKTHYCCKYIO TOTE3HOCTE BHBEASHHOIO aNTOPHTMA.

SUMMARY

VIBRATIONS AND BENDING OF POINT-SUPPORTED RECTANGULAR PLATES

On the basis of the finite Fourier transform an algorithm is developed aimed at deriving the
formally exact solutions of certain practical problems of statics and dynamics of isotropic rectan-
gular plates with free edge, supported at arbitrarily distributed points or columns. Harmonic vibra-
tions forced by arbitrary loading are taken into accoun. In the case of a rectangular plate supported
at four points, under the conditions of symmetry of loading and the supports, the resulting in-
finite system of equations is proved to be regular. The examples given prove the practical applica-
bility of the proposed algorithm.
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