ROZPRAWY INZYNIERSKIE « ENGINEERING TRANSACTIONS » 28, 3, 40f—421, 1980
Polska Akademia Mauk * Instytut Podsiawowych Probleméw Techniki

STAN KRYTYCZNY SPREZYSTO-PLASTYCZNEJ POWLOKI
W KSZTALCIE STOZKA SCIETEGO (%)

JERZY Z1ELNICA (POZNAN)

W pracy przedstawiono metodg wyznaczania obeigzen krytycznych cienkiej powloki w ksztal-
cie stozka Scigtego obeiaZone] réwnomiernym ciénieniemn, dzialzjicym na powierzchnig boczna
i sita podiuzng skierowans wzdbuz tworzscsj. Zakiada sig, ze material powloki i wymiary geome-
tryczne sg tak dobrane, 7e utrata statecznodci moze nastapié po przekroczenin granicy spmzystosc:
w blonowym przedkrytycznym stanie naprezen,

Wykorzystuje sig liniowe geomstryczne rownanie statecznodei powtoki z uwzglednieniem §cis-
liwosei materiatu i przyjeciem charakterysiyki umocnienia oi=a; (&) (ypu liniowsgo. Oparto sig
na zwmzkach fizycznych zar6wno teorii deformacyinej jak 1 teorit plastycznego plynigeia. Dla roz-
wigzania ‘wyjiciowego ukiadu réwnaa rézniczkowych czastkowych czwartego rzgdu zastosowano
metodg. ortogonalizacyjna, Wprowadzenie badania warunku fia modul sieczny umozliwia anahzq
powlok sprezystyeh, sprezysto-plastycznych i catkowicie plastycznych, Analiza numeryczna za-
gadnienia umoztiwia. poréwnanie dwoch podstawowych teorii’ plastycznoSci zardwno dla ma-.
terlalu mescnshwago jaki scléhwego

1. WPROWADZENIE .

W pracach [10i II] plzedstawxono rozwmzame zagadmema wyboczema poza
gramcq sprefystodei powlokl stozkowe] ‘obcigzonej wszechshonnym réwnomiernym
_c1smemem hydrostatycznym przy zakozeniu charalderystykl umocnienia materiat
typu potggowcgo Otrzymane w tych pracach réwaania wyjciowe posiadaly. 1ozb1.-
dowanae strukiture, w zwigzku z tym nie podano ich w postaci zamknigtej; SLOSOWa-
nie ich do obliczania obcigzed krytycznych bylo ograniczone do przypadkéw, gdy cata
powioka pized utratg statecznodci przeszla w stan plastyczny. W pracy. niniejszej
postawmﬂo sobie za cel prze'mahzowame zagadnienia przy bardziej ogdlnych, zalo-
Zemach dotyczqcych obcigZenia powloki; przyjeto liniowa charakterystyke umoc-
mema matenalu [12] (rys. 1b), a przez ca‘{owame przez. czgcl, umiknie to kouie-
cznosm rochzkowal‘la  wepolezynnikdw macierzy tztywnofci, (ktom ze. wzgledu
na mc_}ednorodw stan naprezed w stanic przedl\rytyczny*n zalezy od wspéhrzednych
geometrycznych), przez co réwnania wyjSciowe przyjely zwarta postad. Zagadnienie
zostzmm rozwzqzane we d}ug konccpcp v.rzrasta}qccgo DLPEQZCIHH dla obydwu pod-

‘i_n.'}'ch teom plastvcznosm (Nada; a—Hencky’ cgo i Prar:dﬂ( R.EUSS“) przy CTYM .
' Wp;owaazeme badanza war utzku na modhi’ mczny vzquare wzmy pem'mlq_

(*) Podstawowe tezy pricy zostaly: przedstawions na. druglej leajowej Kc)llferench ‘«Kon-
strukc_;e Powlokowe-—Teona 1 Zastosowanie», Golut, 6-10.X1.1978. T
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na obliczanie obciazefi krytycznych dla powloki catkowicie lub czgdciowo uplastycz-
- nionej, a nawet dla powloki znajdujacej si¢ preed wyboczeniem w stanie sprezystym.
. Przy obliczaniu obcigZed. krytycznych powlek poza granicg sprezystodei — do
analizy mozna wykorzysta¢ dwie koncepcje (podobnie jak prZy' analizie stateczncéci
pretéw Sciskanych). W pierwszej z nich, tzw. koncepcji ustalonego obcigZenia za-
kladamy, Ze po wyboczeniu obeigZenie nie vlega zmianie, a w chwili utraty statecz-
noéci natychmiast powstaja strefy lokalnych obcigzen (proceséw biernych), Kon-
cepcja druga dopuszeza wzrastanie obeaiZenia i rozwijania sig stref procesow biernych.
dopiero w wyniku powstania pozakrytycznych ugieé. W pretach podobne podejécia
byly przedstawione przez Eagessera i Kdrména oraz Shanleya. Uwzglednienie w obli-
czeniach lokalnych odcigzend jest mozliwe (bardziej wiernie odzwi'érciedla: postaé
wyboczenia powloki) lecz znacznie komplikuje rozwigzanie problemu — gtéwnie ze
wzgledu na trudnodci ustalenia granicy rozdziahy obszaréw czynno-biernych i to
zaréwno wzdiuz grubofci powloki, jak tez' w odniesieniu do jej powierzchni podsta—
wowej. Zwigzki fizyczne w strefie spreZysto-plastycznej sa sprzq;ﬁone uzysku_}e $ig
réwniez nieliniowe réwnania rézniczkowe problemu, nawet pomimo zatozenia
geometrycznej linjowosci. Trudnosé te niejednokrotnie mozna cmingé; 'j'eZeli przed
. utrata statecznoéci odksztaleenia plastyczne w powloce nie sg duze w poréwnaniu
76 sprqzystyml, 1o moZna rowniez zastosowad zalozeme upraszczajacc ILIUSZYNA
[9} o zerowaniu si¢ wariacji sit - wzdtuznych. S

Zasadmczq cecha stosowanej W ninigjszej pracy koncepcp wz;rastajqcego obcm-
Zenia Jest z praktycznego punktu widzenia- jej prostota. Pozwala ona na zna.czna
uproszczenle Townan 1 ich rozwigzan, a ponadto, }ak StWJel‘dZOIIO przy “badanin
statecznosci powlok walcowych [1], tego typu ‘podejécie wraz z zastosowaniem
teorii. deformacyjnej daje dobra zgodnoéé z danymi eksperymentalnymi. Poréwhanie
wynikéw obliczen ob.ciQZeﬁﬂkrytycznych, z uwzglednieniem i bez uwszglednienia:
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" odciaZenia, jak stwierdzono dla powlok walcowych, daje réznice nieznaczne, sie-

gajace 109,

Warost zainteresowania problemami. spr@izysto plastycznej statecznosci powlok,
jaki si¢ daje zaobserwowac w ostatnich latach, wynika z faktu, e znajomoéé spre-
Zystego zachowania si¢ powloki nie stanowi obecnie dostatecznej informacii dla
infiyniera podejmujgcego decyzje projektowe. Ze wzgledu na efektywnosé pracy
konstrukcji oraz na ekonomig projektu bardzo wazua jest znajomo$é przejécia
pomigdzy koficem czysto sprezystej fazy pracy powloki a stanem wyczerpania sig
jej nosnosci. Informacje takie uzyskuje sig wlasnie na drodze analizy sprezysto-pla-
stycznej. Trudnodci, na jakie napotyka si¢ przy analizie statecznosci powlok spre-
Zysto-plastycznych, sa zwigzane giéwnie z rozwigzaniem uzyskanych ukladéw row-
nail rézniczk owych, totez w cbeenej chwili daje si¢ zauwazyé coraz szerzej zasto-
sowagic metod bezpodredniego catkowania numerycznego. Tutaj nalezy wymienié
pracg Z. WASZCZYSZYNA [9], w ktérej autor opracowal konsckwentng teorig i metode
obliczania powlok obrotowo symetrycznych z uwzglednieniem zmian - geometrii
konstrukeji. Do zagadnien analizy statecznodci powlok plastycznych szeroko wkra-
cza rowniez metoda elementdw skoticzonych [3 i 4]. Z prac ostatnich nalezy wy-
-mieni¢ pracg RAMSEYA [8], gdzie autor rozwazal powloke stozkowa §ciskang osiowo:
zastosowal metodg malego parametru, przeprowadzit réwniez weryfikacje doswiad-
czalng uzyskanych wynikéw. Przeglad -wazniejszych prac  zwigzanych tematycznie
z niniejszym opracowaniem mozna znale7¢ w publikacjach [1, 5, 10 i 11].

W pracy niniejszej obliczymy obcigZenie krytyczne powloki wykonanej z ma-
teriatu izotropowego fcifliwego ze wzmocnieniem. Nie wprowadza sie zasa_dni-‘
czych ograniczefl odnognie parametréw fizyéznych czy tez geometrycznych (jak np.
w pracy TRAPEZINA - [7]). Zakladamy, Ze. obowigzujy: hipotezy - Kirchhoffa-Lova
{w powloce panuje plaski stan naprezenia, moze by¢: stosowana hipoteza niewy-
diuzalnego odcinka normalnego) i zajmiemy sie dowoelng forma wtraty statecznodci.
Rozwazaé bedziemy aktywny proces obcigZenia, to znaczy Ze nie wystgpi zewnetrzne
lub wewnetrzne odcigzenie,

. 2. ROWNANIA STATECZNOSCI 1 ZWIAZK[ FIZYCZNE

Przedmiotem - analizy jest cienkoscienna powloka w kszialcie stozka scigtego
{rys. 7), obcigzona zewngti'znyfﬁ ci$nieniem bocznym o ‘intensywnosoi ¢ oraz sila
podluzing N, rozlozona réwnomiernie na mniegjszej podstawie, skierowana wzdhuz
© tworzacej. Zakladamy, Ze przed utratg statecznoéci istnieje w powloce bezmomento-
wy stan naprezen o sifach wewngtrznych: Nio, Nyo, Tro, Tag. Wymiary powloki sg
takie, ze pod wplywem obciaZenia zewnegtrznego przy aktywnym i proporgjonalnym
narastaniu sldadowych tensora naprezeri wyboczenie moze nastapié po osiagniecin
granicy sprezystoci materiatu,
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Réwnania statecznodel powloki stotkowsj zostmy wyprowadzone w pracy {10}
Postaé ich jest nastgpujgca:

e/ I o* 5M doM, -1 a* oM,

— Iy - = —— —
5.2 sin B+— g 8 ces ;’)’ 2 7 cos f+ Soosp 96"
36M, 2 96M, 9% M, 1 0% w
= cos ff+-— +2 5+
21) Js s e Jds 06 scosfi 8@
@ N ('}w) ' BZWN 2( 2w 1 Bw)
COQB Nzg I‘SCOO a 3 10+ (';33’38 s 89 10-—-0
33 W 3 5'}’;7 1 35?}12 a 58# |
- gir S el R
as® o A 8500 s é0 PIEE ﬁ scos f g
| ’ 808, | 60 e,
aer T2 gy CoSPT g ees =0,

gdzie @, w oznaczaja odpowiednio funkcje sit 1 funkcje ug.igci;a,, M, SM,, M,
ON,, 8Ny, dNy, wariacje momentéw [ sit w powloce wywolane utraty statecznodci
oraz de,, gy, 07,y wariacje odkszta:!cen w powloce.

Rownanie (2.1), wynika z warunkow rownowagi powloky, a (2.1}, jest rownaniem
nierozdzielnodei odksztalcen.

Opieramy si¢ na. hipotezie Klréhhoﬁ‘a_LOVd zgodme z k*orq
deg=288y — x5 6Ky,
@y BT T
' B (5])5,}«-5}’12'—3{‘3 Jrclz

Tutaj de;, de,, (Sy 12 0zZnaczaja odpowiednio wariacje Wydluzen w powmrzchm pod-
stawowej; oy, Oy, Oy, zmiany krzywizn; x; jest wspotrzedng normalng do po-

A k.
Wteizchm pOdbf&WOWﬁJ, przy czym *2'—{;- X3 € >

Wanar‘je krzymzn powlo‘q okreélajg wzory

9w 1w 1 2w sinf  or

(2.3 o= ast o 5’62:}.— 05 sPcos?f 2O%. . sPcos? f 0@
dw 1 dw - tgf v @

e - e - ——
* eosp 8550 seosf 90 25 o gﬁ

Z kolei nalezy wyznaczyé sily i momenty w powlocs, jakl" pOWatanq w Wymku
uiraty statecznodei:

+—77 - +—

(2'4) . ) 5].‘7;1.,'; . [ ancﬂ dx;;, . gﬁfa = )r 5()},3 X3 dx:;.‘
k

2 . %
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W tym ceiu posluzymy sig obydwoma podstawowymi teoriami plastycznosei. Zgod-
nie 7 teoria deformacyjng Nadai’a—Hencky’ego mamy [12]

(2.5) o =2m (&) &+ [3K—2m (g;)] &, ;.

Zwiazki fizyczne teorii piastycznego plyniecia Prandtla_Re}lssa majg 'postaé
| 5_](5' 5 l—l(E )( i )c?o‘i 79
Es— E( Gy — W 00) E Ek 1 o ?gﬂ & :u. (i\_)

i
5 1 Ls 3 (E 1) b6y
}’sl) Tse Ek' U—i ]

6dzie' o= 'l/ ol + ﬁg — 0, 6y + 37 oznacza intensywino§é naproged,

26

ZW!:{Z}\I (2 5) naie}'y zozwugzac i wykonaé Wanaqe rJddd()W)/Ch tensora - e
nrezefi, a wzory (2.6) odwracamy ze wzgiﬂdu na wariacje naprezen. Po podsiawwmu
do (2. 4) i sca}kowa'nu wzdiaz grubodci powloki otrzymnjemy wzory, ktore dla
skrécenia zapisu podaJ:.my W postaci macier: ZOWE]

5Ng i : E;l, El-;, “‘"ng é{;‘l
n Ny |~ Eaiy  Epp, —FEas | x| de; 1,
N | | —Fai, —Esz,  Eas 0¥12
M. | =Dy, =Dy, Dy &1y
(2.8)° oMy = =Dy, —Dy;, Dy X 10Ky
R - My | Dsi: Diz, =Dys | | Sws

quoicyynmkl i D, wed{ug koncepcp WwErastajacego obcigZenia wynikajg oczy-
widcie z przeksztatcén i calkowania zgodnie z (2.4). Zaleza od przyjete] teorii plastycz-
nodci, mechanicznych wlasnodcei materiatu w stanie spregystym i plastycznym i od
stanu napz@zen w powloce przed utrata statecznoéc; Poniewa% warttodci ich podano
w pracy [10] dla teorii deformacyjnej i w [11] dla teorii plastycznego plyniecia,
przeto tutaj zch ogolnej postaci nie b@dzxemy przytaczaé, podamy jedynie ich postac
po ustaleniu charakterystyh materiaty i okredleniu naprezenn w bezmomentowym
stanie pizedkrytycznym dla przyjstego typu obc:qzema, powloki.

Poniewaz do réwrania ‘nierozdzielnosel (2.1), nalezy podstawié wauacw od-
ksztateer, wiec ukdad réwnad (2. 7y valeézy odwrécié ze wzgl@du na odkszialeenia,
tzn. przedstawi¢ w postaci R

K

631 B Eﬁ, Jl:;?u-; - JNZ.-:
29 . _ N2 | =|Fay, Boay By % | ON, |
: . L0yl 1 Bsp Baay Eas | [ON .
gdzie L L
@.10). | E,;;' iy
TR T detEu

Wyra'z?z'ni"a' (2 i (2 9) ralaz_, Wstavm d.o réwhania réwnowagi (2.1), 1 rdwnania
nierozdzielnosm odkszialcen (2.1}, podstawiajac réwrdez do (2.8) wariscie krzy-
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wizn wyrazone przez przemieszczenia (2.3) (vomijajac jako niewielkie wyrazy za-
wierajace przemieszczenie @); natomiast do (2.9} wstawiamy wariacje sil wyrazone
za pomocs funkcji sit:

SN = ! 32954-“1__83 SN, ,”Ef
s c:os2 o002 s &’ T
@10 1 o @ 1 o .
MNsp= = scos B 9500 * s2cos? B 00 ° &

Ze wzgledu na to, ze rozpatrujemy powloke obciazona sitami podluznynii i poprzecz-
nymi, w stanie przedkrytycznym brak sit i napreZer tngeych. Stad mamy E,;=
== Fiyy==Dyy =Dy, =0, Znikaja réwniez pochodne wspélezynnikéw £;; i D;; wzgle-
dem wspdhrzednej . (Z powodu kolowej symetrii obciaZeaia). Majac na vwadze,
72 w powloce stozkowej panuje niejednerodny rozklad naprezen — stwierdzimy,
ze E;; 1 D;; sa funkcjami wspélrzednej s i otrzymamy po uporzadkowaniu

PE - o w ‘ & w

ToE sin fi— D“ 5 cos [)’ — —2cos ﬂ@DH.)_,STSe._'[—

_ L : 1 % w
+ - (SD11,33+D12,S+2D11,5_“" Dy |4+ Ny W-l_

6w+ 2
ds  scosf

X

. _ 1 1
' +C055( —Dy2, ss+ Dzz s D22+N20)

‘ otw 1
(2'12) - ><(‘.D.33 D?l) ;_1, 392 oy T SCOSﬂ (DIZ—D33)+-D33 5 -DJ_Z
TP w 1 : 1
x_as'aaz + 5 cos DIZ st (2D12 s+D22 5 2D33 s)
2 w1 dtw
(Dlz +Dzz Daa) Nzo 20?7 __&3 cos? ﬂp.mﬂ@z =_0,
gw '3445 L A 2NN B
2 smﬁ+E22S(:osﬁ e 7o (E33+2E12) s Zaaz +-Ss cbs“ﬁx
P 34@+ '1 (, - 2E IE') ‘33@'4}
o A ————————e - - - —
¥ " 904 scosf Faat __Eﬂ’_“ s T TP s 00

' A O NP
+2003ﬂ(3E22 3+E2.2)+ Sﬂ [ By o 3 (E33,s+2E21,s+E11,8) +

1 . ) 5 s
+F(E33 +2E;, +2E11)] 8@2 +‘303ﬁ(5'E22 st 282, s+E21 g

1 _\&*d ‘ 1 1 \oo

__"E Ny az +COS}6 E1z s Eu st En E“O

gdzie przecinkiem oznaczono rézniczkowanie wzgfgd'em-. Zmiennej 8.
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3..SILY BLONOWEGO STANU. NAPREZEN 1 CHARAKTERYSTYKA MATERIALU

Przyjmujemy charakterystyke materialu typu sprf;zysto plastycznego z umocnie-
niem liniowym (rys. 1b), dla ktérej

(3.1) 5= dia  g>g,.

Dla takiej charakterystyki w zakresie plastycznym modut styczny £y jest staly,
natomiast modut sieczny F,.=0,/s; jest zmienny i okreslony wediug wzoru (3.1).

Sily wewnetrzne i napreZenia odpowiadajace przythemu rodzajowi obquema
(rys. 1a) w stanie blonowym okreslaja wzory :

3

G2 .
T10=T20=O.

Przyjecie stanu naprezen (3.2), wynikajace z zaloZenia o bezmonientowodci przy
obliczaniu obcigZen krytycznych w powtoce w' ujgciu geometrycznie liniowym, jest
konieczne, gdyZz w przypadku braku tego zaloZenia nalezy stosowaé inne kryteria
utraty statecznosck Nie eliminuje to jednak mozliwogci wykorzystania wynikéw
ninigjszej pracy dla szeregu innych praktycznych przypadkéw, gdzie od poczatku
procesu obciazenia wysteptje w powloce stan zgieciowy,

Jak juz podano, zalozony rodzaj obcigZenia oraz idealny ksztalt geometryczny
(brak poczatkowych niedokfadnosci) okreslajg bezmomentowy przedkrytyczny stan
napreZefi w powloce. Rodzaj podparcia powinien by¢ taki, e w wyniku narastania

" obcigZenia zewngtrznego niemozliwe jest powsianie sil poprzecznych i momentéw

zginajacych na brzegach powloki przed wyboczeniem. Przykdad takiego podparcia
pokazano na rys. la. Dla innego rodzaju zamocowania, ktére wprowadza stan
zgigciowy w okolicy brzegéw, przyjeta dalej metoda rozwigzania oraz uzyskane
wyniki beda w przyblizeniu poprawne dla powlok o §redniej lub du’ej dtugosci
ze wzgledu na lokalny charakter zaburzen brzegowych.

Za}dadamy, Zo wystepuje staly stosunck obciazen poprzecznych ‘do podtuinych,

. (‘?1 G5y
(3.3) oy ==

dzigki temu zachodzi proporcjonalny wzrost skladowych tensora naprezenia w trak-
cie procesu obcigzania powloki i otrzymamy nasteptijace papreZenia wzd}uzne
obwodowe i intensywno$é naprezen:

a5 gy as

(3.4) % T e p e hig g T hp )




408 ' JERZY ZIELNICA

Naprezenia bezwymiarowe, wchodzgce w sklad wspélezynnikéw macierzy sztyw-
noséci [10], wynoszg

s ] Cs _ Gy 2.

5 = Ty 7] o
oy Ve, g Ve,
We wrzorach powyZszych

A 2tg
. ks':l —(—;}_) N 6N=1 .....70)___;,
(3.5) ‘ : R
Qu =k, (e, —2)+4 (Q >0).

Warto tutaj zauwazyé, e przyjmujac ch—SZtg ﬁ otrzymmemy k =1, Q =3 1 WZory
(3.4) przyjmuja posta¢ odpowiadajgcq dzialaniu na powloke wszechstronnego réw-
nomiernego ci$nienia hydrostatycznego, Jezeli ay—oo, to {y—1 [ otrzymujemy
przypadek, gdy na powloke dziala wylgeznie poprzeczne cidnienie rdwnomierne g.
Funkcja £, jest zawsze wieksza od zera, niezaleznie od wartodci funkgji &, Modutl
sieczny 1 styczny dla przyjete] w zakresie sprezystym i plastyczaym charakterystyki’
materiafu (rys. 1) sg okre§lone nastgpujaco:

E o . (K,
T ezeli logl<€o€0,; B

) o }(1 . ] | ! rltl . .. K _ ‘EU’

{3.6) L= crsl/Q

| B, jezeli - 0<a;<loyl,

gdzie o, jest naprezeniem odpowiadajgcym wytrzymalodei dorainej, a k=
=2(§k -—l)o*l,l htg f. Warunki (3.6) uwzgl@dm'aﬁiy w trakcie obliczen nume-

tycznych za pomoca instrukeji logicznych.

4. OBCIAZENIE KRYTYCZNE
Celem obliczenia obcigZenia krytycznego powloki przvstqmmy wpierw do roz-
wigzania ukiadu réwnand réiniczkowych (2.12). Funkeje ugiecia w i fun]ccgq sit @

pr zyjmmemy w postaci podwdjnych szeregdw nieskonczonych

4

] 8

w{s, @)= Z
(41) ne=1"m

W, (5) COS 1@,

i
-

45(5' O}ﬁ \_‘ Z @, () cosn@

nes 1 m=1

przy czym w pierwszym przyblizeniu weZmiemy po jednym wyrazie tych funkeji.
Po podstawieniu funkcji (4.1) do réwnait (2.12) sprowadzimy uklad réwnan réZnicz-
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kowych. czastkowych do ukladu réwnan rézniczkowych zwyézajnych. Uklad ten
przyjmie postaé
/

d* P d*w a3 w a*w

sin s ta ot o —a (@ -0 wy) ey +
‘ B . dw
(42) o @y 0"_7)(_&' Tt w (B —n? oy 0)=0,
da*w d* b 4@ cf4® :

sin 5“57 + fs W; +(f,—n? B,) pry + 8 el

do
s )b B fa )0,

Zmienne wspolezynniki o, i f; mozZna okreslié z réwnan (2.12); 2n jest parametrem
odpowiadajacym liczbie péifal po wyboczeniu powloki w kierunku obwodowym, -
Uklad réwnan (4.2) scatkujemy w sposdb przyblizony metody ortogonalizacyjna.
Funkcje w (s) i @ (s} obieramy w postaci

' m : mn
(4.3) - . wis)=w, sin e (§—51), @D(s)=7b, sin e {s—s5.),
gdzie m jest liczba péifal wzdiuz tworzacej.

Funkcje (4.3) spefniajq kinematyczne warunki brzegowe swobodnego podparcia
powlcki, tj. w (s, =0, w (s, 0)=0, a warunki statyezie spelnione 84 czesciowo,
c¢o dla powtok dlugich nic ma istotnego znaczenia z technicznego punktu widzenia.
W mysl metody ortogonalizacyjunej Galerkina-Bubnowa zadamy, aby |

52

2 £3 B
(4.4) | Fi(s) wis)=0, f F, (5) @ (5)==0,
S1 S

gdzie £, (s) i F, (s) oznaczaja lewe strony réwnan {4-.2).

~ Podstawiajgc funkcje (4.3) do réwnasi (4.2) oraz przeprowadzajac ortogonali-
zacje zgodnie z (4.4), uzyskamy uktad dwéch rdwnat algebraicznych wzgledem
niewiadomych wy 1 &, _ -

Wo Ay -+ @y Ay,=0,

4.5 -
Wo Aay +@g A2,=0.

Ukfad réwnan (4.5) bedzie jednoznacznie spelniony, gdy zniknie jego wyznacznik, tj.

‘ Aiy, Apy
@6 ‘ Amﬁ_[ . Azz]—o,
co jednoczednic stanowi kryterium statecznosci. .

Zwrécié nalezy uwage, ze zmienne wspdlezynniki réwnan (4.2) zawieraja wspol
czynuiki macierzy sztywnosci Dy, i E;; oraz ich pierwsze i drugie pochodne wzgledem
argumentu s. Catkujge przez czgéci pozbywamy sic tych pochodnych. Pozostalych
funkcji scatkowaé analitycznie nie mozna ze wzgledu na ich zlozong postad. Po--
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zostaje jedynie catkowanie nomeryezne. Ostatecznie uzyskujemy nastgpu_;qce row-
nanie statecznosci dla przyjetego typu obcigZenia zlozonego:

mr \?
4.7 Im? »? (?) sin®* §— H, G,=0,

w ktoérynt obeigzenie krytycme thwi w sposob uwiklany. Funkqe H, i G, 53 okres=
fone nastepujaco:

. 6of

A+

1
) 4
ER3 tg/)’)+n cos® f As

-~

HD‘ .A0+A] Ccos ﬁ-{- 1
COSﬁ
(1‘8>

o 1 1 o
G,=B,+8 s f+n? ———R, 1+t —-F§
« = Bot By cos ftn cos f§ Bz_ " cos® §°°

~ Ao, By oznaczajy stale okredlone nastepujacymi wzorami:

ol [ i 1 1. . .

0=3 _}}th—ﬁ cos f§ 15 —m; [sf Ev— e (53 %sf)J} +dy, £ m? cos §, 7

“.9) - ~
Bo=—b], [ m} cos B,

a A; i B, sg catkami

= f_""—- m? (—Saﬁ i -m% sin? p+4-4,; m; sin 2@9—-‘; d,. cos? gv) ds,

Ry

N

51

Y _' 1
PE f [F ~m (*261{12 Hy smzlqu-F'T—(/gz sin 2¢ ]+

81

1 1 L
+ 2elyq (mf cos® p—m, " sin 2¢ + o sin? qo)] ds,
TS

” =11
3= = f N S—3cf22 sin®p ;-:]s,
(4.10)
- 82 j\r , . . 1 . R
= f Emi (Sb;g m?sin? p—b, my sin 29 +Tbn cos? g ds,

. B[N 1 , 1 .
Ry= f [—H M (23)12 my smz'(p—Tbu sin 2¢ |+

1 1 1 )
+byy— (m1 cos” ¢ — sin 2¢ +? sin? q’;] ds,

. BN S mn
f M s

Fy

Py= shisin® pds,  my= e, p=my{s—8y).

{
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Wspdlczynniki wysigpujgce w rownaniach (4.10) sa zwigzane z elementarai macierzy
sztywnosct (2.8) nastepujaco:

daﬂ=Daﬁa byy=D;,, 5225911 s b12=—-D13=
. D, (5,) _ D5 (sy)

@10 G N WG
S N() Niso)
by, iif— }V}ﬁ( ) Dy, () — M( ) D2 (5.

Elementy macierzy szfywnose (2.8) oraz funkcje N i M zalezy od przyjetej teorii
plastycznosci i dia zatoZonego iypu obciazenia powloki i charakterystyki materiatu
(rys. 1) sy ckredlone nastgpujaco:

3} teoria deformacyjna Nadai’a-Harcky’ego

D‘1:¢‘U{;T®+Jz' : |
(1 =) Gey~4y 1 oy
D= —p. “‘293 ZE;\(EC*—E},
{(I-k)*  Fy
227 Pe 0, £’
2 E
(4_-12) ds3 , F b33=3E“y1,
35;—15
1 T : B
W= | @20 By = o (k) (k=) 9] El
M= i“{m [y~ 4 (1 )]+ i}+i5!m f ";:?E" 9
1 2 v 2 Yy
*?ER(E‘“‘EH.(E’E)’ |
gdzie - :
pe=1—

E 3
b) teoria plastycznego plynigcia Prandtla—Reussa

Dy =202+ % oy (ks—4),
D=2y~ (1-k) (=4,
(4.13)  Dyp=2 [t an (1-k)%],
N=2(1—v) 2+3 a),,; [(5—4v) (k2 +4)—4 (d—5v) k],
M=4027 (1 —V‘Z)Z—E—QS w [A{ =)+ (L —&) U — D+ (ks — 4571,

Rozprawy InZynierskie -— 6
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gdzie
E
Wy = “Ek- —1,
1
d33= 1+v, b33ﬂ2 (I+V).

Warto tutaj nadmienié, ze w przypadku odksztalced sprezystych E.—=E,=E;
stad dla teorii deformacyjnej p.=0 i elementy macierzy sztywnosci przyjmujg stale
wartofci: Dy, =D,,=1, D{,=0,25 (1+2v). Podobnie dla teorii plastycznego ply-
nigeia w,=0, D, =D,,=202, D, ,=28,.

Funkeji (4.11) nie ma potrzeby rozwijaé, gdyz przy obliczeniach numerycznych |
mozna w algorytmie przewidzie¢ odpowiednia procedurg dla przechowywania w pa-
migei tych wielkodci obliczanych przy numerycznym catkowaniu odpowiednich
funkcji. ObcigZenie krytyczne (ay, i Ny, ktére w réwnaniu statecznosci thwi w spo-
s0b uwikiany, stanowi najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania (4.7), gdzie nalezy
dokona¢ minimalizacji wzgledern parametréw m: i n. Dla ]ego Wyznaczenia mozna
zastosowac ktérakolwick z metod iteracyjnych.

5. OBLICZENIA NUMERYCZNE I WNIOSKF

Celem analizy numerycznej jest obliczenie obciaZe krytycznych powloki przy
dowolnej kombinacji obcigZenia poprzecznego do podhuznego, jak i zbadanie wplywu
podstawowych parametréw fizycznych i geometrycznych na wiclkosé obcigzent kry-
tycznych i postac utraty statecznoéci. Mimo Ze wyraZenia 4, i B, (4.10) sprowadzono
do prostszej postaci przez catkowanie przez czeéei, analityczne wyznaczenie obcig-
Zenia krytycznego jest niemozliwe ze wzgledu na zlozona postaé funkcji podcatko-
wych i wystgpowanie obcigZenia krytycznego w réwnaniu statecznoici w sposab
uwikfany. Tok obliczen przedstawia si¢ nastepujaco. Lewa strone réwnania statecz-
nofci traktujemy jako funkcje jednej zmiennej o i parametréw min, tj. C— H, G,=F,
Przyjmujemy konkretne wymiary powloki i stale materiatowe (E, E,, v, Gpr) 1 W spo-
s0b iteracyjny metodq interpclacji liniowej z potrzebna dokiadnoscia poszukujemy
miejsc zerowych funkgji F,, co odpowiada pierwiastkom réwnania (4.7). Interesuje
nas oczywiscie najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania dla m i » wzigtych z prze-
dziatu liczb naturalnych. Przy obliczaniu calek .4, B, najwygodniej poshuzyé sie
mo?na wzorem Simpsona z krokiem wybieranym iteracyjnie dla wymaganej doklad-
nodct, Po utozeniu algorytmu obliczenia przeprowadzono na komputerze ODRA 1305
dla powloki w kszialcie stozka $cigtego, swobodnie podpartej na brzegach, obcié;
Zonej jak na rys. 7.

Jako wielkodci podstawowe przyjeto: odlegloéé od wierzchotka do gérnej pod-
stawy s;=84 cm, dlugoié powloki wzdluz tworzacej J=s,—5,=43 cm, grubosé
powloki #==0,8 cm, kqt pochylenia tworzacej przy podstawie dolnej f=50°, stosunek
obcigzenia poprzecznego do podluznego ay=8,0, modut sprezystosci podiuzne;
E=2,1-10°kGfem?, modul wzmocnicnia liniowego E;=F=1,0 10°kG/jcm?,
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wspolezynnik Scisliwosci v=0,3, granica plastycznosci T =10000 kGjem?. Jeseli
ktérykolwiek z wymienicnych parametréw dia celdw analizy ulega zmianie, to
zostanie zaznaczone to na odpowiednim wykresie. ‘

- Pierwszym krokiem analizy numerycznej byfo zbadanie wplywu zmiany gruboéci
powiloki (przy innych parametrach stalych) na przebieg obciazen krytycznych. Na
wykresie (rys. 2) pokazano jak zmienia si¢ wartoéé pierwiastkéw réwnania statecz-
nosci (4.7) ze zmiang ilosci fal po obwodzie powloki dla réznyeh grubodei A. Z'wy-
kresu widac, ze najmniejsza wartosé o* uzyskuje sie przy pewnej wartosci n, zaleznej
od pozostalych parametréw i wielkosé ta jest wiagnie poszukiwanym poprzecznym
obcigzeniem krytycznym oy, ktéremn oczywidcie cdpowiada krytyczna sifa po-
dluzna N,y Sporzadzono réwniez wykres (rys. 3) pokazujacy, Ze obcigzenie krytycz-
ne minimalizuje si¢ réwniez wedlug parametru m (iloé¢ poifal wzdhiz tworzacej
powloki). W tym przypadku najmniejsze obcigzenie krytyczne uﬁyskano przy m=1;
w innych przypadkach gdy nastgpuje przewaga obcigZenia podhuznege w stosunka
do poprzecznego (mala wartosé wspoiczynnika ay), Dowloka traci statecznosé
przy nm>1. : S

W jaki sposéb zmienia sie obcigzenie krytyczne ze rmizng grubodci, pokazano
na rys. 4. Stwierdzi¢ mozna tutaj, ze w miarg wezrostu grubosci powloki obcigzenie
krytyczne réwnieZ wzrasta i to w sposéb zblizony do liniowego. Posta? wyboczenia
powloki odpowiadala powstawaniv n=6 (z przejéciem na #=5 dla wigkszych gru-
bosci} fal po obwodzie (przy m=1) dla tej grupy danych. Obliczenia przeprowadzono
rowniez dia teorii plastycznego plynigcia (TPP); obcigZenia krytyczne byly nieco
wyzsze niz dla teorii deformacyjne;. )

Istotnym elementem analizy numerycznej bylo zbadanie wplywu zmiany wspol-
czynnika o, na wielkosé obcigzen krytycznych, Wynik analizy przedstawia rys. 5.
Stwierdzono, 7e: 1) zmiana oy nie wplywa na postaé utraty statecznosci, 2) w miare
wzrostu ay krytyczne obcigzenie boczne oy, najpierw nieliniowo wzrasta, osigga
maksimum przy pewnej (ey=2,3835) wartosci tego wspdlezynnika, po czym nieznacz-
nie maleje, 3) krytyczna sila wzdtuzna N, ,, nieliniowo maleje ze wzrostem oy ; 4) teoiia
plastycznego plynigcia daje nieco wyzsze wartodei obcigzeri krytycznych ni% teoria
deformacyjna, przy czym rozbieznoéci rosng przy malych wartosciach wspétczyn-
nika oy, ' 7 .

W tym etapie analizy przeprowadzono réwniez obliczenia przy zalofeniu nie-
Scifliwosci materiatu (v=0,5), jak i przy v=0. Przy podstawieniu v=0,5 obcigZenia
krytyczne dla obydwu teorii byly o kilka procent wyzsze niz przy v=0,3.

Opierajgce sig na uzyskanych poprzednio wynikach, sporzadzonto wykres {rys. 6)
we wspotrzednych o, N, okreflajacy obszar statecznosci powloki. Punkty zawarte
wewnglrz obszaru ograniczonego osiami ukfadu i krzywa odpowiadaja statecznemu
poloZeniu powloki, a przy kombinacji o i N, odpowiadajgeej polozeniu na krzywej
lub na zewngtrz obszaru, powloka znajdzie si¢ w stanie utraty statecznosci. Pewna
ilustracja procesu, w jakim stanie zachodzi utrata statecznodci, moze byS wykres 7
pokazujacy rozklad intensywnosci naprezed w powloce o; wzdluz tworzace] w mo-
mencie uiraty statecznosci — dla réznych stosunkéw obeigZenia poprzecznego do
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podtuinego. Jak wida¢, oy ma wyrazny wplyw na rozklad stref sprezystych i plas-
tycznych w powloce w chwili wyboczenia. Przy malych wartosciach ay najpierw
zaczynaja uplastycznia¢ sie obszary w poblizu gérnej podstawy; przy wzroscie
obcigZenia rozwdj stref plastycznych odbywa si¢ w kierunku wickszej podstawy.
Przy wartosciach xy w granicach okofo 0,6 do 0,75 uplastycznianie rozpoczyna sig
prawie jednoczesnie od gornej i dolnej podstawy, rozprzestrzeniajac sie w kicrunku
§rodka tworzgcej; przy wigkszych wartofciach wspotczynnika o, proces uplastycz-
niania powtoki przed wyboczeniem odwraca sig, tzn. rozpoczyna sig od dolnej
podstawy, propagujac sig ku gorze. Jak wida¢ z wykresu wyboczenie powtoki dla
tej grupy danych zachodzito w stanie sprezysto-plastycznym, co w pewnym sensie
thumaczy fakt niewielkiej rozbieinogci wynikéw uzyskanych na podstawie obydwu
podstawowych teorii plastycznosci. NaleZy sig spodziewaé, Ze przy o, mniejszym
od 0,1 cala powloka przed wyboczeniem przeszlaby w stan plastyczaoy.

Kolejnym etapem obliczert numerycznych byto zbadanie wplywu kata pochylenia
tworzacej powloki f na wielkosci obcigzeni krytycznych. Analize przeprowadzono
tutaj w dwoch wariantach. W pierwszym zmieniono kgt £ przy zachowaniu statego
§redniego promienia powloki (rys. 8); w drugim wszystkie parametry zachowano
stale opréez kata f. Jezeli powloka zmienia ksztatt zachowujac staly $redni promien
roe=0,5 (5 +5,) cos B, to ze wzrostem f obciaZenie krytyczne roémie nieliniowo
przy rosngcej liczbie fal n. Warto tutaj zwréei¢ uwage na Ffakt, ze przy katach f
wigkszych w przyblizeniu od 75°, gdy powloka swym ksztattem zbliza sie do walca,
obcigZenie krytyczne niewiele sig zmienia. Fakt ten moze m.in. postuzy¢ do przy-
blizonego wyznaczania obcigzenia krytycznego dla powloki walcowej na podstawie
wynikdw niniejszej pracy. Bezposrednio analizowaé powloki walcowej nie moZna
ze wigledu na osobliwosci w rozwigzaniu, Jezeli zmieniano kat f przy wszystkich
pozostaltych parametrach stalych, to obciazenia krytyczne réwniez nieliniowo wera-
staly (rys. 9), przy czym wzrost ten jest bardzo gwaltowny, gdy kat ﬁ‘ Zbliza sie
do =/2. Obliczenia przeprowadzono dla trzech réznych wartosci granicy plastycz-
nosci o, zarowno dla teorii deformacyjnej, jak i dla teorii plastycznego plynigcia.
Wyzsza granica plastycznosci wywoluje wyZsze obcigZenia krytyczne. Rozb1eznosc1
pomiedzy TPP i TD s3 wigksze dla malych katow g

Na kolejnym wykresie (rys. 10) pokazano wplyw zmiany modulu wzmocnienia
liniowego E,=F, na obcigzenic krytyczne. Z wykresu widaé, 7e wplyw ten jest
nieliniowy; przy wzroscie E; obcigzenie krytyczne ro$nie natomiast postad utraty
statecznosei nie ulega zmianie (n=8).

Oprécz omowionych przypadkéw zbadano réwniez jak ksztattuja sig obciazenia
krytyczne ze zmiana dlugosci tworzacej powloki; tutaj przy wzrodcie f=s5,—35,
obcigzenie krytyczne spada. Przeprowadzono obliczenia dla innych ukladéw danych,
jednak jakofciowy charakter analizy nie odbiegal od omdwionych przypadkéw.
Stwierdzono réwnieZ, Ze rozbieznosci wynikéw uzyskanych na podstawie zwigzkow
fizycznych teorii plastycznego plynigcia i tecrii deformacyjnej sa wicksze, gdy wy-
boczenie nastgpuje w stanie czysto plastycznym powloki, i sg wigksze, gdy proces
uplastycznienia jest bardziej rozwinigty, Odwrotnie rzecz si¢ ma z uwzglednieniem
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$cifliwosci materiatu, Tutaj rozbieznosci wynikéw dla materiatu Scifliwego i nie-
Scisliwego maleja w miare rozwoju procesu uplastycznienia. Obliczenia wyk.azaly,

powloki.

.

Ze zmiana parametrow geometrycznych wplywa wyraznie na posta¢ wyboczenia
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Jak juz wspomniano, przy badaniu wplywu zmiany wspéiczynnika o cbeiazenie
ok, Osiagato pewng warto$¢ maksymaling dla okreslonej wartogei tego wspdlczynnika.
Stwierdzono, Ze wartofé ta wraz z pozostalymi danymi odpowiada powstaniu
naprezZen b}onowych w stanie przedkrytycmym a,=0,58,. Jak wmdomo taki stan
w powloce wywoluje wszechstronne réwnomierne ci¢nienie hydrostatyczne. Stad
wniosek, ze najkorzystniefszy z punktu widzenia statecznofci powloki stozkowe]
Jjest taki stosunek obciaZenia poprzecznege do podfuznego, kicry wywotuje w po-
wioce stan naprezen, gdzie napreZenie obwodowe jest w przyblizeniu dwa Tazy
wigksze od wzdtuznego: Fakt ten mozna wykorzystaé przy projektowaniu pow{ok

Dila sprawdzenia poprawnodci przyjetej metody dokonano pordéwnania- liczbo-
wego obciazed kryiycznych uzyskanych wg niniejszej pracy, z dostegpnymi w litera-
turze ([1]) dla walcowych powlok plastycznych, a takze dia stozkowych powlok
sprezystych. Zgodnie z praca [13] obciazenie krytyczne powloki stozkowej obcig-
zonej wszechstronnym ci$nieniem réwnomiernym przy danych: s,==8,7 cm, §,=
=277 cm, h=0,055 cm, f=55°, E=2,075'106°kGjem?, v=0,3, jest réwne
1,645 lkGfem?, natomiast dla tych samych danych wg niniejszej pracy oy, =1,614 kG/
fem?. Uzyskano dobrg zgodnodd (rozbieznodé wynosi okoto 2%). _

W trakcie obliczest numerycznych nasunelo sig kilka istotnych uwag. Stwierdzono
m.in., Ze duzy wplyw.na wyniki ma zachowanic odpowiedniej doldadnosci obliczen
w trakeie procesu jteracyjnego. Oczywifcie nalesy zdaé sobie sprawe z tego, Ze
zadanie wigkszej dokladnosci jest zwiazane nicjednokrotnie ze_znaczaym zwigh-
szeniem czasu obliczed komputerowych. Stad tez ograniczona liczba badanych
wariantow. _ . )

W konkluzji nalezy jeszcze raz stwierdzi¢, ze dzieki przedstawione] metodzie
wyniki pracy preyjely zwarta postad i mogq byC przydatne w praktyce projektowej
zaréwito dla powlok plastycznych jak 1 sprezystych, Celem kolejnej pracy jest we-
ryfikacjs doswiadczalna uzyskanych rezuitatéw.
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PesmomMme

KPUTUYECKOE COCTOSHHUE VIIPYTO-TIJIACTHYECKON OBONOYKA B ®OPME
YCEUBHHOTO KOHYCA

B pafore MPesCcTaBICE MeTO/ ONpeAeeHE: KPATHUECKIK HATPY30K TOHKOH 0600uER b Gopme
VCeMeHHOr0 KOHYCA, HarpyKeHHOM DABROMEDHLIM JABICHACM, JCHCTRYOMIM Ha GOKOBYIO TOBEpX-
HOCTB, ¥ TIPOOJILHEOH cHol, HANpABNEHHOH BAONE ofpasyronlei. Hpemoaaracrcs, 1T MaTepaa
0D0IOUIE # reOMETPHYECKHE PA3MEDHI TAK MOZOOPAKE, YT0 IOTEPA YCTORIHBOCTH MOMKET HACTy-
NMHTE TOCAE TPEBLINICHUA TPEAeNd YUPYIOCTH B HACHOYHOM MOKPHTETCCKOM HalpSXEHHOM CO-
croami. Mcmonbiyercs IMHelHOe FeOMETPHUYECKE YpaBHEHHEe YCTOHURBOCTH ofionowsu ¢ yuerom
CHKAMACMOCTH MaTepRaNa ¥ EPEHITHEM XAPAKTePHUCTHKY YIPOYHeHnH 0= 0 (£;) THECHHOTO THIA.
OrapatoTes Ha QE3HEecKrX COOTHOIMEHHX TAK AchOPMAHOHHON TEOPHER, KaK X TeOPUH IINACTE-
weckoro TeyeHus. Jmn pemennst MCXORHOH cucTeMbl muddepeHUMaNtEEIX YDABHCHAR B YACTHBIX
RPOMIBOAREIX TETECPTONO NOPLAKS IPHMEHEH OPTOrORAIBESAMOHRET METOA. Brenenye Hecmeno-
BAHUR YCHOBHA Ko CEKYIIMit MOAY/b HaeT BO3MOKHOCTL aHANM3a, YHPYIHX YOPYTO-IAACTRICCKIK
A DONHOCTRIO MIACTHYECKHX, 0000vek. URCcmeEHbit aHaNA3 BOTIpOCa Ja)l BO3MOXKHOCTE CPABHEHHAA
ABYX. OCHOBHEIX TEOPHH IUACTHYHOCTH Tak Jn# HECHHMAEMOTO, Kax M CHAMACMOIO MATCPHANICE.
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SUMMARY

CRITECAL STATE OF AN ELASTIC-PLASTIC SHELL IN THE FORM OF
A TRUNCATED CONE

The paper presents a method of determining the critical loads of a thin shell in the form of
a truncated conte, loaded by uniform pressure acting on the lateral surface, and by a longitudinal
force acting along the generator. Material of the shell and its geometric dimensions are assumed
to be selected so that the loss of stability may occur after passing the elastic limit in the membrane,
subcritical state of stress. Linear geometric stability equations of the shell are used, account being
taken of material compressibility the hardening characteristics oy =a; (&) is of linear type. The phys-
ical relations of both the plastic deformation and the plastic flow theories are used. The method
of orthogonalisation is applied to the solution of the fourth order set of partial differential equa-
tions governing the problem, Introduction of the condition of the secant modulus enables the
analysis of elastic, elastic-plastic and plastic shells, The numerical analysis performed makes it
possible to compare the both fundamental plasticity theories for compressible and incompres-
sible materials.

POLITECHNIKA POZNANSKA
INSTYYUT MECHANIKE TECHNICZNEJ
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