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ZGINANIE SFERYCZNEJ POWELOKI PERFOROWANEJ OBCIAZONEJ
OBROTOWO-SYMETRYCZNIE

ROMAN NAG ORSEKI (WARSZAWA)

Przedmiotem pracy jest rozwigzanie zagadnienia zginania cienkiej sferycznej powloki perforo-
wanegj o stalej grubodci, wykonanej z materialu sprezyécie jednorodnego, podlegajacego prawu
Hooke’a. Rozwazono ustroj o gestej siatce Zozonej z dwu rodzin elementow (poiudnikowych i row-
noleznikowych). ‘

W pracach {21 3] wyprowadzono na podstawie teorii C. Wozniaka opartej na modelu ciaglym
ofrodka [1] rownania rézniczkowe typu . Reissnera (podobnie jak dla powlok o strukturze cigghej
[415]).

W pracy tej otrzymano formalnie Scisle rozwigzania tych réwnan za pomoca szeregdw pote-
gowych oraz przyblizone — przy zastosowaniu metody zaburzen brzegowych,

Podano przyklad powloki o jednym brzegu obcigZongj ciezarem wiasnym. Rozwazono dwa
rodzaje podparcia: przegubowe i utwierdzenie. Wyniki otrzymane na podstawie rozwiazania Scis-
lego i przyblizonego poréwnano z wynikami dla powloki o strukturze ciaslej [6].

1. PODSTAWOWE ROWNANIA I ZWIAZKI PROBLEMU ZGINANIA SFERYCZNEJ POWLOKI
PERFOROWANET OBCIAZONEJ OBROTOWO-SYMETRYCZMNIE.

Rozwazmy powlokg perforowana ukszialtowana na sferze zbudowang z prze-
nikajacych sig wzajemnic elementéw, kidrych osie pokrywaja sie z poludnikami
i réwnoleznikami (rys. 1).

Podstawowy uktad réwnan rézniczkowych omawianego problemu ma postaé 2]
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jest operatorem rézniczkowym zwyczajnym drugiego 1z¢du o zmieanych wspélezyn-
nikach oraz

o
P¥=pP°+ R f (g, sin? o +gsin « cos ) du,

@
(1_3) d [( 1 V([) )] P* ( 1"{"’(;) 1+V(II) ) P*
Fr=—=—*—= - + + ; ctg o -
. dp W\Ey,  Eqy,/lsin® ¢ Emy Eyy | sin?g E?

R d ( d ) X (i ) g ct
—R— =5 —(+va) gciz 9,

gdzie przez € i v oznaczono odpowiednio kgt obrotu wezta (punkt przecigcia osi
elementow powloki) wzgledem osi stycznej do réwnoleinika oraz przemieszezenie
pohudnikowe; P°, g,, g, m sa odpowiednio skladowymi obcigZenia gérnego brzegu
powloki, odniesionego do jednostki dtugoéci, obciazenia poludnikowego, normalnego
oraz obcigzenia momentowego, réwnoleznikowego odniesionych do jednostki pola
$rodkowej powierzchni powloki.

WielkoSci E,,, Via) R'("), §’(I), Dy (4=1, IT) okreslone sq za pomocy WZOrow

(rys. 1)
~ . 3
P ) _ . é E(H)
E(A)=E I(A) s V(A)—‘I‘(_A)‘ ¥, ) R(n)‘* b(ZII) ’
(1.4) SR
£y 9° _ Oy Egy by

Day= Sy~

12 (}. _‘V(], V({l)) : 125([) ’
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gdzie ¢ oznacza stafg grubodé powloki, £ modut Younga oraz v wspdSlczynnik Pois-
sona.

Poza tym wykorzystamy wzory [2]

P* d0 P*
M=-Qelge=ga, M=~ t5u, R
.~ Dy a6 Dy i
(1.5) M1=——R—(9 ctg qa—l—v(,)d—qa N MZ:T vy B etg o+ dg :
hY
M=-$we.

Miedzy wielkosciami Ny, N,, Q, M,, M,, M i rzeczywistymi skladowymi sit
i momentéw w §rodkowych przekrojach elementéw powloki zachodzg nastepujace
zwiazki (rys. 2):
P(1)=N1 i(l): ﬂ(])=M1 i(l}s _ M(I,EME(!)a

1.6) _ .
P{n)=N2 I(ll)s ﬂ(n)=Mz i(ll)s Pm)=QIm)-

Fiy By Fiay

Przemieszczenie normalne w wezkéw wyznaczamy ze wzoru

;. mocigo— KX _r)
) TR\ B,y Eqyy

Przedstawione powyZej réwnania (1.1) i wzory (1.5), (1.7) moga byé przy odpo-
wiedniej interpretacji wielkogci (1.4) réwnaniami i wzorami teorii ciaglych powlok
ortotropowych. -

Wszysikie wprowadzone tu wiclko$ci sq zgodnie z zaloZeniami teorii [1i2]
dostatecznic regularnymi funkcjami wspolrzednej o, .

Szezegblowe wyjadnienia dotyczace przyjetych zalozen oraz przedstawionych tu
réwnan i wzoréw, wprowadzonych wielkosci i symboli mozna znaleZ¢ w monografii
[1] oraz pracach {21 3].

3
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2. ROZWIAZANIE ZA POMOCA SZEREGOW. POTEGOWYCH

Rozwazmy przypadek powloki, dla ktorej

l;])= i(")=1(cn Siﬂ @, I&)-—-:Coﬂst, l{n)“—: I(I)-'::const,

Qn

am=Ha lny=daqsin ¢, =t Ip=0const,  dan,="Han I my=const,

gdzie i, (4=1, II) sa statymi wspotezynnikami (e <1)-
Wtedy na podstawie (1.4), (2.1} mamy

53 E.Ll n
E(A)=Eﬂ\m~_:1) y Yy =Vikays R(ll) 1— ‘
©.2) (1) ( H(n))
. 0% Eqn-a) < SEpiy B '
D= e s Suy= =, (4=L1D).
i (1 —7 }l(])) [,l(") 12 (1 —“‘ut[))
Wielkodei (2.2) sa wielkoSciami statymi.
Stosujac podstawienia
' 1 B RZ
(2.3) x=sing, O0{p=0@), Q@=—¢ (x) @™
to (11)

oraz uwzgledniajac (1.2) i (2.2) sprowadzamy ukdad réwnad (1.1);,, do postact

2 2 d2 Q 2 dQ 2y £} 20 2 ik
x‘(l"_kx) de +x(}”_2x) dx —(ﬂl+ﬁ2x)Q_0L3x 9=U.0x F ]
(2.4)
5 d2 e , do , -
x2(1 —xz)ii;{?—!- x(d —2x2)f&x— — (o g x2) B+ x? Q= —wom,
gdzie
d bEd P*
.':-"{1 +V(“)) "6‘1; (m)"i‘ {1 + oy +2Vﬂ(n}) ]1 9 ‘tg ¢ —
dy
_Rd—qa-f R +vpa)actg e,
(2.5)
- ~ Fan T O —pan)”
oy = 1:']:;;, B =y 52 v”’(l)_l ?
~ He Wan L=V B Baw
“3=§E(n¢o: oy = W 0 ]/ : +v Van — %1 -

& ey a- ﬂ(!))
Calek ogélnych réwnan j:dnorodnych (2.4) poszukujemy w postaci

-

(2-6) Q=x* S b, x>, O=x* Z X2
n=0

n=0
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Podstawiajac (2.6} do (2.4) i przyréwnujac wspolezynniki przy odpowiednich
potegach x do zera otrzymujemy ciag zwiazkoéw rekurencyjnych:
(A2~ p) by=0, (A% o) ap=0,
[4n2+4in+2% — B,1by—ay @y —[2 (1— 1) 2n—1)+ , .
2.7 +44 (n—1)+ A2+ A+ 8,1 b,_ =0,
[4n +-4n+ A2 —w, ] @, +b,_, —
' —RE-1)@n—D+4A(n—1)+ 12+ A +a,] a,_,=0.

Jezeli A2—f,=01 ]/Eé N, to by 1 ay sa dowolne, a wiec otrzymujemy cztery
catki réwnai jednorodnych (2.4)

LoD _ © (i)
O (=x* dlay ™, 8 ()=x Mb, x>  (i=1,2),
=0 =0

(2.8) ~
- ©(7) 3 ® @
8 (x)=xb Z a, x*", Q; (x)=x* Z by x** (i=3, 4),
H=0 n=0
Przy czym
1y (3 (2) (4} (1} (3} 2y (4
(2 9) d0=a’0=0, a0=ao=l, bou—"—bg:l, b0=b0=0,

] /11=]/°’~1: Az=—]/0°1-
@ @)
Wspdlezynniki a,, b, (n=1,2,3, ..., i=1,2,3,4) wystepujace w szeregach (2.8)
znajdujemy ze wzoréw (2.7) uwzgledniajac przy tym (2.9).
W przypadku gdy pay=pm, (0, =p=1), mamy' A,=—1. Na podstawie (2.7)
(n=1) otrzymujemy a,=b,=0. Wtedy calek ukladu réwnafi (2.4) poszukujemy

W postaci o | =
9(x)=x(2 2, x”') In x+; Zc,,x?",

(10 o =0
Q(x)=x(2 b, xz") Inx+— Z d, x"

n=0 7=0

- Podstawiajac (2..10) do réwnan (2.4) i przyréwnujac wspdlczynniki przy odpowied-
nich potggach x do zera znajdujemy wzory rekurencyjne na wspdlezynniki a,, b, Cy
id,

Wspdlczynniki ¢,, dy, ¢, i d, moga byé¢ dowolne. Zatem mozna otrzymaé uklad
czterech niezaleznych calek réwnan (2.4).
Poszukujemy calek szczegdlnych ukladu rownan (2.4) w przypadku, gdy

o

(2.11) [ 1) F*:Z }ln_'_lxz"""a, ey m=Z 5nx2n+1
n=40

n=0a
W postaci

il (3} ) 1 i O}
() E' 2n+1 - — § 1 2n+1
(2'12) Qs'— dnx +d-—1 x » Es_n=0— Cn X n -_

=9
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. @ ) @ :
Na wspélezynniki d_,, ¢, dp (8=0, 1,2, ...} otrzymujemy wzory rekurencyjne:
(0 {s) (s) ) (%)
(A-pgld_s=p, (151 do=p>d 1 +72, (1—0;) co=—d_1,
(s} (=) )
213)  [@a+ 1) =B, d,—[2n 2n—1)+ Bl dho 1 — %3 Com 1 =Tut2s
= @
[(2n+ 1)2 _0"1] Cp [2?‘1 (2’1_' 1)+ 0('2] Cp1 +d;i—v i +5ﬂ=0 (n= 1! 2:- 3! -“) .
Jezeli oo F*, agm mozna przedstawié w postaci
(2.14) o F-*r--(z Vus 1 xz".‘a) cos @, %o m=(2 R xz"“) cos @,
n=0 - n=90
to stosujac w réwnaniach (1.1); , podstawienia
1 R
(2.15) x=sin ¢, Q(p)=F(x}y—cosgp, 0 (p)=F(x)}cos @, %=
Go D(n)

sprowadzamy je do postaci analogicznej do (2.4).

Nastepnic powtarzajac postgpowanic jak dla calek (2.12), mozemy znalezé roz-
wiazanie szczegdlne ukladu rownan (1.1), 2.

Rozwijajac cos ¢ W szereg potggowy wzgledem x i tworzac odpowiednie iloczyny
Cauchy’ego przedstawiamy szereg (2.14) w postaci (2.11), a wigc réwniez i w 1ym
przypadku rozwigzanie szczegélne okrelamy za pomocg (2.12).

Wykorzystujac kryterium d’Alemberta moZzna wykazaé, ze szeregi wystepujace
w funkcjach (2.6), {2.10) i (2.12) sa zbiezne dla x € (—1;1).

Calke réwnania (1.1); piszemy w postaci

R
(2.16) v= [ +vpa)@+(1—ar) 2 +25],
gdzie g i vp spehniaja rownania ‘
dv p*

P .
—, et o=— (1 +o;+ 2"t“>)§£2—¢7+ (1 +vuy) Re,

(2.17) o

2 .
do —wgotg =0 ctg ¢.

Jezeli o, O ma postaé (2.6)y, (2.10);, (2.12);, to %o 9o ma odpowiednio nastg-
pujaca postaé: ’

b 1 4
)b,, ;)«:2"+—2(—)—x111‘L X

n dn? 2 x

. 1] du
. + 2n-1 -
+d; xinx Z; g X
-

) w &
i 1 d., ©® d,
gy=——7 ———+dyxlnx+x 2.——‘3«72"-
2 x
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3. POWLOKA OBCIAZONA CIEZAREM WEASNYM. ROZWIAZANIE $CISEE

Rozwazmy powlokg o jednym brzegu (=0) obcigzong. ciezarem whasnym.
Niech P oznacza intensywnosé ciezaru wlasnego odniesionego do jednostki pola
$rodkowej powierzchni oraz p ggstosé materiatu powloki. Zatem mamy (rys. 1)

ly by —bay by

= = 5 + _— i s m=0’
3.1 £ Iy fay POty + o, Hay tan)

g2=psin g, g=pcosp, P°'=0.
Na podstawie (3.1) i (1.3) znajdziemy
P¥=Rp (1-—-cos ¢),

_ 1—cos g 1 .
(3.2) F*=Rp (1 — 11-1) sin3 P - sin 0 + (2+V(ﬂ)) Sm gg-
Rozwijajac cos ¢ w szereg potegowy wezgledem x
13 1 1 1.1 . 2n-3! o
3.3) €Os p= I W @l X

przedstawiamy F* w postaci

o [ 1 ( t, 1 L @n-3 z,._a)]
( R ) —Rp (2+V(11))x+( '*0(1) E)—C— 9.4 b S (271) !!"‘x .

Na podstawic (2.3), (2.8) i (2.12) otrzymujemy

Q=Rp (xQ,+ C, x» @, +C, xM (3,),
(3.5 Rp
) B = ._D—M (JCHS + C_[ x"l 61 + xllgz),
om
gdzie

2 D

0;== , X2, =3 b, x*™  (i=1,2),
";;ax o, 2 Xx (i )

a=0
(3.6) —(2+u)x, Hn=Han s =K,  Hn=Hans
Qsﬂ O (5} Qs= o0 )
Z de X¥, gy o, 2 Cp %27, Em#ZE o,
=0 n=0

przy czym zgodnie z (2.7), (2.9), (2.13) i (3.4) ma postaé

1y (2} 2y ()
a0=b0=05 d0=b0=1 L]
(1)
3.7 ®© 2(n—=1)2n—-D+44, -+ 13+ 4w, @ © b,
@D a= dn*+4n’

Ay

4n2+41, n
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3.7 2’ 2(m~1) (2n—1)+41; (n— 1)+ AT +A + 5, 5?

d. M e
feda 4?44l n !
(¢}
" 3 Gy g
4n?+4A, 1 (n=1,2,3, ),
(&)
(::) 1 () 0 ©  2n(Qr-1)+e O d,.1
o= T =0 AT e, M @)y
@ 2 Qu—1)+p ) 1o
X n(2r—1)+ .6 &3 Cue ¥,
dﬂ: 2 zdnml - : 2 - + 'H': (J"!-‘—“—I, 23 '"):
Qn+ 1Y —F, @u+1? -5 (Qn-+1y—p4
) 1 @ 1.3 @ 1+3+5

?3=2+V(n)+"§'(1—€(1),- h? 2.4-6 (1—061), Y5~ 2edee8 (1 0".l)

©_ @k-HN 67 _ 24vm
i43 (2k—2) " ( _’xl) ( =\ !"‘)9 I (2+ﬁ2) (2+CX.2)+M3

Symbole' C,, C, oznaczajg stale catkowania.
Wykorzystujac (3.1) i (3.2) znajdujemy catke réwnania (2.17),:
sin 1
A
l4+cosg@ 1+cosg

1
(3.8) v,=Rp l— 5} (14 e+ 2van) (ln
+ (1 +vay) In sin go] sin @ .

Na podstawie (2.16), (2.17),, (3.5),, (3.6) i (2.18) otrzymujenmy

2

D . .
(3.9) o= ?E(_U— {u, sin g+ 4 sin g+ Cs [(1+van) €1 +(l =) ved XM+
+C; [(L vy Qa+(1—ay) va] ¥},
gdzie

(i)

;: 2n -
=2 Ty (=L

1
(1 4+van) [“(Z'i- o2) K _m"' In(l+cos ‘P)]’ Hay=Hy»

i 1
(3.10) o,= —2-(1+a1+2v(“))(1n(1+cos¢)_m)+

@
+(14+vay) Z dy x* (1 —oy) 2 —xn, B Han -
=0
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Po uwzglednieniu (3.5), (3.9), (2.1) i (2.3); we wzorach (1.5) i (1.7) oraz wyko-
rzystaniu (1.6) mamy

P ="‘R lc { 's C et At + .
(xn p (13} [xQ "[" 1 X Q1+CZ X Qz] COS (P '1"‘+—'COS¢}
dQ; do
P(]): —-RPI,II) {[Q,+x e -}—C1 (,{1 x1 )xJ-l—1+
Qz) ] .
+C ( A xh—1 _ ,
2\ Qatx d; c0s ¢ +cos 9 1+cos ?’}

Puy=Rplf [0+ Cy x* 0, +C, x* Q,]sin g,

_ af; dg
M(]):RZPI(ID oy {(1 +v([)) Hs+x —tf;-{- Ci [(1 +A’I V(!)) 91 +x_7d—1‘—]x11—1 +
‘ x
do.
(3.11) TG | +4s v 92+XE x*=lrcosp,

( do, do,
H(HJ:‘RZ Plé) 1(1 +V(“)) x93+x2 T'ix'““"' Cl I:(J"Ll +V{Il)) 01 +x d_;] xl‘d. +

da,
+Cy | (A4 +vy) 65 +x7§; x*t¢ cos p,

M(1)=R2Pl(u) (g + o —vp) [0+ C, x*=1 0, - C, x*+=1 §,] sin p,

R*p { [ dQ,
— — A1—1 —_— —_
w oh,, A+Cyx (1+i) Q@ +x dx +(1 5‘1)7’1]"_
- g,
+C xM i (l+4) Q2+x*(a:-—-!-(I—aui)'u2 cos go+w_.,>,
gdzie
[—2 C+az) k+{1+vay) In (T +cos g)+- 1] cos p—(1 +Van)
Ho=Han»
() (s)
61 we [ d, xz“+22(n+1)dn+lx2”+2+(1—ex1)Z—x2”+

n=9

+
I+cosg l}x
xcos ¢—{1 +Yan) ey # oy -

+ _2" (]. + oy +2V(n)) 11‘1 (1 - cos ¢)+ "2"“ (1 - C{l)

Wystgpujace we wzorach (3.5), (3.8) i (3.11) wielkoéci 4, Cy, C, sg stalymi cat-
kowania, ktére wyznaczamy z warunkéw na brzegu powloki (p=g,).
Majac na uwadze zwigzek A>=a,, mozna latwo wykazaé, Ze w|,—, < c0.

Otrzymane powyzej wzory (3.5), (3.9) i (3.11) sa poprawne dla dowolnych war-
tosci stosunku g/, jednakie dla A<l Pgyi Mu) jak réwniez Ni, N,, M, i M,
daza do nieskosiczonosei dla ¢ dazacego do zera,
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4, ZASTOSOWANIE METODY ZABURZEN BRZEGOWYCH

Rozwazymy mozliwosé wykorzystania koncepcji Geckelera w przyblizonym roz-
wigzaniu problemu zgmama sferyczne_] powloki perforowanej za pomocg metody
zaburzen brzegowych.

Ukdad réwnad jednorodnych (1.1), , przy zalozeniach (2.1) napiszemy w postaci

L¥ (@)~ Q”ij{;)=Oa

“4.1) R%.
L* () —r, 8+ — O=0,
) O-r20% 5 - 0=
gdzie
PE .
L$("')_. d(z) t(i¢) clg ¢ —ay ("') ctgz @,

(4.2)

58, S

T~ Vm L Lty It
]‘é(") > D(") ) -

Zauwazymy, ze w przypadka ortotropii (7 oan) me jest mozliwe pominigcie
w operatorze (4.2), skladnika =, (...) ctg? ¢, poniewaZ przy o«;71 ma on istotne
znaczenie (por. s. 537). Natomiast pominiecie tylko sktadnika d(...)/dp ctg ¢ nie
prowadzi do zasadniczych uproszcezen w rozwigzaniu.

Z wymienionych wyzej wzgledow dalsze rozwazania ograniczymy do powlok
izotropowych (ftq =par, «;=1). W takim przypadku posta¢ réwniez (4.1) nic
ulega zmianie, a operator

4.3) L*(...)=i(—ml+ ()
dp* de
Zauwazmy, Ze powyZszy operator jest identyczny z analogicznymi operatorami
wystepujacymi w rownaniach rézniczkowych dla powlok sferycznych o strukturze
ciaglej [4-6].
Wprowadzamy oznaczenia

ctg p—(..)cte* .

(4.4) E’(])zE’(,!)zE", V(l)=v‘u)={’, D‘l)=D(u):.ﬁ.
Dokonujgc wproszezenia operatora (4.3) zaproponowanego przez GECKELERA [5]

“.5) | PR ),

sprowadzamy rownanie (4.1) do prostej posfaci

a0 .

“:f—;-*-zcl Q—dE0=0,
(4.6) ¢

d* e o R* 0

a7 X, B O=0.

" Otrzymane dalej wyniki wykazaly, ze uproszczenie (4.5) nie powoduje istotnych
biedow dila powlok perforowanych o odpowiednio duZej wyniostosci.
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Rozdzielajac niewiadome w rownaniach (4.6) otrzymujemy

de dro
2 —4g* a7 + gt @=0,
(4.7}
d*Q 42 d*Q o
dp* £ a0 rk* @=0,
gdzie
. 6B 3 R* S
(4.8) 4¢ =“'I'$"(;—+-b,:~, et = B Ll T

Poszukujac rozwigzania réwnania (4.7), w postaci

(4.9) : f=e"°,
znajdujemy
(4.10) ot — 462 o+ duc* =0,
Jezeli
Kt—g*>0,

to pierwiastki rdwnania (4.10) maja postaé
4.11) wy_g=+EF jp=+0o(cos t+jsin 1),

gdzie

=vVerer, p=Vir—e, j=vV-1,

(4.12) e n
o=V rpi=V2k, t=arc sinw;ﬂarc cos—.

Na podstawie (4.8}, (4.2), 5 oraz (2.2) otrzymujemy nastepujace oszacowanie

R
kgt >0 <=>n>04 ]/F,

gdzie n oznacza liczbg rownoleznikow siatki ustroju (a wige gestod$é perforacii).
Na przykiad, jezeli 6==0,06 m, R=24 m, to n>8.

Ze wzgledu na fakt, zc jednym z zalozen rozwazanej teorii powlok siatkowych
Jest dostateczna gestosé siatki perforacii, przyimujemy rozwigzanie ogdlne réwnania
(4.7}, w postaci

(4.13) f=e*" (C, sinnp-+C, cos np)+e~* (Cy sin o+ C, cos ng),

(gdzie C, (i=1, 2, 3, 4) sa stalymi catkowania.
Wprowadziajac nowe zZimienne

(4.14) w=g,—@, i=¢—p,
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(gdzie @, p, sa szerokodciami geograficznymi odpowiednio gérnego i dolnego brzegu
powloki) przeksztalcamy wyrazenie (4.13):

(4.15) f=e=%° (A, sin g+ A, cos gw)+ e~ (A, sin A+ A, cos pi),

gdzie 4; (i=1, 2, 3, 4) sa nowynd statymi catkowania.

Jezeli brzegi powloki sa dostatecznie oddalone od siebie, to moZna przyjaé,
#e zaburzenia na obydwu brzegach sa niezaleine od siebie. Zatem otrzymujemy
odpowiednio dla zaburzenia na gérnym i dolnym brzegn
@.16) O=e~ % (A, sin gl+ A, cos 74},

#=e"*° {4, sin yw+ 4, cos nw).

Nastgpnie wyprowadzimy wzory na wielkosci geometryczne i statyczne przy
zaburzeniu na dolnym brzegu powloki. Odpowiednie wzory przy zaburzeniu na
gérnym brzegu mozna znalesé w analogiczny sposob.

Znajdziemy z kolei (potrzebne w dalszych rozwazaniach) pochodne funkcji
(4.16), wzgledem ¢ do trzeciego rzedu wiacznic. Pochodne te po wykorzystaniu
(4.12) maja nastgpujgcq zwarta postac:

dv g
{4.17) W= ot et [4, sin (go—it)+ A, cos (g —it)  (i=1,2,3).

‘Na podstawie (4.16),, (4.17), (4.6),, (1.5), (1.7), (2.20) i (4.4) otrzymujemy wzory
na wielkosci Q, Ny, N,, M,, M,, M, viw.

5. POWLOKA OBCIAZONA CIEZAREM WLASNYM. ROZWIAZANIE PRZYRLIZONE

Rozwazmy wyniosta powloke o jednym brzegu (g=0) obcigZona cigzarem wias-
nym o intensywnofci p okreélonej za pomoca (3.1),.

Znajdziemy (podobnie jak dla powlok o strukturze ciagle]) rozwigzanie dla
stanu bezromentowego (M, =M,=M=0=0).

Na podstawie (3.2),, (1.5) 5, (2.20), (3.8) i (1.7) mamy

Ny=R (—"— ) Ry
= 1+cosgo—cos¢’ » M= 1+cose’
R p (147) [ 1 ] |
W—T A+In(1+cos q))ﬁm sin @,

(5.1)

2

S {10+ In(14-cos p)-+ 1-+(1+7) ] cos p— (1 + D),

w=

o= 1 (dw+ _Rp
7\ o =-ﬁ(2»}-v)*37£,751n @,

gdzie A jest staly catkowania. _
Rozwigzanic ogélne za pomoca metody zaburzefi brzegowych znajdujemy su-
perponujgc rozwigzanie dla stanu bezmomentowego (5.1) z rozwigzaniem genero-
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wanym przez rownanie rézniczkowe (4.7); (lub (4.7),). Po wykorzystanin (1.4)
i wprowadzeniu nowych stalych catkowania C,, C,, C5 otrzymujemy wzory

Q=Rpe=* {C [k, sin g — o sin (o —27)]+

+C; [k, cos oo —a? cos (nw—21)]},
1

N,=~—Rp <oos¢a—m

+ ge™ {C| [x, sin (o —1)+
—a? sin (g —31)]+ C, [x; cos (gwo—1)—0? cos (;1@—31)]}>,
1
_ —— 4 i ;
-N= Rp<1+005¢+e ctg ¢ {C; [xy sinnw +

—o? sin (goo — 20)] + C, [, cos pww—a? cos (77(9-27:)]}> ,
M=(r,—¥) R* pe % (C sin o+ C, cos oy,
M, =R?pe* {C, [ctg ¢ sin ger + Vo sin (g — 1)} +
+C, [etg ¢ cos o+ Yo cos (o 1)},
M,=R?pe % {C, [Vcig ¢ sin nw+ o sin (go—1)]+
+C, [Fctg ¢ cos g+ o cos (fo—101,

CRp(149) [ ] _
(5.2) TJ—“‘"—EET'—< Cy+lan(i+cos q))“m si

+e~t{C, [k, sin no—o? sin (po—20)]+

H(ﬂ-l—_

+C, [ cos pn—a? cos (r;w——Zr)}}> R
R%p
W= R JA+HIn(1+cos @)+ 1+(1+¥) Cal cos p+

—(1+%)+e~ % {C, [o%, sin (gw—1)—0? sin (yo— 31)+
- 41, ctg @ sin o —o® ctg ¢ sin (yo—21),+

+C, {ox; cos (nw—1)—0° cos (o —37) +

+x, ctg ¢ cos o —o? cig ¢ cos (gw—27)1}),

o= Rip) to O g c 2+ aér }
=5 le [C sin s+ C; cos neo] Wsm(p

Wzory (5.2) wykazuja pelna analogic z odpowiednimi wzorami otrzymanymi za
pomocg metody zaburzen brzegowych dia izotropowych powlok sferycznych 0 struk—
turze ciaglej.

Na podstawie (5.2), (2.1) oraz (1.6) mozna latwo otrzymad wzory na rzeczywiste
skladowe sit wewngtrznych w érbdkowych przekrojach elementow ustroju. Wzoréw
tych nie zamieszczamy, poniewaz rdéznig si¢ one od wzordw (5.2), _s ty]ko czynni-
kiem /4y (4=1 lub 4=1I).

State Cy, C,, Cy wyznaczamy z warunkéw podparcia powloki.
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. 6. PRZYKLADY LICZBOWE

Na podstawie wyprowadzonych w punktach 3 i 5 wzordw na sily i przemieszcze-
nia, wystgpujace w powloce oraz wzoréw na stale calkowania opracowano programy
w jezyku Fortran i przyklady, przyjmujac nastepujace dane liczbowe:

E=3-10'"N/m2,  v=0,16667, ¢=0,08m,
p=50000 N/m?,  Ro=15m, £=0,3,

gdzie R, oznacza potows rozpigtosci powloki, { wynioslos¢, tzn. stosunek wysokosci
powloki do 2R,,.

Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej Odra 1304,

Rozwazono dwa rodzaje podparcia powloki: przegubowe (1) i pelne utwier-
dzenie (2); kazdy dla dwu gestosci potudnikéw i réwnoleznikéw: N,=20, ¥,=95;
N,=40, N,=200 (N, oznacza liczbe réwnoleinikéw, N, liczbg poludnikéw siatki
ustroju) oraz dla wartodci parametréow: pa,=pan=0,2, pq,=gay=0,09.

W celu poréwnania rozwiazania przyblizonego przedstawionego w punkcie 5
pracy z rozwigzaniem formalnie &cistym (za pomocg rzeczywistych szergéw potg-
gowych) przeprowadzone w obu przypadkach obliczenia przy wyzej wymienionych
parametrach ustroju. Otrzymane liczby pordwnano réwniez z wynikami rozwigzania
dia powlok sferycznych o strukturze cigelej [S1, przy czym przyjgro w tamtym przy-
padku zastepczy modul sprezystoéci Younga i wspolezynnik Poissona w postaci
#y E 1 payv. Odniesione do jednostki dhugo$ei przekroju $rodkowej powierzchni
powloki stty N,, M, i Q pomnozono przez Iy, a sity Ny 1 M, przez Iy (znaczenie
Iiay, 4=, II wyjasniono na rys. 1).

Ze wzgledu na fakt duZego podobiefistwa teorii powlok perforowanych i ciaghych,
jak réwniez na mozliwo§é iterowanego przejécia granicznego (fay=0, pa,=1) od
teorii sferycznych powlok perforowanych do teorii powlok o strukturze ciaglej
poréwnanie powyzsze wydaje si¢ byé interesujace.

Podano dwa przyktady dla powloki ortotropowej (podparcie przegubowe 1 utwier-
dzenie) przy nastepujacych parametrach:

H(I)=0)25 !,l(“)=0,1, Nrm20, 'NF=95'

W obliczeniach przyjeto, Ze brzeg powloki przechodzi przez srodkowe przckroje
elementéw pohidnikowych.

Na podstawie przykladéw wykazano, Ze przyjecie brzegu w wezlach ustroju
ma niewielki wplyw na naprezenia. Maly wplyw na naprezenia ma rowniez nie-
wielka zmiana liczby N, potudnikéw siatki ustroju.

W funkcjach wyrazonych za poroca szeregdw potegowych uwzgiednicno taky
skoficzong ficzbe wyrazéw, aby warto$é bezwzglgdna ostatniego wyrazu byla mniej-
od danego ¢ (10-%; 10~%).

Przebieg zmienno$c? sil wewngtrznych i przemicszezef w i v pokazano na wykre-
sach (rys. 3,4, 5 i 6), przy czym podano je dla rozwigzania formalnie scistego.
Linia ciagla dotyczy przypadku pigy=fiay=0,2, N,=20, N,=95, natomiast linia
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przerywana przypadku gy =02, pyq =01, N,=20, N,=95; {brzeg I} oznacza
podparcie przegubowe, {brzeg 2% — utwierdzenie.

Réznice migdzy wartoSciami uzyskanymi z rozwigzania Scistego (punkt 3), przy-
blizonego (punkt 5) i dla zastgpezej powloki ciaglej nie przekraczaja 0,1 94 dla sit Py,
i 0,59 dla sit Py, oraz przemieszczefi w (dotyczy ekstremalnych wartogci wych wiel-
kosci). Nieco wigksze rozbieznodci wystepuja w przypadku momentéw zginajacych:
od 10% dla mniejszej gestosci siatki perforacji do 2% dla wickszej gestosel siatki,
przy czym warto$ci momentu ﬂ(n) uzyskane na podstawie metody zaburzen brze-
gowych sa dokladniejsze od wartoSci przy aproksymacji ustroju powloks ciggh.
Momenty My, i M, maja mniejszy wplyw na stan naprezenia sig powloki.

7. WNIOSKI

Z przedstawionych w punkcie 6 przykladéw mozna wnioskowaé, ze praca sta-
tyczna sferycznej powloki perforowanej jest podobna do pracy statycznej powloki
sferycznegj o strukturze ciaglej.

Stwierdzono wystgpowanie efektu brzegowego, ktdrego zasigg jest wigkszy niz
w powloce ciaglej.

Wraz ze wzrostem gestosci siatki perforacji maleje do zera moment polarny
M, @ wartosci pozostatych wielkodci vzyskane z rozwiazania dla powloki zastep-
czej zblizaja si¢ do wartoSci otrzymanych z rozwigzania fcistego. Zatem w przypadku
odpowiednio duzej gestoci siatki elementéw ustroju mozliwa jest aproksymacja
powloki perforowanej powloka o strukturze cigglej.

Zastosowanie metody zaburzen brzegowych i uproszezeni typu Geckelera réwnan
Reissnera do powloki perforowanej jest mozliwe i prowadzi do wynikéw prakiycznie
zgodnych ze Scistymi. Zgodno$é ta wzrasta wraz ze wzrostem gesto$ci siatki perforacii.

Przedstawione w pracy algorytmy rozwigzania zezwalaja na wyznaczenie wiel-
kosci statycznych i geometrycznych w sferycznej powloce perforowanej o jednym
lub dwu brzegach przy réinych rodzajach ich podparcia i dla ré2nych obrotowo-sy-
metrycznych obeigzen,
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PesmpMe

MIrke COEPHUYECKON NEPGOPHPOBAHHON OBOJOYKH HATPYXKEHHOM
BPAIMATENBHO-CUMMETHPYECKHM OBPO30M

B pafore paccmoTpera 3aa%a maraba cheprveckolt, yopyrol nepdoprposarsci ofonodkn
¢ INOTHOR oe’;Koﬁ, COCTONIE! B3 HEYX CEMEICTB MCMCETOB (MEPHIHOHAREHEIX X IIAPOTHEIX).

TTp DOMOITE CTEUCHHBIX, PAHOB HOJMyueHAO (opMalbHOS TOYHOS PeHICHHe YPaBHCHmiE THIA
Peiiccrepa, BeBSICHHOE B paboTe [2] 5a ocxope Teopmz Y. Bossraxa [1]. Honyvero ToxXe pemserme
COOTBETCTRCHEC YIPOIICHAEK YPABHCHEHN, ONHEPAACs Ha METON FPAHAYHEIX BOBMYIOEBRII. '

Tipusenen npayMep 0GOIIOUKE C OZMAM KPacM, HaTDY#eHHol COBCTBeRHEM BECOM, PesyneraTsl
TowHOTO B NpACHMXERECro pelHeHEMil CPABECHHI ¢ PE3YALTATAME AN ODOMOYER GO CIMQHIHOMH
CTPYKTYDOIHL.

SUMMARY

BENDING OF A SPHERICAL PERFORATED SHELL UNDER A ROTATIONAL
SYMMETRIC LOAD

The paper deals with the problem of bending of a spherical, elastic, perforated shell of a dense
net composed of two families of elements (meridional and latitudinal).

By means of power series, a formally rigorous solution was achieved to Reissner type equations
that were derived in [2] basing on the theory of C. WoZniax [1]. A solution of suitably simplified
equations was obtained as well basing on the method of boundary perturbations.

An example was given of a one-edged shell loaded by its own weight. Results yielded by the
exact solutions and the approximate one were compared with the corresponding results for a shell
of continnous structure. :

POLITECHNIXA WARSZAWSEA

Praca zostala zlpzona w Redakcfi dnia 6 kwietnia 1978 r.






