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WARUNKI PLASTYCZNOSCI DLA MATERIALOW
ZBROJONYCH WELOKNAMI

WITOLD FRYZE I ZENON MR OZ (WARSZAWA)

Praca poswigcona jest systematycznemu wyprowadzeniu warunkow plastycznoscei dia kompozy-
tow zbrojonych jedna Iub dwiema rodzinami widkien przy zaloZeniu, 7e zardowno osnowa jak
i wlokna sa materialami sztywno-idealnie plastycznymi. Pomija sie efekt ciggliwoscl poszezegbinych
materiatdw, a tym samym takie mechanizmy zniszczenia jak pegkanie wiokien, czy generacia 1 pro-
pagacia szczelin w osnowie.

Rozwazone sa rézne mechanizmy plyniecia dla kompozytu, tzn. jednoczesne uplastycznienie
wlokien i osnowy oraz plastyczne plyniecie osnowy przy jednym b obu wibknach sztywnych.
Przyicto, Ze osnowa spelnia warunki plastycznodci Hubera-Misesa, Treski oraz Johansena, W pracy
podano metodg wyprowadzania warunkéw granicznych przy uzyciu funkeji dysypaci oraz podano
graficzng konstrokeje stanu naprezenia w kompozycie za pomoca kot Mohra.

= 1. WsTgP

Materiaty zbrojone wioknami znajdujg coraz szersze zastosowanie przy projekto-
waniu elementéw konstrukgji. Poza tradycyjnym juz Zelbetem, nalezy tu wymieni¢
zbrojone polimery, metale, materialy ceramiczne czy tez elementy statych paliw
rakietowych. W kazdym przypadku kompozyt otrzymujemy przez wprowadzenie
jednej lub kilkn rodzin widkien o duzej wytrzymaloéei do slabszej osnowy, bardziej
za$ zlozone ukiady laminatéw powstaja przez rdwnolegle polaczenie kilku warstw
zbrojonych. Charakter pracy tak otrzymanego kompozytu zalezy nie tytko od wy-
trzymaloéci osnowy i wldkien, lecz rdwniez od stopnia odksztatcalnodcl poszcze-
gblnych materiatéw. Tak np. w przypadku Zelbetu kruchy materiat osnowy zbrojony
jest ciggliwymi widknami, Odwrotnie, w przypadku metali zbrojonych widknami
weglowymi lub boronowymi material podstawowy jest ciagliwy, widkna zagd kruche,
Istnieja rdwniet przypadki, gdy zaréwno osnowa jak i widkna s ciggliwe, np. w przy-
padku polimeréw zbrojonych widknami stalowymi lub miedziowymi,

Znajomosé warunku granicznej wytrzymalosdei lab warunku plastycznosci jest
sprawa podstawowa przy analizie konstrukeyi z elementow zbrojonych. Warunek
ten mozna uzyskal na drodze formalnej, wychodzac z ogdlnego sformulowania
kryterium zniszczenia lub uplastycznienia dla cial anizotropowych hub tez wychodzac
z wlasnoéci poszezegdlnych materiatéw i modelu ich wzajemnege oddzialywania.
Do pierwsze] grupy warunkéw mozna zaliczyé warunek plastycznodei Hinoa [1]
dla cial anizotropowych bedacy uogolnientem warunku Hubera-Misesa. Podobnie
Hu [2}, Sawczuk [3}1 inni uogdinili kryterium plastycznoéei Treski dla ciat anizo-
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tropowych. Uzycie tych warunkéw dla kompozytow mozliwe jest przy doswiadczal-
nym wyznaczeniu odpowiedniej itodci stalych materialowych. Wada tego podejécia
jest brak bezposredniego zwiazku pomigdzy cechami wytrzymatoSciowymi ospowy
i widkien, a whasnodciami plastycznodei catego kompozytu. Dlatego tez bardziej
obiecujgca jest metoda wychodzaca z uproszezonego modelu oddzialywania po-
miedzy dwoma materialami.

MULHERN, ROGERS i SPENCER [4] zaproponowali ogdlng teorie zachowania sig
materialéw zlozonych w stanie plastycznym. Przyjeli oni zalozenie, Ze widkna
w materiale zlozonym pozostaja sztywne, czyli ze deformacja plastyczna w kom-
pozycie nie moze zachodzi¢ w kierunku wickien. Podobne zalozenia przyjal PRAGER
[5], ktérego praca stanowi szczegolny przypadek teorii Mulherna, Rogersa i Spen-
cera. LANCE i RopinsoN [6] rozwazyli mozliwoéé uplastycznienia wiokien, zanie-
dbali jednak faki, ze wldkna przenosza cze$é napreZen. Ich tecria plyniecia kompo-
zytéw opiera sie na warunku Treski. W pdZniejszej pracy LANCE i HELFINSTINE
[7] przyieli, e material zlozony jest ze sztywno-plastycznej osnowy podlegajace]
warunkowi Treski, zbrojonej sztywnymi widknami. ZaloZenia sq zbieine z tymi,
ktére podat PRAGER [5].

Duzy wklad w rozwdi teorii materialéw zbrojonych widknami wniosly prace
Me LAUGHLINA i BATTERMANA [8] oraz Mc LAUGHLINA [9]. Podane w nich zo-
staly zaleznogci graniczne dla materialéw zbrojonych wieloma rodzinami wiokien,
przy czym uwzgledniono takie zjawiska jak wyboczenie i wyrywanie widkien.
W pracy [8] pominieto wytrzymalo$é osnowy, widkna za$ opisano modelem sprg-
Zysto-plastycznym; natomiast w pracy [9] uwzgledniono juz wplyw osnowy na
wytrzymalo$é materiatu zlozonego.

Celem niniejszej pracy jest systematyczne wyprowadzenie warunkow plastycznosci .
dla kompozytéw zbrojonych jedna lub dwiema rodzinami widkien przy zatoZeniu,
7e zaréwno osnowa jak i wiokna s materialami sztywno-idealnie plastycznymi.
Pomijamy zatem efekt ciggliwosci poszezegdinych materialdw, a tym samym takie
mechanizmy zniszezenia jak pekanie wldkien, czy generacja i propagacja szczelin
w osnowie. W stanie granicznym kompozytu rozpatrzymy kilka mechanizmoéw
plastycznego plyniecia: jednoczesne plastyczne plynigcic wiokien i osmowy oraz
plastyczne plyniccie osnowy przy jednym lub obu wioknach sztywnych, W przy-
padku sztywnych wldkien ich oddzialywanie na osnowe traktowaé bedziemy jako
wiezy wymuszajace zerowe predkoscl odksztatcen w kierunku wiokien. Rozpatrzymy
przypadki, gdy osnowa spelnia warunki plastycznodci Hubera-Misesa, Treski
oraz Johansena. W ten sposéb wyprowadzone warunki plastycznosci moga byé
stosowane zaréwno dla kompozytéw metalowych, zbrojonych plastykéw, jak i z do-
statecznym przyblizeniem dla Zelbetu czy materialéw ceramicznych. Warunki te
mozemy traktowaé jake warunki graniczne] wytrzymalo$ci nawet w przypadku
jednej fazy-kruchej, jak to ma mieisce dla Zelbety. Zbadany zostanie przypadek
plaskiego stanu naprezenia i odksztalcenia, .

Szereg wynikow w niniejszej pracy pokrywa sie z wynikami uzyskanymi wezesniej
i podanymi w literaturze technicznej dotyczacej standw granicznych kompozytdw,
Tym niemniej dla jasnodci przedstawienia wszystkie warunki plastycznosci zostaty
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wyprowadzone od nowa na podstawie przyjetego modelu upraszczajacego. Praca
zawiera jednoczesnic sporo elementdw oryginalnych, jak uzycie funkeji dysypaci
do wyprowadzenia warunku granicznego, czy fez przedstawienie graficznej konstru-
kcji stanu naprezenia w kompozycie przy uzyciu kot Mohra. Niniejsze opracowanie
stanowi¢ moZe zatem podstawe do analizy stanéw granicznych zbrojonych tarcz,
jak réwniez do optymalizacji tych elementéw konstrukcyjnych.

2. ZALOZENIA OGOLNE

Rozwaza¢ bedziemy material skladajacy sie z plaskiej osnowy zbrojonej jedna
lub dwiema rodzinami widkien, ulozonymi symeiryczoie wzgledem plaszczyzny
srodkowej takiej struktury. Przez rodzing widkien rozumiemy widkna identyczne,
ulozone z jednakowa intensywnoseig, réwnolegle wzgledem siebie, Taki typowy cle-
ment. pokazay jest na rys. I

Zakladamy, ze zaréwno material podstawowy jak 1 wldkna wykonane sg z ma-
teriatu sztywno-idealnie plastycznego. Ponadto przeprowadzamy analizg przy trzech
zalezno$ciach granicznych dla izotropowego materiatu podstawowego; sg to kryteria
typu: a) Hubera-Misesa, b) Treski, ¢) Johansena (rys. 2). Przy formufowaniu tej

&
b L
a b
¥ | et
N
2, S
Rys. 1. Typowy clement kompo- Rys. 2. a) rodzaje warunkdéw granicznych dla osnowy,
Zycyjny b) charakterystyka wiokien

teorit méwi si¢ o widknach roztoZonyeh w pewnym kierunku, jednak nalezy sobie
zdawac sprawe, ze jest to teoria kontynualna, pomijajaca trojwymiarowy rozkiad
naprgzefi wokol widkien. Rozwaza sig jedynie wplyw, jaki wywieraja widkna na
zmiang powierzchni granicznej, przyjetei dla materialu podstawowego. Zupelnie
pomija si¢ natomiast takie efekty jak wyboczenie, czy wyrywanie widkien,

Typowy element tarczowy (rys. 1) znajduje si¢ w plaskim stanie naprgzenia;
mozZemy wigc okresli¢ ten stan trzema skladowymi tensora sit wewngtrznych N;;: N2,
Ny, Ni,. Przyjmuje sig, Zze obciaZenie dzialajace na element moze by¢ rozlozone
na czg$é przenoszong przez material podstawowy oraz na cze$C przenoszong przez
widkna. W ortogonalnym ukladzie wspolrzednych powyzszy fakt moiZna zapisaé
nastgpujaco:

(2.1) NE=N]+Nmn;,
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przy czym indeksem ¢ oznaczone sg skladowe tensora sit wewngtrznych przenoszo-
nych przez kompozyt, a N}j oraz N,, n;, r; wyrazajg odpowiednio czedei tych sit prze-
noszone prze osnowe oraz przez widkna (n—wektor jednostkowy, styczny do kieru-
nuk widkien). Oznaczajac przez A i 4,, pole przekroju kompozytu i osnowy mozna
napisaé

(2.2) Ni=06,4, NE=8004,, N=6,(d—A4,),

gdzie symbole 67, &7 oraz &, oznaczaja odpowiednio tzeczywiste naprgzenie w kom-

pozycie, osnowie i wloknac‘h. Uwzgledniajac (2.1) 1 (2.2) otrzymujemy

2.3) o fa("‘)ﬂ-?—a (l—ﬁ) M.
A A7
Wygodnie jest wprowadzi¢ oznaczenia
2.4) &:';ﬁ:a—f"-, &5(1 - A"”)=as.
A H A

Podobnie mozna okre§li¢ zastepcze granice plastycznodei dla osnowy i widkien:

. A A
(2.5) Go=Fo 7 afzaf(hj),
gdzie &, i 6, oznaczaja rzeczywiste granice plastycznodei tych materiatéw. Zdefinio-
wane w ten sposcb wielkosci zastepcze, odniesione do przekroju kompozytu, beda
stale uZzywane w dalszej czedci pracy. '
Naprgzenia zastepeze dla osnowy i widkien (2.4) okredlaja udziat tych materiatow
ot /1

W przenoszenitt obciaZenia dzialajacego mna kompozyt. Jeshi A, — A, to o7 — 87},
a ponadto -

. AJ"
2.6) lim 5'3.(1 “-‘A—)——>crs.
Ay A

Obierzmy uklad wspélrzednych taki, jak na rys. 1. Wzory (2.3) po uwzglednieniun
{2.5) mozna przedstawié nastgpujgco:

£

0%, =07+ 0y c0s? 0, + 05, 0052 0,5,
2.7 o5, =0y, + 0 sin® 0, 40, sin? 8,
Oy =0y + 048I0 04 cOS 0 4o, 8inld, cosd,.

Przez o, oznaczono naprezenie zredukowane w /-te] rodzinie widkien. Przyijcto
réwnanie powierzchni granicznej dla osnowy napisane przy uZyciu napreZen zredu-
kowanych:

(2_3) f(O‘m) =0,

Zatozono, Ze rozwazane w tej pracy materialy podlegaja stowarzyszonemu prawi
plynigcia, Dla gladkiej powierzchni plynigcia mamy

: of

H
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a dla miegjsc osobliwych na powierzchni plastycznodci

I3 afu
(2.10) ERR N Ly
o a;; oa;;

iJ

Jak to juz bylo powiedziane we wstepie, rozpatrzono w pracy rozne mechanizmy
uplastycznienia kompozytu.

a} Pierwszy z nich to rdéwnoczesne uplastycznienie materialn podstawowego
oraz wiokien. Mechanizm taki zachodzi, gdy naprezenia osiggna warto$é graniczna:

(2.11) . : lod=a,,
a predko§é odksztalcenia w kierunku widkien ma warto$é niezerows,
(2.12) f=&,m i, #0.

Nalezy zwrdcié uwage, ze musi w tym przypadku zachodzi¢ zgodnos¢ odksztalced
- kompozytu i widkien, czyli musza by¢ speinione warunki

(2.13) U‘9=Uf=>és:é,~jninj>0
albo .
(2.14) o _ L ooy= oy = b=dymny <0,

Warunki (2.13) i (2.14) wyznaczaja w przestrzeni naprezen dwa obszary, wewnatrz
ktorych zawarte sq jedynie te stany napreZenia spehniajgee warunek plastycznosei
Jo7,)=0, dla ktérych zachodza warunki zgodno$ci odksztatcen kompozytu i widkien
w rozpatrywanym mechanizmie plastycznego plynigcia. Niedopuszezalne sa natomiast
takie stany naprezen na powierzchni granicznej (wyprowadzonej przy zaloZeniu
o,=a;), dla ktérych skiadowa wektora plastycznego plynigeia jest ujemna (6,=
=é&;; n; n;<0). Oznaczaloby to, Ze predkodé odksztaleenia kompozytu w kierunku
widkien jest njemna, mimo Ze zaloZono plynigcie widkien w przeciwnym kierunku.

b} Inny mechanizm zniszczenia to plastyczne plyniecie osnowy przy jednym
lub obu widknach sztywnych. Taki przypadek moze mie¢ miejsce, gdy naprezenia
we widknach zawarte sy w przedziale

(2.15) loal<ar,
a predko$é odksziatcenia kompozytu w kierunku widkien jest rowna zeru,
(2.16) ' £, =0.

W przestrzeni naprezen mechanizm ten opisany jest walcowa powierzchnia graniczng
taka, Ze ortogonalny do niej wekior plastycznego plynigcia spetnia warunek (2.16).
Poszukiwana powierzchnia plynigeia dla materialu zlozonego bedzie stanowila
kombinacje wypukla powierzchni opisujgacych omoéwione mechanizmy.
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3. WARUNKI PLASTYCZNOSCI PLA MATERTALOW ZBROJONYCH JEDNA RODZINA WLOKIEN

Rozwazaé bedziemy material podstawowy zbrojony jedna rodzina widkien.
Wzory (2.7) uproszeza sig wtedy do postact
ol =i +o,cos?l,
(3.1) o¢, =am +a,sin* g,
ot,=ay,+aogsinfcosd.
7 kolei wyprowadzone zostana warunki plastycznosci dla kompozytow, ktérych
osnowa podlega réznym kryteriom plynigcia.
3.1 Material podstawowy podlegajacy warunkowi Hubera-Misesa
W tym przypadka réwnanie (2.8) przyjmuje postaé
(3.2) 62+ 0% —a" " +3a%, =07
Po wykorzystanin wzoréw (3.1) otrzymujemy
3.3 (65— 0,082 0)? + (0%, — 0,5in* 8)* — (o5, — 00087 0) (6}, — 0, 5in* O) +
‘ +3 (o, —a,sinfcos0)? =0 .
W zaleznodci od stanu naprezenia istnieja dwa typy wyczerpania noénosci omo-
wione poprzednio: '
a) Wiskna uplastycznione. Musza by¢ w tym przypadku spelnione réwnania
(2.13) albo (2.14). _
W pierwszym przypadku (tzn. dla g,=0,) otrzymamy nastgpujgcy warunek
graniczny: ‘
(02, — aycos? §)% +(0%,— o, sin? 8)* — (65, —a, cos? 0) (a7, ~ 0 sin® )+
(3.4) . ) s 2
+3 (65, —arsinfcos )’ =ag .
Odnosi sic on do tych stanéw naprezeri, dla ktérych odpowiadajacy im wektor
plastycznego plyniecia spelnia warunek §,=#;n, n;>0. Dla przypadku o,=—o;
warunek graniczny ma postaé
(02, 0y cos? 8)2 +{ab,+ g, sin? 8)* — (o5, + 0, cos? ) (o}, + o, sin” ) +
+3 (0, + 0, sinfcos )’ =aj .

(3.5

Obszar waznoéci tego warunku wyznacza nierdwno$é
;<0

Réwnania (3.4) i (3.5) przedstawiaja dwie elipsoidy przesunigte symetrycznie wzgle-
dem §rodka uktadu wspdélrzednych.

b) Wlokna sztywne. Dla tego przypadku musza by¢ spelnione réwnania (2.15)
i (2.16). Korzystajac ze stowarzyszonego prawa plynigcia otrzymujemy

éxx = {2;1'36_ ;}'J’ — s (2 cos? 01— sin? 0)] 3
(3.6) e NV
by =4 [20yy— 0xx— 05 (25in* @ —cos? 0)],
Py =265y =64 [cc}x,,— o,sinflcos f].
[
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Ze wzordw {2.16) i (3.6) dostajemy
1

G7 o=

c (4 C
2 (pO"m“{“f'O‘yy'F taxy) »

przy czym p=2cos® — sin® 8, r=2sin? f—cos? 0, =6 sin O cos 0. Podstawiajac o,
do réwnania (3.3) i porzadkujac, dostajemy pastepujacy warunek graniczny
(3.8)  AO) 02 ABO),~ C(0) 0ax 0y + D(O)07,~EO) s 5y F(O) 0,y 72 =407
gdzie

A(0)=4—p? =3sin? §(1 +3cos* ),

B(@)=4—r*=3cos® (L +3sin*0),

C(6)=2(pr+2)=18sin*0cos? 8,

D{®)=12-1? =12(1=3sin2 f cos? 4},

E;(O) =2pi=6sin26 (2 cos f—sin?f),

F:(H) =2rt =65in 26 (2sin? #—cos? ) .
Réwnanie (3.8) przedstawia walec eliptyczny w ortogonalnym uktadzie wspdlrzednych

c [ c

Oxx» Ope Oxy (tyS. 3). Moina wykazaé, Ze walec ten jest styczny do elipsoid opi-
saniych rownaniami (3.4) 1 (3.5). Wraz z ich cze§ciami tworzy zbidr wypukly, ktd-

Ii‘-‘ % Bxy Bxy
el
o Bo , / Bo
/ Bo / Dux Bof Bux f Bo Eyy
!50 bo -Ba
-Ga Byt -Go

Rys. 3. Przekroje powierzchni walcowej dla 8=45°

rego brzegiem jest poszukiwana powierzchnia plynigcia. Zbiér punktéw na po-
wierzchni walca odpowiada takiemu mechanizmowi zniszczenia, w procesie ktdrego
wiokna sg sztywne; natomiast punkty na powierzchni elipsoid odpowiadaja tym
stanom, dla ktorych zachodzi uplastycznienie widkien (rys. 4).

3.2. Material pedstawowy podlegajgcy warunkowi Treski

Warunek plastycznodci Treski okreflony jest réwnaniami
m 2 m m
fl :G-xyu(ao - Jxx) (JO - O-yy) =0 >
m m L4
(3.9) f2=(0'xx“ay)')2+40':y—53=0;

m m "
f3 = a-;y_ (GD + Uxx) (GO + ayy) =0 »
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' / % B / 6o
Go Bux Go/ Bxx

Byy
e

~26o

Rys. 4. Warunki plastycznosci typu Hubera-Misesa dla kompozytu przy réinej orientacji widkien
a) 0=0° b) 0=30°, c} #=45°, d) =60, e} 6=90° o,=0

Rownania te okreflaja walec eliptyczny (3.9), zamkniety dwoma stozkami (3.9),
i (3.9); (rys. 5). Przecigcia tych powierzchni sg elipsami o réwnaniach:
przecigeie fi 1 /5 m o m
Uxx+JyY:aO S
(3.10)

iy

nt n
Gyt 05, 0o 0y, =0;

przecigeie f3 1 f> m "
Txxt Opp=—0q,

(3‘ 1 }) m nr m
al,+ o+ 00 gy =0.

Rozwazmy obydwa mechanizmy wyczerpania no$nosci.
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a) Widkna uplastycznione. Uklad réwnan (2.13) 1 (3.9) prowadzi do réwnan

granicznych

1 2 '
05 sin26) —62=0,

fi :(axxﬁ Tpy—pco8 2002+ 4 (ax,, )

(3.12) i
e

1 2 e c
s=low o sinZH) — (0ot o Forcos? 0) (6o F oy, ta,sin? @) =0.

2
Réwnania te w ukladzie wspdbrzednych Z—xx, c;J,y, fcrx,, okreslaja dwa rozsuniete
wzgledem siebie obszary (3.9), tj. warunek Treski dla materialu izotropowego.

b) Widkna szfywne. Mechanizm ten w przypadku warunku plastycznoici z oso-
bliwosciami ma bardziej skomplikowang interpretacjc geometryczna. Jest rzecza
oczywisty, ze moze on byé opisany jedynie powie-

rzchnig walcows Iub plaszezyzna, gdyz tylko wiedy Bo) E{y{

moze by¢ spelniony warunek (2.16). Problem po- / /f—i
lega wigc na znalezieniu takich punktdw w obszarze

plastycznoéei (3.9}, w ktorych wektor plastycznego ‘3 2 S Brx
plynigcia bylby normalny do powierzchni grani- fa
cznej oraz spelniatby warunek (2.16). Punkty takie :

moZna znalezé na liniach przeciecia opisanych A |-Bo
réwnaniami (3.10) i (3.11) oraz na powierzchni Rys. 5. Warunck plastycznoici
opisanej rownaniem (3.9),. W pierwszym przypa- Treski

dku poszukujemy powierzchni walcowych prze-
chodzacych przez linie opisane réwnaniami (3.10) i (3.11), ktérych tworzace sa
rownolegle do danego kierunku. Ten poszukiwany kierunek wyznacza -wektor

(3.13) n=icos?f+jsin®>f+ksinfcosf .

Warunek (3.13) wynika z (2.16) i z warunku prostopadlosci wektordw.
Roéwnania tych powierzehni walcowych napisane w postaci parametrycznej
maja forme

(4 m [+ m [+ m

Oxx ™ Oxx Gy ™ 0Opy  Oxp~Uxy

cos’  sin?d  sinfcos
(3 14) m ]
Oxxtop==10g,

m n m
2

Tyt 05, F oy 00 =0.

m hi n
Po wyeliminowaniu parametréw g.., 0,, i o, Otrzymujemy réwnania graniczne:

3.15) f;H—r:r S]I’l20+0' , COS 9+a +axxc'nsm20$
?a,,,, oo cos? 01— (ccrxx + gyy) ;x,. sin 20+ cc;x,, 7o5in26=0.

Rozpairzmy teraz inng mozliwo$¢, tzn. poszukajmy takich miejsc na powierzchni
Jf2=0, w ktérych speiniony bylby warunek (2.16). Ze stowarzyszonego prawa plynig-
cia mamy

m ™ m

(3.16) e =27 (va Typ) > byp=—2A(0u— O'Jw)l: Yop= 82:;::}' +
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Wstawiajac (3.16) do (2.16) otrzymujemy

(3 1 7 (gxx'— :;l,.,.) cos?f— (:;xx— g,,,,) sin? 6+ 4Zx,, sinfcos0=0.
Wykorzystanie zwigzkéw (3.9),, (3.17) oraz (3.1) pozwala otrzyma¢ réwnanie gra-
niczne: )

(3.18) Jor =[G~ 0,,) 50 20— 20, cos 260)* =0 .

Powyisze réwnanie przedstawia dwie réwnolegle plaszezyzny styczne do walcow
eliptycznych okreslonych réwnaniami (3.15). Obszar wypukly okre§lony przez te
warunki tworzy nowy walec odpowiadajacy takiemu mechanizmowi zniszczenia,

Byy
fe fs

f N : faf

Rys. 6. Warunek plastycznodci Treski dla kompozytu: 8=0° fi, fi, fi—walce; f, fs—stozki;
Jfe—plaszczyzna

w procesie ktérego widkna sg sztywne (rys. 6). Natomiast brzeg obszaru wypuklego
okre§lonego przez wszystkie-réwnania podane ponizej daje poszukiwany warunek
plastycznoéci dla materiahn zbrojonego. Przekroje tych obszaréw plaszezyzna o, =0
pokazane ‘sa na rys. 7.

3.3. Material podstawowy podiegajqey warunkowi Johansena
Warunek Johansena przedstawiony analitycznie ma postaé
n’l2 m m
ol —(op— Oxx) (0o —0y,) =0,
(3.19) o
ny_(io.ﬂ']‘axx) (£UO+U)!)!):09
przy czym & oznacza dowolng liczbg dodatnia. Rownania te okreSlaja dwa przecina-
jace sie stozki (rys. 8).

Przeciecie tych stozkow jest okre§lone réwnaniami

m m

Txxt ny=00(1 -8,

m
2

O'xy'i'o-.fy_"gyy To (1_—5)"—663:0‘
Przypadek wiokien uplastycznionych opiszemy przez uklad réwnan (2.13),
(2.14), (3.1 1 (3.19). Otrzymamy wtedy réwnanie powierzchni granicznej:

(3.20)

€ 1 2 ¢ c .
(axy N sin 26) — (09— 0yx+ 0y c082 B) (g — Gy, + 0 sin* ) =0,
(3.21)

< 2 [ [
(crx,, ~ 5 sin 29) —(Eao+ Oxx— 0, C08* 0) (b0 + Ty — 0, 5I0* 0) =0

Natomiast przypadek widkien sztywnych zostanie opisany przez powierzchnig
walcowa, dla ktérej krzywa (3.20) jest tworzacg spelniajaca warunek (2.16). Sposéb



Byy
Geo
-26a -Bo fo Bax
C §=45° Syy d e=-s0° |Gy
Ba
Bo G xx
~Bo
~BGs,
Gyy
g pg=gg° | 20
& + Bo
Go|  Bx
~Go
< Go
2260

Rys. 7. Warunki plastycznodci typu Treski dla kompozytu przy rdznej orientacji wlokien
a) 0=0°, b) 8=30°, c) 0=45° d) #=60° ¢} 8=90° o,=ay

o

k]

Rys. 8. Warunek plastycznosci Johansena

{211]
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otrzymywania tej powierzchni jest taki sam, jak podany w poprzednim paragrafie.
Zalezno§é ta w ostatecznej formie ma postaé (rys. 9)
(3.22) 62,5020+ % 0082 04 02+ 0 0o (1 — &) (400s? O 1) sin® -+

03y 00 (1= &) (4502 0— 1) CO8? 0 — 0, (0, + ) 5i1 20—

26,00 (L—&)sinfeosf— o2 =0,

b g-3° !

a  e-0° Byy Byy
Bo G
260 - 6o B0 200| xx -Be Bo 260y Bxx
-26a )
=Bl
6
¢ ¥y
16a
Bo Bxx
.'so
e 8‘906 260
16e
HGo Bo | Bax
+Ge
P4

Rys. 9. Warunki plastycznodci typu Johansena dla kompozytu przy rdinej orientacji whokien
a)y 0=0° b) #=30° c) 0=45°, d) G==60° ¢) 0=90°, o,=0y

4., WYZNACZANIE WARUNKOW PLASTYCZNOSCI DLA KOMPOZYTOW PRZEZ WYKO-
' RZYSTANIE FUNKCII DYSYPACII

Réwnania powierzchni granicznych (tj. warnnki graniczne) dla materiaféw zbro-
jonych widknami mozna uzyskaé takize w sposdb roZniacy sie od przedstawionego
w poprzednich rozdzialach. W tym odmiennym podejsciu wykorzystana zostanie
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funkcja dysypacji. W pierwszym rzedzie nalezy wice okreslié postaé takiej funkcii
dla materiatn zbrojonego. Na podstawie definicii mozemy napisa¢ ogdlnie

(4.1) D=f:7:jé:jdV-
1 4

Ze wzgledu na to, Ze kompozyt zloZzony jest z dwéch materialdw, mozemy globalna
moc dysypowang (4.1) rozlozy¢ na czesci okredlajace dysypacj¢ w osnowie oraz
we widknach. Mamy wtedy funkeje dysypacji w postaci sumy
" ¥
“.2) D= [ Gyiave [ gé,av,
i vr

gdzie indeks m dotyczy osnowy, f widkien oraz ¢ kompozytu. Postaé jawna
pierwszej catki (4.2) zalezy od tego, jakiemu warunkowi plastycznoscei podlega ma-
terial podstawowy; druga catke mozemy okreslic nastgpujaco:

;
(4.3) Di= f Oy &ipddy =046 =0, (6, €082 0, +8,,810% 6, + £, 8in 26)),

Ar
gdzie o, oznacza naprezenie zastepcze we widknach rodziny /.
4.1, Kompozyt zbrojony jedng rodzing wldkien
Funkcja dysypacji przyjmie wtedy postad
(4.4) D=D"()-+0, (6, co8 048,800+ 4,50 28) .

Znajgc funkcje dysypacit D, mozemy wyznaczyé sktadowe tensora naprezenia dla
kompozytu, gdyz :

@5) D .
. aéu 0
Stad mamy
e aD™ (&)
Gy =— + o,co87 0,
asxx
c oM (&) .
(4.6) Tpp = - +o,sin?d,
‘ P,y
. aD” (g,
Oy = % +o,sin 2.
ey _

Pierwsze skiadniki we wzorach (4.6) okreélaja napreZenia w materiale podstawowym,
poniewaz
A" m

@7 =

=@y -
)

Jezeli w stanie granicznym kompozytn widkna sg uplastycznione, to

(4.8)- o] =0,, przy czym 8,70,
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W takim przypadku ze wzorow (4.6) obliczamy g,. ;1 wstawiamy do funkcji uplastycz-

nienia f (:;i ) =0. Otrzymujemy w ten spos6b szukane warunki graniczne dla tego
mechanizmu plynigcia plastycznego.
Jedli natomiast wiékna w kompozycie pozostaja sztywne, czyli zachodza warunki

4.9) - ol <oy,  &=0,
to nalezy odwréci¢ wzory (4.6), a wyliczone w ten sposob wielkosel &;; wstawi¢ do -
waranku é,=0. Mozna wtedy wyliczy¢ nieznane o, . Pozostana jeszeze do wykonania
przeksztalcenia algebraiczne, ktore pozwolg uzyskaé koncows forme poszukiwanych
warunkdéw granicznych.

Rozpatrzmy dla przyktadu osnowg wykonang z materialu typu Hubera-Misesa.
Wtedy

20013
(4]0) Dm:ﬁ

.2 'Y . - 22 41 .
3 (Exx+8yy+6x.\‘ B}‘J’+6,\')s) i .

Natomiast warunki (4.6) przyjmg postac

c i
Tux = g (28, &) +0,c087 7,

L

c

k
(4.11) Ty =~ ~E:_ (28, + &)+ 0 sin® @,

4 k i
Ty ™=~ &t o sin28.
i

Z tych wrordw znajdziemy

& e c
£ir ™ £ 2oy — oy, —0a(2cos? 8+ sin? )],
éi 4] c
(4.12) &= T [26, — Gx— 04 (25in* 0 —cos? §)],

€ ¢ .
sxy = E}; [O.xy — Oy sin 26] >

gdzie
270Y/3
3

2 .3 [y 3 » =2 \1/2 —
§i= (8l & iy e, k=

Po wstawieniu (4.12) do warunku £,=0 obliczamy nieznang wielko§¢ a,. Dalszy spo-
sOb postgpowania jest juz oczywisty.

5. GRAFICZNA ILUSTRACJA STANU GRANICZNEGO MATERIAEU ZBROJONEGO JEDNA
RODZINA WEOKIEN

Rozwazania przedstawione w punkcie 3 mozna zinterpretowaé graficznie, uZy-
wajgc do tego celu plaszezyzny naprezen Mohra, [lustracja taka jest, naszym zdaniem,
ciekawa z inZynierskicgo punktu widzenia, gdyz pozwala lepiej uzmyslowié sobic
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zachowanie si¢ kompozytu w stanie granicznym. Wspomniana plaszczyzna naprezei
Mohra wyznaczona jest w-ortogonalnym ukladzie wspohrzednych o, 7, przy czym
zmienne te oznaczajg odpowiednio skladowa normalna i styczna wektora naprgzenia
w rozpatrywanym punkcie przekroju.

ZaleZnoéé migdzy tymi skladowymi w kazdym wybranym punkcie ciala mozna
zilustrowa¢ graficznie na omdwionej plaszczyZnie za pomocy kola Mohra, przy czym
kazdy punkt tego kola przedstawia zwigzek miedzy a, 1 7, w plaszczyznie przekroju
okreslonej wektorem normalnym n. Réwnanie kola Mohra mozna napisaé naste-
pujaco:

(51) (0“—0')24-’[5 =Tr2nax’

. . ., . Ty Oy \2
gdzie 0=1/2 (6,,-t0,,) jest naprezeniem érednim, a rmle/(—-ﬁiz&”’) + 12

ozitacza maksymalne napreZenie styczne, geometrycznie interpretowans jako promient
kota Mohra.

Aby zilustrowa¢ graficznie stan graniczny kompozytu nalezy w pierwszym rzedzie
odwzorowa¢ na plaszczyznie Mohra warunek plastycznosci dla osnowy. W tym
celu trzeba potraktowaé réwananie (5.1) jako réwnanie dwuparametrowej rodziny
kot Mohra, przy czym parametrami tymi beda & i T,,,,. Obwiednia tych kél obrazo-
wac bedzie warunek plastycznodci na plaszeryinie g, 1,.

W celu znalezienia takiej obwiedni nalezy z réwnania
(5.2) F(0,, 705 0, Tan) = (0, — 0)2 + 75 — T 1 =0

max

wyeliminowa¢ parametry o i 7., Aby to uczynié, musimy dysponowa¢ dwiema

zaleznodciami wigZzgcymi te parametry. Pierwszy z nich otrzymamy piszac wybrany

warunek plastycznosci (np. Hubera-Misesa w PSN) 'przy uzycin tych zmiennych.
Z rdwnania kota Mohra mozna znalezé

(53) O1 =0+ Tiax » T2 =0 Toux - Cmex
Wykorzystujge te réwnanie, z warunku H-M otrzy- / %
mujemy o

- B 5
(5'4) 02 + 31‘-;2;}: = Ué . \\_y
Roéwnanie to przedstawia elipse przechodzaca przez

punkty (g, T...) k6! Mohra obrazujacych stan napre-
zenia na grapsicy plastycznosci w omawianym PSN  Rys, 10. Wykresy funkcji (5.4)
{rys. 10). '

Wykorzystujge réwnanie (5.4) oraz warunek 8F/ég =0, otrzymujemy nastepujace
rownanie obwiedni (rys. 11):

(5.5 3a; + 1217 =40? .

Nalezy zwrdci¢ uwage, Ze obwiednia ta dotyczy jedynie két Mohra obrazujacych
stany naprezenia zawarte w obszarze, -dla ktérego réwnania PSN sa typu hiperbo-



216 WITOLD FRYZE I ZENON MROZ

" licznego i parabolicznego. Majac réwnanie obwiedni, mozemy przej§é do zilustrowa-

" npia stanu granicznego kompozytu.

“ Zauwazmy, e kierunki widkien o zerowej predkosci wydluzenia sa kierunkami
" charakterystycznymi. Wiadomo ponadto, ze kierunki charakterystyczne w materiale
mogg byé obrazowane na plaszezyznie Mohra jedynie przez te proste, ktore prze-

chodza przez punkty stycznosel kola Mohra z cbwiednia. Znaczy to, 7ze ten sam

warunek musza speltniac proste okreflajace kierunki widkien sztywnych. W takim
razie konstrukcja kola Mohra dla kempozytu, kto-
rego wiokna pozostaja szfywne w procesie zniszeze-
nia, wyglada nastgpujaco (rys. 12): Sposrod wszy-
stkich kot stycznych do obwiedni granicznej wybie-
rzemy jedno okreflajace stan napregenia w materiale
podstawowym. Z kolei naleZy przedstawié graficznie
funkcje (2.1) okreflajaca stan naptgZenia w mate-
riale ztozonym, )
Rys. 11. Fragment obwiedni gra- Niech prosta przechodzaca przez punkt B, na-
nicznej dla warunku H-M w PSN chylona pod katem ¢ do osi o, przedstawia kieru-

nek wiékien. Punkt 7. bedzie wtedy biegunem kota
Mohra. W takim razie, prowadzac z bieguna prosty prostopadia do kierunku
wiokien, znajdujemy punkt F wyznaczajacy stan naprezenia na plaszezyznie pro-
stopadlej do widkien. W przekroju tym zgodnie z (2.1) zbrojenie nie wplywa na
zmiang napreZed stycznych, natomiast napreZenic normalpe wzrasta o o, czyli
o wielkoé¢ przenoszonéc przez widkna. Ze wzgledu na sztywno-plastyczng chara-
kterystyke wiokien wielkosci tej nie moina wyrazi¢ za pomocg skladowych ten-

Rys. 12. Konstrukcia keota Mobra dia kom- Rys. 13. Konstrukgja kota Mohra dla kom-
pozytu zbrojonego jednym widknem (szty- pozytu z jednym wioknem (uplastycznionyrm)
wnym) w PSN

sora o}%. Istnieje natomiast jednoznaczna zaleznoéé pomiedzy naprezeniem we wid-
knach, a stanem paprezenia w kompozycie (wzbér (3.7)). Stgd wniosek, ze dla
kazdego o, koto Mohra dla kompozytu daje sig okreslic w sposéb jednoznaczny,
Konstrukcja polega na odlozeniu z punktu £, réwnolegle do osi o, odcinka obrazu-
jacego warto$é o,. Uzyskujemy w ten sposcb. punkt G, przez kiory musi przechodzié
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poszukiwane kolo. Punkt B jest wspolny dla obydwu kol, gdyz w kierunku prosto-
padtym do widkien nie zwigksza si¢ noéno$¢ kompozytu. Trzecim punkiem wyzna-
czajagcym kolo Mohra dla kompozytu jest punkt A4 ze wzgledu na symetrig
wzgledem osi 0, Otrzymane w ten sposéb koto ma biegun w punkeie M.

Odmiennie przebiega konstrukcja kola Mohra dla kompozyti o wiéknach
uplastycznionych w chwili zniszczenia (rys. 13). Podobnie jak poprzednio sposrod
kot styczniych do obwiedni wybieramy jedno okreélajace stan naprezenia w osnowie.

Ty razem nie jest znane poloZenie bieguna L, gdy? prosta obrazujaca kierunek
widkien nie przechodzi przez punkt stycznosei kota z obwiednia. Wiemy natomiast,
ze na plaszczyZnic prostopadiej do kierunku widkien material podstawowy osiaga
stan graniczny. W takim razie prosta prostopadia do kierunku widkien musi prze-
chodzi¢ przez punkt stycznosci kofa Mohra z obwiednia graniczng. Wyznacza ona
w ten sposéb poloZenie bieguna L.
Dalsza czgéc konstrukcji przebiega
juz podobnie jak w poprzedniej we-
rsji. Z punktu A odkiadamy znana
wielkod¢ o, i wykre§lamy kota Meo-
hra dla, kompozytu wiedzae, Ze musi
ono przechodzi¢ przez punkty E, K
i F. Biegunem tego kota jest punkt
M. Zagadmienie moZe byé réwniez
rozpatrywane pod katem projekto- Rys. 14. Konstrukcja -kola Mohra zbrojonego jed-
wania kompozytéw. Je§li wiemy, nym widknem sztywnym w PSO
jakie napreZenia dzialaja na kom- '
pozyt, to jesteémy w stanie wyznaczy¢ odpowiednie kolo Mohra. Wiedy potrafimy
okresli¢ graficznie zalezno$¢ migdzy wytrzymaloscia osnowy i widkien.

Zasada postgpowania w obydwu opisanych przypadkach nie zmieni sie, jezeli
przyjmiemy jnne kryterium plastycznosci dla materiaby podstawowego. Zmiana

Gn

Gn

Rys. 15, Obwiednia dla warunku  Rys. 16. Obwiednia dla wa-
Treski runku Johansena

taka wplywa wylacznie na posta¢ obwiedni. I tak warunek plastycznodci Hubera-
Misesa w PSO jest przedstawiony na plaszezyznie Mohra przez dwie proste rowno-
legle do osi g,, odlegle od niej o wartoéé +k. Obwiednie te wraz z konstrukejg
kota Mohra dla kompozytu przedstawia rys. 14. Obwiednie graniczne dla waru-
nkéw plastycznosei Treski i Johansena sg przedstawione na rys. 151 16.

Rozprawy InZynierskie — 3
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6. WARUNKI PLASTYCZNOSCI DLA MATERIALOW ZBROJONYCH DWIEMA RODZINAMI
WELOKIEN

W tej czgéci pracy zajmiemy si¢ kompozytami skladajacymi sig z materiatu
podstawowego {osnowy) zbrojonego dwiema rodzinami widkien, ZaloZenia ogélne
zrobione w p. 2 pozostajg nadal w mocy. Dla przypomnienia przytoczymy najwaz-
- niejsze z nich. Zaktadaé wigc bedziemy : a) idealng wspolprace osnowy i widkien,
czego konsekwencja jest pokrywanie sig tensoréw odksztalcenia osnowy 1 kompo-
zytu, & =¢"; b) wspdlosiowos¢ tensoréw o™ i &”, czyli izotropig materiahy podstawo-
wego; ¢) stowarzyszone prawo plynigcia oraz d) sztywno-plastyczng charakterystyke
osnowy i wiékien. Ponadto zalozono, Ze obcigzenie dzialajace na kompozyt moze
byé rozlozome na czesci przenoszone przez osnowe oraz przez wickna. W zwigzku
z tym dla materialu zbrojonege dwiema rodzinami widkien mamy *

c m

Oy =Opx+ 051 €082 0 +02€052 0,

(6.1) . +o sin? @ +g.,sin? @
Typy = Tyy 51 1 52 25

Gup= 0Oyt Oy SiL 04 COSO; + 05500, €058,
Warunki plastycznoéci dla kompozytéw wyprowadzone zostana w kilku wersjach

. n
w zaleznosci od przyjecia postaci funkcji /() =0 czyli w zaleznosci od zdefiniowania
materiaty podstawowego. :

6.1. Material podstawowy podlegajgcy warunkowi Hubera-Misesa

Warunek plastycznosci Hubera-Misesa okredla funkcja uplastycznienia o postaci

(6.2) f(UU) :Jz_k;!:o,

gdzie J, jest drugim niezmiennikiem dewiatora. tensora napreZenia,
1

(6.3) JZ,:ESHSU'

Réwnanie (6.2) przedstawia najogélniejsza postaé¢ warunku H-M dla materiafu
izotropowego. W tej pracy ograniczymy si¢ do rozpatrzenia dwoch szezegdlnych
przypadkéw funkeji (6.2) opisujacych plaski stan naprezenia PSN oraz plaski stan
odksztatcenia PSO.

Plaski stan naprezenia. Réwnanie (6.2) przybiera w tym przypadku postaé

“lz m 2 m m 5 2
(6.4) Oixt Oy — Oxx Gyy +30,, =04 ,

Wykorzystujac zwiazki (6.1) mozZemy (6.4) napisaé nastgpujaco:
P
(6.5) (;H — 7y c08% 0, — oy, cos? 0,)% 4 (;',,y—asl sin? 0, —o,, sin® §,)% —
— (gxx — 0, cos? 8, — o, cos% ) (ccr,.yk 7, 5in2 8, — oy, 5in? B,)+

€ .
+3(0xp— sy 5iN 8, COS B, — 0, 5in b, c05 §,)% =07 .
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Podobnie jak w pierwszej czesci pracy przeanalizujemy wszystkie typy wyczerpania
no$nofct kompozytu.

Latwo si¢ zorientowad, Ze istnieja cztery takie mechanizmy

“a) Wiskna obydwu rodzin uplasiveznione. Przyklad ten ma miejsce, Jesh spetnione
sa nastgpujace warunki:

(6.6) ’Jsllso-fls 2l =0p,.

Predko$é odksztaleenia w kierunkach obydwu rodzin widkien musi by¢ niezerowa:
(6.7) 820, 4,40,
przy czym jest dodatnia, gdy wldkna sq rozciggane, a ujemna—gdy Sciskane:

G-sl=6,f1:'és1>0> 052=Uf2:>é52>05
{(6.8)

Oy = —0py = &, <0, Osa=—0p3 = £, <0.

Funkcje uplastycznienia dla rozpatrywaneg(; przypadku otrzymamy latwo podsta-
wiajac funkcje (6.6) do (6.5). Mamy wiedy

I . e . .
(6.9) (Txx— 01 COS* 8y — g5 COS? 0,)% + {0y, — 0y 5iN> 8, — 0y, 5in2 0,) —
[ ¢ :
= (Ogn—Or1 CO8* B — 0,5 082 0,) (0, — 0f, 8IN% 0, — 0,5 5IN30,) +
&
+3(g.—as sind, cos, — oy, sin0,cos0,)* =0 .

Rownanie to okresla cztery elipsoidy przesuniete wzgledem érodka ukiadu wspéhrzed-

nych éxxs Typs r;_\-,,,_przy czym kazda z tych elipsoid odpowiada innym przypadkom
by Wiskna pierwszej rodziny—uplastycznione, drugiej—sztywne. Ten przypadek |
zachodzi, jesli spelnione sy warunki

{6.10) loal=0as,  loal<oy,.
Predkos$é odksztalcenia w tym przypadku wynosi
(6.11) &30,  £,=0,

pizy czym

£ >0, gdy Tsy =0gy,
(6.12) .

ga<0, gdy oy=-—0;.
Sposdb postgpowania prowadzacy do otrzymania warunku plastycznoéci jest tutaj
analogiczny do przedstawionego w poprzednie] czeéci pracy przy omawianiu kom-
pozytu zbrojonego jedna rodzing wlokien, Majac do dyspozycji rdwnania (6.1},

(6.4), (6.10), (6. 11) oraz stowarzyszone prawo plynigeia, nalezy wyeliminowad
Z nich }352 oraz 0'[ ; tak, aby otrzyma¢ mastgpujacy warunek uplastycznienia:

(6.13) f(Uija a1, 00) =0,
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Wyrazna postad tego zwigzku jest nastgpujaca:
(6.14)  3sin?d, (3cos? &, +1 Yo, +3cos? 8, (3sin? 63 +1) rcffy +
3 (4 35in226,) 0%, — 18 5in* 0, €052 0, Gy Gy —
651120, (3 0087 0y — 1) Greg 0y — 6510120, (350?05 = 1) Gy Gy +
2125 005 (85— 0,) = pa 5in® (0~ 6:)~2p:1 671 Gt
2 [2ry 0082 (0 — By)— 1y sin? (0, — 0,)— 211651 Gy +

16 [25in 28, co8* (0 — 0;) — sin 20, sin® (0, — 0,)— 2510 20, ) 071 02+

+ [t +4—4mcos® (0, — 8,)+2msin* (8, —0,) 0}, =4a2,

przy czym przyjeto nastqpujqcé oznaczenia: p;=2 cos® 8;,—sin? @, r;=2sin* 0,
—cos? 8, m=2 cos? ({#; —0,)—sin® (8- 0,).

Réwnanie (6.14) przedstawia dwa walce eliptyczne (przypadki {6.12)) w ortogo-
nalnym ukladzie wspoirzednych ;—m Ty ccrxy. Walce te sq styczne do odpowiednich
elipsoid (6.9).

¢) Widkna pierwszejf rodziny - sztywne, drugiej — uplastycznione. Przypadek ten
jest odwrotny do poprzednio rozpatrywanego, tzn.

=0, gdy losl <orss

(6.15)
852#01 gdy }0521 :sz .

Sposéb uzyskania funkcji uplastycznienia jest identyczny dla przypadku b)i prowadzi
do nastepujacego warunku uplastycznienia:

(6.16)  3sin0, (3005, 0, +1) 67,4 3cos? 6y (3sin? 8, + 1) o2, + 3 (4—3sin? 20,)07, -
—18sin*#, cos® 8, ;'xx ;'yy* 6sin 28, (3cos® 6, — 1) ;'xx ;xy_
65in 26, (35in? 0, — 1) 0y oyt 2 [y 1= 2051 T e+ 2 [y 11—

2] Gy Gy 16 [mSID 20, — 250,105 0.y +(A—m?) 0, =405 .

Roéwnanie (6.16) okresla, podobnie jak poprzednie, dwa walce eliptyczne styczne
do pozostatych dwéch elipsoid (6.9).

d) Obydwie rodziny wickien sztywne. W tym przypadku naprezenia we widknach
obydwu rodzin nie przekraczaja granicy plastycznosei:

(6.1 log!<0ps, G52 <Trz2s
natomiast predkoéci odksztatcenia w kierunku obydwu wlokien s réwne zeru:

6.18) 8oy =6,y CO82 0 4By, 5IN* O + ¥, 8in 0y cOSOy
b, =6, C08% 0, 8y, sin® 8, -+, sind, cos b, .

Wickna sg wiec niewydiuzalpe, czyli ich kierunki sg kierunkami charakterystycz-
nymi.
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Na rys. 17 prredstawiono koto Mohra dla predkodcei odksztaleen I zilusirowano
omawiany przypadek. Dla dwdch nieodksztatcalnych rodzin widkien znane sg kie-
runki zerowych wydluzen w materiale. Pozwala to natychmiast okrefli¢ kierunki
eléwne odksztalcen. Przebiegaja one po dwusiecznych katéw pomigdzy kierunkami
widkien obydwu rodzin. Fakt ten latwo mozna udowodnié, Otéz X CSB= £ BSA=

1 —_ = ] -
=5 X CSA, gdyz katy te oparte s3 na réownych lukach AB=BC= 5 AC. Ze wegledu

na wspolosiowosc tensoréw e i 6™ wynikajgca z izotropii materiafu podstawowego
znane sa kierunki gléwne tensora o™,
W ukladzie osi gldownych waronki (6.18) mozna wyrazi¢ nastepujaco:

(6.19) &, =8,=8,c08% a+E&,sin*u=0, £;,=0,

stad !

él 1

(6.20) LI v
/

Ea2

Ze stowarzyszonego prawa plyniecia otrzymujemy

m nm

811 =420 —022), Rys. 17. Kola Mohra dla pred-
(6.21) m m kosci odksztalcenia przy dwoch
fa =4 (2(722 —0; 1) . wloknach sztywnych

Po podstawienju tych wielkosci do poprzedniego wzorn otrzymujemy

Ht m

200,—0
(622) = g,
2022011
czyli
6.23 :;1, _ 1-2tg*n  3cos?a—2
(6.23) ’é’roz T 2-tg?a 3costa—1"

Ze wzoru (6.23) oraz z warunku plastycznoéci (6.4) napisanego w skladowych
gléwnych tensora 6",

(6.24) gf;~g11322+$§2=a§,
wynika

m 3costa—2

711 =% V3 (Beost u—3cos? at-1)12 7
(6.25)

" Jeos?u—1
= 4 - .
227 00T /T (B cos* o —3cos? ot 1)1/2

Stad wniosek, e stan naprefenia w osnowie daje sie wyznaczy<, jeéli znane sa dwa
kierunki zerowych wydluzein w materiale. Innymi stowy, dwa kierunki charaktery-
styczne wyznaczajg stan naprezenia w materiale podstawowym.
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Wzory (6.25) w dowolnym ukladzie wspélrzgdnych maja postal

n_L oo)/3  3cos2o—cos2d
Tx=x= 6 (Bcos*a—3costa+t 1)127
(6.26) m To ]/§ 3cos 20 +cos 29
' O =t (3costa—3cos?at 1)
m __Og ]/.3—‘ sin 28
I =+ g (Beosta—3cos?a+ 112"

Jedli orientacje wiokien okredlimy za pomocg katow 0, i 0,, to wzory {6.26) przy-
bieraja postac ' :

- aog/i cosﬂzcosﬁl+2§in025in91
T =L T TRcosta—3costat )2
- 0013 2cosf,cosd +sind,sind,
(6.27) O =L T T3 st a—dcostat )iZ
. m _ 0'0 ]/’/?)_. Sin(91+02)
T =+ "6 (3eosta—3costat 1)

Poszukiwany warunek plastycznoéci uzyskamy podstawiajac do réwnan (6.1) wyli-

mn . .
czone skladowe tensora g i eliminujge parametry o, i 0g. Otrzymujemy wiedy

(628)  Grxsing, sin b, + 0y, 080, 008 B — g, 5int (0, +0,) =
a0 V'3 4cos(0,—0,)sin b, sin0,+4cos? 8, cos? B, +sin® (0, +6,)
6 , (3cos*x—3cos?u+1)'1?

=

lub piszac inaczej !

(6.29) o, 5in(9— o) sin (9+ ) + a5, 005 (9 — &) €08 (+ ) —
o0y3 14-3cos? 2u
6 (3cos*a—3cos?eu+ 1)t

— 0, sin28 ="t

Réwnania te okredlaja dwie réwnolegle plaszczyzny styczne zaréwno do wszystkich
elipsoid (6.9) jak i do wszystkich walcéw eliptycznych (6.14) i (6.16).

Tak wige dla kompozytu zbrojonego dwiema rodzinami widkien (rys. 18) wa-
runki uplastycznienia odpowiadajace przypadkom a) — d) wyznaczaja odpowiednie
obszary wypukie.

Plaski stan odksztalcenia. W tym przypadku warunek Hubera-Misesa dla ma-
terialu izotropowego przybiera postac

n

(6.30) ' . | (;;xx”— O'Ju')z + 40'.3): =4k*,
gdzie k=0,/}3.
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a

b 800
8- 30°

(o]

B 0° 6yy
82=l.5°

01,2950

Rys. 18, Warunki plastycznosci Hubera-Misesa w PSN dla materiatu zbrojonego dwiema fodzinami
wibkien
a) g,=0° 8,=90° b) 6,=0°, 6,=30° © 0, =0° 6,=45"; d) 6, =—45°, 6,=45", 6;1=0672=0p

Postepujac podobnie jak w przypadku PSN otrzymujemy kolejno warunki
plastycznodci opisujace rézne mechanizmy zniszczenia kompozytu, Rozwazmy
je kolejno. '

a) Widkna obydwu redzin sq uplastycznione, W tym przypadku waranek pla-
stycznodci ma postac

(631)  (erax— Oyy—0p1 €OS 20, — G5 €08 20,)2 + (20, — 6, sin 20, —
— 0,80 28,)% =4k2 .

b) Widkna obydwy rodzin sq sztywne. Analiza odksztalcenn dla tego mechanizmu
prowadzi do wzoru

(6.32) w2y,

£22

Ze stowarzyszonego prawa plynigcia otrzymujemy

. m i
£11 =21(011*022),

(6.33)

. Ht m
€22 :2'1(9'22”’011) ’
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czyli po wstawieniu do poprzedniego wzoru mamy
(6.34) tgtu=1=a=—+n—.

Wyptywa stad wazny wniosek, ze w PSO mechanizm b) zachodzi tylko wtedy, gdy
witkna sa ortogonalne.

Jestedmy w stanie okreéli¢ graniczny stan naprezenia w materiale podstawowym
z dokladnoscia do cisnienia éredniego o. Wzory (6.1), po uwzglednienin ograni-
czenia (6.34), mozna napisaé nastgpujaco:

£
O =0 +hsin28, + o, cos? @, +o,,8in? 8,
[
(6.35) Oy =0 —k5in 20, +0,, 51020 + 0,5 c08% 8, ,
[
Oxy=k 0820, +0, sinf, cosd, —o,,8infd; cosd, .

Po wyeliminowaniu parametréw\ g 1 0,0, Ootrzymujemy warunck graniczny

¢ c c 4
(6.26) - [(gxx— 73y) 5in 20, — 26, cos 20,1 = 3 al.

) Jedna rodzina widkien jest uplastyczniona, druga—sztywna. Do wzoréw (6.35)
podstawiamy albo o] =06, albo |o,| =0y, i, eliminujac odpowiedni parametr,
otrzymujemy warunki plastycznoéel:

4

(6.37) (6 — 0y) S0 26, — 207, €08 20, + 04, 8in 2 (6, — 6,012 =+ a2,
gdy o] =0, oraz

c r ¢ 4
(6.38) (G 0) 5101 205 — 20, 003 20, + 017, 5in 2 (0, —0) P =3,

gdy log|=0,.

6.2. Material podstawowy podlegajqey warunkowi Treski

Warunek plastycznodci Treski dla materialn podstawowego okredlony jest przez
nastepujace funkcje:

mn 2 m m
fi= Txyp™ (0-0 - dxx) (UD - G'yy) ={,
m

- m m
(6.39) fo 50— 0y)? +402,— 05 =0,

m

f3 :O-;y - (JO + O'x,\‘) (0-0 + gy.v) =0.

W przestrzeni napregen 3[- ; funkcje f1 1 f; okreélajg dwa stozki polaczone walcem
eliptycznym opisanym funkcja f,. Przecigcia tych powierzchni drugiego stopnia
sa elipsami o nastgpujacych rdéwnaniach:

n m

O-xx+ Gy~ 0o

(6.40)

Hiz m 1]
Oyt 0, — G g =0
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dla przecigeia f; 1 f, oraz

n n

Gxx+dyy= —0o,
41
(6 ) ., ] m
G'xy'i' J}.y“‘F Ty Og =0

dla drugiego przypadku.
Wykorzystujac wzory (2.1) modeny funkcje (6.39) przedstawi¢ nastgpujaco:

[
fi=(0—0, sin@,cosf, —a,,sinl, cos 0,)* —
2 2 i o2 so2 °
— {0+, €057 0, +6,5 082 0, — G) (Gg + 04y 8IN% 8, + 0,y sin? B, —,,) =0,

.fz =(axx—0yy— 051 €08 201 3 COS 202)2 +4 (ny 5

642) 5 Ost sin 24, —

i ) 2 2
- a s 810 292) =0,

[ad
Ss=A{oy—0assinf cosh, —o,sind, cos 0,)% —
° 2 c - S0
(ot Oyx— 051 €087 0 — 0, €082 8,) (0 + 7, — 54 SIN* G, — a5 8i0° 0,) =0,

Podobnie jak dla warunku Hubera-Misesa, rozwazmy rézne mozliwe stany wiokien
podczas osiagnigeia przez kompozyt stanu granicznego.
a) Wickna obydwu rodzin sq uplastycznione, Przypadek taki zachodzi, jesli

(6.43) . o l=0ay, [0l =0y,
Predkosé odksztalcen w kierunky widkien nie moZe znikaé
(6.44) 8170, 8,40,
przy czym
£, >0, gdy o, =05, 82 >0, gdy Ts3=0r2;

645 . —
Es1 <O= gdy T =—Tri, 552<0: gdy T =—0p; .
Podstawiajac (6.43) do (6.42) otrzymujemy szukane warunki graniczne dla przy-
padku a). Uzyskane w ten sposob réwnania, po uwzglednieniu wszystkich kombinacji,
(6.45) przedstawiaja cztery powierzchnie opisane rownaniami (6.39), przesuniete
wzgledem $rodka uldadu wspdtrzednych.

Rozwaimy z kolei nastepny przypadek:

b) Widkna pierwszej rodziny sq uplastyeznione, drugiej — sztywne, Ten przypadek
zachodzi, jesli

(6.46) [oa1l =041, o2l <0rs .

Predkos¢ odksztatced jest wtedy okredlona nastepujaco:

(6.47) és] 7&0 > ész :O )
a ponadio

£3>0, d Oy =01 ;
(6.48) F gdy 1=951

<0, gdy Os1= =0y
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Sposéb postgpowania prowadzacy do znalezienia odpowiednich warunkow gra-
nicznych jest analogiczny do przedstawionego w rozdziale omawiajacym przypadek
sztywnych widkien w kompozycie zbrojonym jedng ich rodzing., Powierzchnie
walcowe opistjace ten przypadek réznig sig tylko od opisanych we wspomnianym
rozdziale réwnoleglym przesunieciem. Parametryczna postaé réwnan okreslajgcych
te powierzchnie jest nastepujaca: -

[ m £ m

Gxx—Oay— 0y COS2 0, Oyy—0yy—0y 8N 6,

cos?f, sin® 4,
), [ m
(6.49) _ Oy — Oy — 0Oy 8i08) cOS B,
- =g
sin @, cosd, 2
m nt m 2 1"2 . 1
U'xx+0'),y=:|‘_0'0, ny+gyy+gyygo=0-

m nt "
Po wyeliminowaniu parametréw o, Oy, Oy OfIZymujemy szukane warunki gra-

niczne dla omawianego przypadku. Maja one nastgpujaca forme:
i c [ [ < L4 .
(6.50) o2 sin?t, 40,0082 85+ 05, — (0xxt0,) 0y 8ID 20, T
< [=
T 000802 0, F0,,05¢08° 8, +0,, 0081028, +
+2;—x,\. ap, sin (8, —8,)sin b, cosb, —2g,, 0, 8in (6, - 4.} sin @, cos,—

2y Gy OS (0 +0,)sin (0 — 0,) L 5o 0y 802 (B, — O:) 4+
‘ +o7, sin? (§, ~6,)=0.

Rozpatrzmy nastgpnie mozliwos¢ spetnienia warunkow (6.46) na powierzchni f5.
Jest to przypadek analogiczny do omdéwionego w poprzednim rozdziale mechanizmu
plynigcia kompozytu w PSO. Wykorzystujemy wigc wzory {6.35) i po wyelimino-
waniu odpowiednich parametréw otrzymujemy nastgpujacy warunek graniczny:

(6.51) [0 e Gay) 511120 ~ 2074, 08 20, +07, 510 2 (8, — )2 =02

Rozwazmy teraz przypadek odwrotny:
¢) Wiskna pierwszej rodziny sq sztywne, drugiej — uplastycznione. Przypadek
ten zachodzi, jedli spelnione sa warnnki

(6-52) loail <os2, 10l =0,
Podobnie jak poprzednio, predkosé odksztalcenia jest wiedy okre$lona nastepujaco:

(6'53) ) é:.'l:o: ész :-;&Os

przy czym
é32>03 ‘ gdy Js?.:o.fZ;

82<0, gdy Gnp=-—0n.
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Powtarzajac tok postepowania otrzymamy nastgpuigce warunki graniczne:
< C_, [ [ r [+ . . c . _—
(6.54) oI sin* 8,40, cos? B, + a2 (0.t 0yy) 04,8020, F o, 0p8in2 0, F
(& [ IS
Fo,e0c08* 0, +6,,0,5i020,+ 26, o, 8in (0, —6,)sinf, cos &, —

20,075 50 (0, —0,)8in 0, c08 0, — 20, G5 €08 (8, +8,) sin (0, — 0,)+
0o 0y 5in? (05— 0,) + 02, sin? (0, —0,) =0

oraz
(6.55) [(o‘cxx - oc",,y) sin 26, — 2;_‘.3, cos 28, +o,,sin2(8,~8,))> =al.

Rozwigzania (6.50) 1 (6.54) okrefiaja walce eliptyczne, rownania za$ (6.51) i (6.55)
plaszezyzny odpowicdnio réwnolegle wzgledem siebie i styczne do tych walcow.
Ostatni mozliwy przypadek
d) Wickna obydwu rodzin sq sztywne. 7. charakterystyki mechanicznej wickien
wynika, Ze w takim przypadku naprezenia we wldknach obydwu rodzin nie osiggaja
granicy plastycznodei:

(6'56) i6s11<.6fls igszi<af21
predkosci za$ odksztalcenia widkien przyjmujg wartoéci zerowe:

(6.57) 80=0,  £,=0.

Powtarzajac rozumowanie przytoczone w p. 0.1, dotyczace takicgo przypadku,
otrzymujemy-analogicznie
.

(6.58) = —tgla,  §,=0,

_ £y
przy czym « oznacza kat migdzy kierunkiem wiokien, a dwusieczng kata pomiedzy
nimi. Jesli o jest dowolne, to warunki (6.58) spelnione sg wylacznie w punktach a)
lub b) na powierzchni plastycznodci dla osnowy (rys. 5).

Inne mozliwosci ze wzgledu na izotropig osnowy nie wchodza w rachubg. Punkty |

a) 1 b) przedstawiaja jednoosiowe stany naprezenia:

Q
F/al

SN ERENE

punkt a) =g, =0, Gaa=0p, gdy
(6.59)

W

punkt b)=-0;,=0, dllziaos gdy o
Szukany warunek graniczny w formie ogdlnej ma postac
(6.60) 8110011 —011) + 835 (02,—022)=0.

Po podstawieniu (6.58) i (6.59) otrzymujemy nastgpujace warunki graniczne w ukia-
dzie napreZen giéwnych '

4 c :
(6.61) 220w 18t e= 10, D<asnfd,

o

c
Ta—01g2e=toglg?e, midsan/2.
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W dowolnym ukladzie wspélrzednych obréconym wzgledem osi gldwnych o kat
& mamy
(6.62)  GueSi (94 0) Sin (3= o) Gy O (94 ) €08 (9 — o)+

.

c
+0,,8n28=+0,co8*e, jezeli  Oga<gn/4;

=+og,sin?e, jezeli nfd<a< w2
lub inaczej
0,—0,
) . +a, COSZ( 2 ﬁ),
(6.63) ¢i.sin@,sinf, +o,,c080,cos 0, +0,,5n (0, +0,) = o o
46,502 ( ! -2-).

Omdwiony przypadek nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci. Stan odksztateenia
okreslony przez (6.58) moze byé zrealizowany rowniez na powierzchni walcowej f>.
Przypadek taki byl juz oméwiony w p. 6.1 w trakcie analizy PSO dla materialu
Hubera-Misesa. Pominiemy wigc wyprowadzenie rdwnan, ograniczajaé sig do
podania ostatecznej posiaci warunkuo granicznego:

[} [ [~
(6.64) [(0yx— 6,,) sin 28, — 20, c08 20, | =05 .
a B§:=0° 5 b "g=0°
By= 90° b4 B; 3p° Gyy

. 1,08 Go N
/ 480 ‘L‘ﬁ
-Go BV Baxx 6o [ G Bxx

c  8-0° Byy d  B=2-45" |Gy
@23450

'Bﬁ‘
- 6a Be Gxx ;2=B° / | . _Bxx
t M ~Ga /Eo 26o
4B

1264

Rys. 19. Warunki plastycznodei Treski dla materiafu zbrojonego dwiema rodzinami witkien
Q) 0,=0°, 0,=90°; b) §,=0°, 8,=30°; ¢) §,=0°, 0,=45"; d) §,=—45", O, =45
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Wypukty obszar okre§lony przez warunki graniczne wyprowadzone w tym paragrafie
daje poszukiwang powierzchni¢ plastycznosci dla kompozytu, Sktada sie ona z dwdch
rodzajow powierzchni drugiego stopnia, mianowicie ze stozkéw i walcdw eliptycznych
oraz z plaszczyzn (rys. 19).

6.3. Marerial podstawowy 1a-f;aa’l‘egajqcy warunkowt Johansena

Nastepujace dwie funkcje uplastycznienia okreslaja warunek plastycznodci Johan-
sena dla izotropowego materiatu podstawowego:

(6 65) fl:Ouiy_(o-ﬂ_Gxx)(go_g)’Y):O!

fri=ol,—(os+a.)(Eoy+0,,)=0.

Réwnania te przedstawiajg dwa przecinajace sie stozki. Przecigcie tych stozkdw
jest elipsg o rdownaniu
i n

(6 66) 0')2()‘4-6;]?“0‘),),0'0(1—6)—60‘3:0’

m m
Tyt oxe =0 (1=C) .

Podobnie jak w dwoéch poprzednich paragrafach rozwazamy rozne stany widkien
w chwili osiggnigcia przez kompozyt stanu granicznego.

a) Wiskna obydwu rodzin sq uplastycznione. Warunki graniczne opisujace ten
mechanizm majg postac

(4
Ji=(vy—0opsing, cosd, — o, sind, cos 0,)2 — (og +op cOs 0, +

(6.67) , +0s,c08% 0, — 0l Yoo+ 0, 8020 Fo,,8i07 0, —0a,,)=0,

c [+
Jo=(0,—ap 8in8, o8B —0p, 508,08 0,)* — (Eog+ 0 — 0y cOS? O, —
— 65,082 8,)(Eog+ 05, — 0y 5i0% 0, — 04, s8I0 8} =0 .

Réwnanie (6.67), po uwzglednieniu wszystkich kombinacji (6.45), okre§la cztery
bryly odpowiadajace (6.65), przesunigte wzgledem srodka ukladu wspdhrzednych.

Rozwazmy nastgpny przypadek.

b) Widkna pierwszef rodziny sq uplastyczrione, a drugief—sziywne. Metoda
znajdowania warunku granicznego dla tego przypadku jest analogiczna do metody
stosowanej przy omawianiu warunku Treski. Parametryczna postaé tych warunkow
jest nastgpujaca:

C il

H
Oy — Oxx— 051 COS° 8, 05, —G,,—a; sin? 6,

cos? 0, sin? 8,

[ n
(6.68) Oy~ Oy —0py 800, cosly
= : =g,
sinf, cos 8, 2>

m m m i) m

Giy-i-ﬂ,,,,-—a,,yao(l—é)—§a§=0, Oyt Oy =00 (1=&).
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- n n n
Po wyeliminowaniu paramettdw .y, 0,,, Oy Otrzymujemy szukana zaleznosé

graniczng:
(6:69) 52 §in? 0,4+ 62 COS? By + 02, — (T F Ty) Gy S0 203 — G G (1 — &) sin? 0 —
Gyt (1) cO52 B, + Gy 7o (1 —E) 5in 20, +
20, Gy 8 (05 — 0) 5in 0 €08 0y — 20, 1 8in (0, —0) 8in 8, €05 0 —
20,108 (814 B) sin (01 — 82) + G0 (1 —E) apy sin? (6, —02)+
02 (L — &) si® 0, — &)k 62, sin? (8, —8,) =0.
¢) Analogiczne réwnanie dla przypadicu odwrotneéo.
(6.70) 52 Gin? 0, 1 02 c08? 0, + 0% — (T -+ Tyy)yy 511 20, = 7,05 0 (L &) 5in? 0, —
—f;,w oo (1—&)cos? B, + 0y 0o (L&) sin 20, +
200y 5i (8, — 0,) 50 0, €08 0, — 25, 0 sin (B, ) 5in 0, 08, —

—Zén,afz cos (8¢ +8,)sin (@, —8,) + oo (} —&E) apy sin? (8, —0,)+
+ o [(1—-8?sin* 8, — ]+ o7, sin* (6, 6} =0.

Rdéwnania (6.69) i (6.70) okreslaja w ukiadzie oc'xx, ccrm., c;x,, walce' eliptyczne, dla
ktérych Hnig tworzaca jest elipsa (6.66).

Ostatnia mozliwoscia jest przypadek nasigpujacy:

dy Widkna obydwu rodzin sq sziywne. Warunki opisujace ten przypadek moga
byé spelnione w punktach a) lub b) na powierzchni plastycznosci dla osnowy
(rys. 8). :

Punkty te majg wspdirzedne:

" m

‘(6.71) punkt &) o =—E(0¢, G22=0p;

m

punkt b) ;711 =0gq, T3z = _60-0 .

Szukany warunek graniczny mozna przedstawi¢ w nastgpujgcej formie:
) ¢ n ¢ m
6.72) . 11(011 —011) 4825 (022— T22) =0,

co oznacza spelnienie warunku (6.57) oraz uwzglednienie fakiu, Ze szukana po-
wierzchnia graniczna musi przechodzié przez punkty a) i b). Po uwzglednienin
(6.58) i (6.71) otrzymujemy warunki graniczne:

011182 6 oy =g (tE2 o+ dla punktu b),
6.73) 1118 G20 =0 (1g% x-+E) p )

c

Grr—0y tg2 a=0,({tg? e +1)  dla punktu a).

W dowolnym ukladzie wspolizednych réwnania (6.73) przyjmuja postad:

0 810 (o4 8) i (ce— ) — 0, COS (o 8) 008 (o — I} — Gy 511 28 =70 (5% 2+ £ 0082 )
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oraz
(6.74) Gy S (3+2) SIN (9 — )+ 7, COS (-4 ) COS (S — ) + Gy 5T 28 =

=ao (€ sin? o+ cos? &),

N
Poszukiwang powierzchnia graniczna jest powierzchnia obszaru wypukiego, okre-

Slonego przez warunki graniczne otrzymane dla wszystkich rozwazanych pirzy-
padkow (rys. 20). : ‘

o =0® B,»90° 16 yy b Bi= o° 8; 30°
=G§E:2 ; G B¢y B, Gyy
2 6o -
+6o
B B L
- 266 '
+-Go
206e
.qeQ - (RO Byy
c 81-0 82' 45 Gyy d E)\=1'.5°82=1.5° 26
57 5 S By = 677 B, -
viEG
L6o
N . . Bux _ZEU . Go SH.
"Bo ~'Be ’ 26,
- Bo 1
-260

Rys, 20. Warunki plastycznodci Johansena dla materialu zbrojonego dwiema rodzinami wiokien
przy £=1

7. WYKORZYSTANIE FUNKCII DYSYPACTI DO WYZNACZANIA WARUNKOW PLASTYCZNOSCI
DLA KOMPOZYTU ZBROJONEGO DWIEMA RODZINAMI WEOKIEN

Wykorzystanie funkcji dysypacji do wyznaczenia warunkéw granicznych dla
materialéw zbrojonych dwiema rodzinami widkien réwniez nie nastrecza trudnodci,
Jest natomiast, naszym zdaniem, podej§ciem prostszym merytorycznie od przedsta-
wionych we wczednigjszych rozdziatach pracy.

Niech moc dysypowana w kompozycie bedzie wyrazona wzorem

- m o
(7.1) D= [oyéyaV+ [ 5,64V .

ym v
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Pierwsza catka wyraZajaca dysypacj¢ w materiale podstawowym nic ulega paturalnie
zmianie, natomiast moc dysypowany we wicknach wyrazamy w omawianym przy-
padku, w nastgpujacej formie:

(7.2)  Dp=0y (£2y008% 0+ &y, 5in% 0, + &, 8in 26,) +
O,y (B4 COS% B+ &, I 0, + &, 85I 26,) .

Znajac postaé funkcii dysypacji, mozemy wyznaczyC skladowe tensora naprezenia
dla kompozytu, gdyz

e JD
(1.3) o= Fr
Mamy wtedy
. e (&)
O =—— "+, 0082 0 + a5, 0082 0y,
8.
[+ aDm (éij) . .
(7.4) Oy =" or T O sin28,+ 0,802 0, ,
O8,, ‘
c eD™ (&) . .
Oy = T + o, 5in 20, + 6., 8in 28, .
-

Zakladamy, ze funkcja dysypacji D™ dla izotropowego materialy podstawowego
jest znana. Wtedy pierwsze skfadniki po prawej stronie réwnafi (7.4) przedstawiaja
skladowe stanu naprezenia w materiale podstawowym wyrazone explicite, badZ
tez jako funkcje skiadowych stanu odksztalcenia. Wyst¢pujace w tych wzorach
wielkoécl o, 1 6., W stanie granicznym moga preybieraé wartodci

(7.5 ol <05, |0l <0p.

Rozrézniaé mozna, tak jak w poprzedniej czgéci pracy, cztery roine przypadki.
Rozpatrzone zostana kolejno.

ay Wiskna obydwu rodzin sq uplastycznione. W takim przypadku podstawiamy
przeksztalcone funkeje (7.4) do funkcji uplastycznienia f (;i ;}=0 pamigtajac przy
tym, Ze
D" () _m

— =g, .
08;

(7.6)

Otrzymuje si¢ wtedy warunki graniczne dla kompozytu.

B), ¢) Wiskna jednej rodziny sq sztywne a drugiej — uplastycznione. Postgpowanie
nasze sprowadza sie do wyeliminowania parametréw o,y badZ a,. W tym celu odwra-
camy wzory (7.4) i okre§lone w ten sposéb wielkosci wstawiamy do warunkéw
okreslajacych zerowe wydluzenie odpowiednich widkien, tzn. &, lub &,. MoZemy
wtedy wyznaczyé nieznana wielkod¢ oy, albo a,,. Wykonane nastgpnie przeksztal-
cenia algebraiczne pozwola uzyskaé szukane réwnania graniczne.
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Ostatni przypadék, przy ktérym widkna obydwu rodzin pozostaja sziywne
wymaga jednoczesnego spelnienia warunkéw
by =y 08 0, + £, 5in* & +£,,8in 20, =0,

(1.7} L I .
&y =6y 0082 0y + 4, s8I0 B, 4+ &, 51020, =0, ;

Rozwigzujac taki ukiad réwnan jednorodnych z trzema niewiadomymi otrzymujemy
3. =2psin @, sinf,sin(d; —8,),

(7.8} §,,=2pcost, cos f,sin(#;, -0},
by =psind,— 0,)sin (0, +0,) .

W przypadku dwoch wickien sztywnych stan odksztalcenia jest wige okreslony
7 dokladnoscig do parametru p, przy czym p jest dowolng liczby 16Zng od zera,
Podstawienie funkeji (7.8) do wzoru (7.6) pozwala na jednoznaczne okreslenie stanu
naprezenia w osnowie, gdyz funkcja jest funkcja jednorodng rzedu zerowego wzgle-
dem predkodci odksztalcei. W tym przypadku nalezy jeszcze tytko wyeliminowac
patametry gy, 1 65, z réwnan (7.4). Po tej operacji otrzymujemy szukane rownanie
graniczne.

8. GRAFICZNA ILUSTRACJA STANU GRANICZNEGO MATERIALU ZBROJONEGO DWIFMA
RODZINAMI WEOKIEN

Sposéb wyznaczania obwiedni granicznych dla materialu podstawowego pod-
legajacego réznego typun waruvkom. granicznym przedstawiony zostal w pierwszej
czedci pracy, poswigconej analizie kompozytdw zbrojonych jedna rodzing widkien.
W zwiazku z tym z tej czedel pracy zagadnienie to potraktujemy jako znane i przejdzie-
my do nastepnego etapu rozwazaf. Pierwszym krokiem bedzie wyznaczenie kola
Mohra, obrazujgcego stan graniczny

materialu podstawowego przy dwdch —C
widknach sztywnych. -

Dla  warunku Hubera-Misesa A o 1) T DE
w PSN da sie to uczyni¢ w sposéb isf//
jednoznaczny, gdyz znane s3 z gory  nf_ |lo_H@ ’_/ I G
kierunki charakterystyczne, pokry- - F
wajace sig z kierunkami sziywnych - ABs
wlékien. Istnieje bowiem tylko jedno B SN

takie kolo Mohra, ktdre umozliwia P

z dowolnie obranego bieguna P po-  pye 21, Konstrukeja kola Mohra dfa kompozytu
prowadzenie dwdch prostych, prze- " zbrojnego dwoma widknami (sztywnymi)
chodzacych przez punkty stycznodci

z obwiednia, nachylonych wzgledem siebie pod znanym katem 2«. Istotnie, ana-
lizujac rys. 21 widzimy, e kat wpisany 2o oparty jest na tym samym luku co kat
srodkowy ¥ AOB=4a. Ale 0§ o, jest dwusieczng tego kata, wiec prosta przecho-
_dzaca przez §rodek kola O i punkt stycznoéci 4 (czyli normalna do obwiedni) na-

P

Roz;ﬁrawy Inzynierskie — 4
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chylona jest do osi g, whaénie. pod katem 2a. Poniewaz przy eliptycznej obwiedni
istnieje tylko jedna normalna o takim wspolezynnikn katowym, przeto okredla
ona jednoznacznie szukane kolo Mohra.

Wspdlezynnik katowy normalnej do elipsy o rownaniu o, fa*+t2(/h*=1 okre-
slony jest wzorem

1 a’td
(8.1 1".'i'=—d—yz ot
dx

Znajac jego wartoécl mozemy okredlié wspdlrzedne punktow stycznoéei kola Mohra
do obwiedni oraz jrodek i promient tego kola. W naszym przypadku a’=4c%/3, 7
b*=o2(3, a stad obliczamy

) 4a, ]/5 g I/E tg 2o
(8.2) =t =% e
3V41tg? 2a 3 V4112224
oraz :
VEG'O l/gﬂ'o
G= e, R=Tmax: — =,
Vdtg? 2 30820 V44 tg? 2u

Znajac powyzsze wielkosci mozemy okre§li¢ graniczny stan naprgZenia w osnowie: |
Y p

n .l‘/guao ( cos29 )

GI -: S— 3
T Va+ig?2a

- }/? O ( cos 29 )

0- = — -
S RN

m l/ gao sin28

Oy = =—
* 3cos2e Va+tg?2

3cos2a

(8.3)

- 3cos 2o

-Wzory (8.3) po wjkonaniu przeksztalced trygonometrycznych dadzg si¢ doprowadzi¢
do postaci (6.20). ' '

Bs2
. a )
a 552 sin” 22 652 5in 2e< b o
i
i
:552 sin 2t €05 20l BS15in 2 cos 20
o d 'z

ég _§;| Gg;s_i-ant =
' Bsysin? 2«
»/552 sin 295 65?/ (

Rys. 22, Stan naprezenia w kompozycie w przekr_oju réwnoleglym do pierwsze] i drugiej rodziny
wiokien :

Nastgpnym etapem jest wyznaczenie kota Mohra oprazujacego stan graniczny
kompozytu, Wykorzystamy w tym celu wzory (6.1) okreslajace stan napreZenia
w kompozycie na dowolnych ortogonalnych plaszczyznach. Taka forma nie jest
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dogodna do ilustracji graficznej. Zauwazmy, Ze je$li przetniemy kompozyt plasz-
‘czyznami réwnoleglymi odpowiednio do pierwszej i drugie] rodziny wiokien
i okreslimy stan napr¢Zenia na tych plaszczyznach, to otrzymamy duZo prostsze
wzory, w ktorych skladowe styczne i normalne wektora napreZenia nie zawieraja
jednoczeinie obydwu parametrdw o, i 7.

Zgodnie z rys. 22 i réwnaniami (6.1), w ktérych przyieto a) 8,=0, b) 8,=0
mamy w przypadka a)

[ in
Tyx = Oxx + 651 + Ty 0052 2o »

< m
. —_ Tl
(8.4) Oy =0,y + 05y 8i0° 20,
c m

: ry =0+ Gy 51N 200 COS 2t ;
w przypadkn b)

i m

Oy ™ Gy 0 COS? 200+ 055
c m

Ty =Gyt Oy SIN2 20,

[ m

Oy = Oyy+ 05y 510 200 COS 20

Po Wykonamu wykresow funkcji (8.4) jestesmy w stanic wyznaczy¢é kolo Mohra
dla kompozytu {(rys. 21).

Stan naprezenia w osnowie na p%aszczyz’nie #, =0 obrazuje punkt 4, a na plasz-
czyznie 0, =0—punkt B. Z punktdw tych prowadzimy proste nachylone pod katem
2% do osi 1, (styczne do kota Mohra). Na tych prostych odktadamy odpowiednio
wietkodci o, sin 2 i oy, sin 2a. Przez punkty -C i D prowadzimy okrag, ktdrego
srodek lezy na osi o,.

Dla kazdej pary parametrow gy, i 0., istnicje tylko jeden taki okrag. Na rys. 21

" [4
- mozna zaobserwowac dewiacje kierunkow gtownych tensoréw ¢ i o. Kompozyt

W ogéinym przypadku wykazuje silng anizotropie. Jedynie wtedy, gdy widkna
obydwu rodzin przenosza jednakowe sity (lo,,|=le,.]) zachodzi wspdlosiowosc

mw . €
oy 1 oy,

Obwiednia kol Mohra znalezionych dla résnych wartoéel oy 1 5, b@dzie'przed-
stawiaé na plaszczysnie Mohra wykres szukanego warunku plastycznosci dla kom-
pozytu. ROwnanie to ma posiad

%)

(8.5  ousin(9— o) Sin(d+ ) — 7,5in 29 =
Go V3 [cos 20 cos (S+a) cos{9— o)+ sin 29]
6 (3 cos* 3 cos? o+ 1)1/2

=1

Podobnie ilustruje sie graficznie inne mechanizmy wyczerpania noénosci kompo-
zytu. Jezeli widkna jednej rodziny sa uplastycznione, a drugiej pozostaja sztywne,
to sposdb postepowania sprowadzi sie do powtdrzenia odpowiednich konstrukeji
opisanych w punkcie 5 po$wieconym kompozytom zbrojonym jedna rodzing wio-
kien. Dotyczy to rdwniez przypadku, kiedy widkna obydwu rodzin sg uplastycznione,

fezeli przyjmiemy inny warunek plastycznodci dla osnowy, to ulegnie zmianie
posta¢ obwiedni granicznej na plaszezyznie Mohra.
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Rézne rodzaje tych obwiedni byly pokazane w pierwszej czgéci pracy. Oméwimy
w skrécie pewne, zwigzane z ich ksztaltem zmiany, jakie zajdg w przytaczane_] ana-
lizie.

a) Obwiednia k6t Mohra dla warunku Hubera-Misesa w PSO sa dwie proste
réwnolegle do osi o, odlegle od niej o +&. W zwigzku z tym koto Mohra dla osnowy
mozna wyznaczy¢ jedynie z doldadnodcia do ci$nienia $redpmiego o. Przypadek
dwach widkien sztywnyc‘h moze zaj$¢ jedynie dla widkien ortogonalnych.

b) Obwiednia graniczna dla warunku Treski sklada sig z dwoch prostych zakof-
czonych pétkolami. Wynika stad, ze mechanizm plynigcia przy sztywnych widknach
uwlozonych wzgledem siebie pod dowolnym katem o ilustrowaé mogg jedynie dwa
kota Mohra o $rodkach (o4/2, 0) oraz (—oy/2, 0).

Pozostale kola styczne do obwiedni opisujg stan graniczny osnowy wiedy, jesil
widkna sg ulozone ortogonalnie, ' "

c) Kolo Mohra dla stanu granicznego izotropowej osnowy spehiajacej waru-
nek Johansena jest jednoznacznie okreSlone, co Wymka ze szczegolnej postaci obwiedni
opisujacej ten przypadek. :

Wyznaczenie kola Mohra dla kompozytu polega na powtdrzeniu postgpowania
opisanego wczesnie] w tym punkeie, |
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PeswmMme

YCHOBHUA ILTACTHYHOCTH A8 MATEPHAJIOB APMWPOBAHHBIX BOJOKHAMIM

PaboTa NMOCBAMEHA CHUCTEMATHYECKOMY BOHIBOMY YCROBHE NRACTHYHOCTH AN KOMIIO3HTOR
APMHPOBAHELIX OJTHEM HIH ABYMS CeMeficTBaMy BOJOKOH YIPH OPEHNOJIOKeHHH, YTO TAX OCHOBE,
'KaX H BOTOKHA SBNAIOTCH XeCTKO-MICANBHO [NACTHYECKHMH MATCDHATAME.

Ipenebperaercsi sdiberTom TATYIECTH OTIENbHBIX MATEPHAIIOE, 4 TAkuM 00pazoM Hpesefpe-
TASTCA TAKUMY MEXAHH3MAME DA3DYUICHHS KAK Pa3pbiB BOTICKOH WJUI TCHEPAIEA H PacupocTpa-
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OJHOBPEMERHAsA MIACTHIHOCTE BONOKOH M OCHOBYI, 4 TAIOKE NIACTHYECKOS TEICHME OCHOBBI, IpU
HEHHE TPELWMH B OCHOBE. PaccMaTpHBarorcs PasHBIE MEXAHMIMEE TEUEHHS /1A KOMIIO3HTA, Y.3H.
OHVM HITM OOOHX KECTKHX BOJOKHAX, TIpuEmMaeTCH, 9TO OCHORA YAOBIETBOPACT YCIOBHAM IIFIACTH-
urocti I'ybepa-Mugeca, Tpecka u IIHorancena. B paGore npHeensH Metom BRIBOAE TDAHAYHEIX
VCJIOBHEA OPH MCMOJB3CBAHAY (PYHKIMM AHCCHIOALNA, A TAKKE JASTCH TPadHHuecKoe HIOCTPOSHHE
MATIPSDKEHHOTO COCTOSAHMA B KOMIIO3RTE NpM HOMOME Kpyros Mopa.

SUMMARY

YIELD CONDITIONS FOR FIBRE-REINFORCED MATERIALS

This paper provides a sysfematic derivation of yield conditions for composites reinforced by
one or two families of fibres assuming that both the matrix and the fibres are perfectly pla tic ta-
terials. Such mechanisms of failure as fibre rupture or puli-out and matrix cracking are neglected.
Three mechanisms of plasticlow are discussed: 1) plastic matrix and plastic fibres, 2} plastic matrix
and one fibre family rigid, 3) plastic matrix and two fibre families rigird. The yield condition for
matrix has the form of familiar Huber-Mises, Tresca or Johansen conditions usually applied for
metals or reinforced concrete. The forms of dissipation functions are derived and geometric
discussion of fibre-matrix interaction is presented using Mohr's circle. This work constitutes a firts
step toward solution of optimal synthesis problems for fibre-reinforced composites.
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