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ZASTOSOWANIE ZASADY GAUSSA DO PRZYBLIZONEGO
ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH PRZEWODZENIA
CIEPLA

JAN TALER (KRAKOW)

W pracy przedstawiono metodg przyblizonego rozwigzywania zagadnieh nieustalonego przewo-
dzenia ciepla w ciatach stalych opartg na zasadzie najmniejszego dzialania (Gaussa), ktdra zastoso-
wane do przeksztalconego przez Biota réwnania przewodzenia ciepla. Przedstawiono rowniez
praktyczne zastosowanic metody, rozwaZajac nieustalone pole temperatury w polprzestrzeni, na
g1'a11icy ktérej dany jest strumiefi ciepiny zaleZny od czasu i temperatury powierzchni.

WYKAZ WAZNIEISZYCH OZNACZEN

A, B, C stale,
A \ . ] .
a=— wspolczynnik wyrownania temperatury,
cp

b; (1) wspolczynniki zalezne od czasu,
¢ ciepio wlasciwe,
F, sifa dzialajaca na v-ty punkt ukladu punktow materialnych,
F{(Ty, 1) strumief cieplny na granicy pdiprzestrzeni,
m, n, p wykladniki (stale),
m, masa v-tego punktu,
N
A

r wspolrzedna,

liczba Biota,

T temperatura,’
T, temperatura ofoczenia,
T, temperatura granicy polprzestrzent,
T Ti.f“_
- -—
f 1/‘"

{ czas,

bezwymiarowa temperatura granicy polprzestrzeni,

v, predkosé v-tego punktu materialnego,

W, przyspieszenie v-tego punktu materialnego,
x wspolrzedna,

Z dzialanie Gaussa,

o wspolczynnik wnikania cicplla,

4 glebokosé waikania ciepla,
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1 T,
p=l-—,
U T,

’ 7; 1
o =—j‘
v 7

A wspolezynnik przewodzenia ciepla,
TSJrI |
=t
X Ty

7 gestoseé.

1. WsTEP

W ostatnich latach rozwijaja sig bardzo szybko metody przyblizone rozwigzy-
wania ‘réwnan rézniczkowych przewodzenia ciepta, szczegdlnie wariacyjne [1 1 2].
Wigkszos¢ zasad wariacyjnych {worzona jest anaiogicznie do rozniczkowych i cal-
kowych zasad wariacyjnych mechaniki analitycznej [3,4, 5 i 6], np. odpowiedni-
kiem dobrze znanej metody Galerkina jest zasada d’Alemberta, co podkreglal sam
GALERKIN [7]. Réwniez wariacyjna metody Vujanovica [6, 8, 9 i 10] skonstruowana
jest analogicznie do zasady Hamiltona.

W pracach [5, 11 i 12] zastosowano metode Gaussa do prawa Fouriera, a w pra-
cy [13] do réwnania réiniczkowego przewodzenia ciepta. Jak wiadomo z mechaniki
-analitycznej [14 i 15] zasada Gaussa méwi, ze dziatanie Z ukladu punktow mate-
rialnych w ruchu rzeczywistym ma warto$¢ minimalna réwng zeru, a wiec wariacja
Z. jest rowna zery: J

(LD 87 = (T, —m,w,)ow,=0, v=1,..n,

r=1

gdzie dzialanie Z okreslone jest wzorem

1.2 LN L iy !

( . ) Z = 2 Z;T:(Fv_mv_WV) 3 V=i .,0.
v=1

Cecha charakterystyczny w zasadzie Gaussa jest to, Ze przy wyznaczaniu wariacji
dZ przyjmuje sig¢ 6F,=0, a zatem wariacji podlegaja tylko przyépieszenia.
Samoirowicz [11] stosujac zasade Gaussa okre$la dziatanie Z funkeja

1
(1.3) 7= fT(Jqul_gradT)de,

v

gdzie J, oznacza wektor strumienia ciepta. .
W mysl zasady Gaussa wariacje Z okrela si¢ pray zatozeniach [5, 11 i 12]
83,40, S(gradT)=0,

(1.4) B _
§7,=0, J(gradT)#0.
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VuraNovic i BaCLie [13] stosuja zasade najmmniejszego dzialania bezposrednio
do réwnania przewodzenia c:cp}a dzna}ame zZ okreslone jest wzorern [13}

(1.5) | Z= f (X—Y)2dV,

or
gdzie ¥=div (L grad T), Y=pc - e

Podobnie jak poprzednio, rozwazone s3 dwa przypadk1
(1.6) a) JX#0, 5Y:0 oraz b) dX=0, dJY+0.

Vujanovic i Badlié przcdstaWian szereg przykladdw, w ktérych demonstruja zasto-
sowanie swojej metody. Podstawowa wada ich metody jest to, Ze zmienna, wzgle-
dem ktorej minimalizuje si¢ (1.5), wybiera si¢ intuicyjnie, wwzgledniajac oczywiscie
warunki (1.6). Minimalizacja Z przeprowadzona jest albo wzgledem tzw. «kom-
pleksu czasowego», albo wzglgdem tzw. «kompleksu przestrzénnego», ktdre sta-
nowia funkcje zalezne od parametréw pomocniczych w rozwigzaniu przyblizonym.
Trudno$c t¢ fatwo ominaé wybierajac w pierwszym przypadku (1.6a) jako zmienne
niezalezne parametry pomocnicze ¢; W rozwigzaniu przyblizonym, tj. w przypadkach
rozwazanych w pracy [13], albo temperaturg powierzchni T lub glebokos¢ waika-
nia ciepla, natomiast w drugim przypadku T, lub 4. Latwo wykaza¢, Ze w drugim
przypadku, tj. gdy (1.5) minimalizowane jest wzgledem ¢;, metoda ta sprowadza
siedo metody Kantorowicza: '

ar| oT
(1.7) f[dw(l arad T) pc-_J—a;—dV iz1,2, .0
Vv

W pracy [13] rozwazono réwniez pole temperatury w polprzestrzeni, na granicy
ktdrej dany jest dowolny strumieft ciepta. W przypadku minimalizacji wzngdem
«kompleksu czasowegop, jako zmienne niezalezne wzieto jednoczesnie Ty i 8 oraz
zastosowano metode mnoznikéw Lagrange’a. Jezeli natomiast jako zmienng nie-
zalezng wybralibySmy 3, to otrzymahbysmy rozwigzanie identyczne do rozwiazania
z pracy [8]. Wyb;eraja(c jako zmienng niezalezna T, otrzymamy rozwiazanie réwnie |
dokladne jak w poprzednim przypadku. Jako kompleks przestrzenny wybrano
aT,/é. Bardzo tatwo wykazac, e ten sam wynik otrzymamy wybierajac jako zmienng
niezalezng 7. Podobne uwagi odnosza si¢ réwniez do pozostalych przyktadéw
rozpatrzonych przez VUIANOVICA i BACLICA w pracy [13].

Mozna zauwazyé, Ze w przypadku minimalizacji Z wzgledem «lkompleksu
czasowego» metoda Vuianovica [13] sprowadza si¢ do. metody Galerkina lub
Kantorowicza, podobnie jak metoda wariacyjna przedstawiona w pracach [6, 8, 9
i 10] (w przypadku liniowego réwpania przewodzenia ciepla). .

W pracy [13] rastosowano rowniez minimalizacie Z wzgledem «kompleksu
czasowego» w przypadku nieliniowego, dwuwymiarowego réwnania przewoedzenia
ciepla. Réwniez w tym przypadku stosujac metodg Galerkina otrzyma sie ten sam
wynik. Przyklad zastosowania metody Galerkina. do nieliniowego rownania prze-
wodzenia ciepla‘przedstawiony jest w pracy Krasewskieco [19].
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2. OPIS METODY

W niniejszej pracy zasada Gaussa zostanie zastosowana do przeksztatconego
wedlug Biota réwnania przewodzenia ciepla [20]. Liniowe réwnanie przewodzenia
ciepla

ar
2.) div (4 grad T)--pc a =0

Biot przeksztalca wprowadzajac wektor H (x, y,z,7), ktéry speinia réwnanic
[20 i 3] a

(2.2) cpT=—div H.

Podstawiajac (2.2) do (2.1) widzimy, ze (2.1) jest spelnione, gdy
) T -
(2.3) ' grad T+7H=0.

Jak wykazano w pracy [11] wektor H ma prosta interpretacje fizykalna whrew za-
rzutom przedstawionym w pracy [2]:

(2.4) ﬁ:fiw

1]
gdzie J, oznacza strumien ciepla. Wektor H wyraza wiec ilodé ciepta jaka prze-
chodzi przez jednostke rozwazanej powierzchni w przedziale czasu (0, o).

Analogicznie do zasady Gaussa dziatanie Z w odniesieniu do réwnania (2.3)
moina przedstawi¢ w postaci

1 H\2
@.5) Z=—:{AgMT+-dK
2 AT
v
Poréwnujac zaleznosci (1.2) i (2.5) mozna przeprowadzm analogic wielkogci

mechanicznych z cieplnymi:

_ . — 1
(2.6) F,oprad7, we——H, m"Hu}T'
Oczywifcie jest fo analogia formalna i w wycigganiu dalej idacych wnioskéw nalezy
by¢ ostroznym.

Podobnie jak w zasadzie najmniejszego dziatania rozwazone zostana dwa przy-
padki: ‘

2.7) - & (grad T)=0, 5(?)%0

Oraz

(2.8) & (grad T) #0, a():o.
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W mysl zasady Gaussa 2 osiaga wartosé minimalna, a wigc 6Z =0, a zatem przepro-
wadzajac wariacje jednoczes’nic wzgledem grad T i H/A otrzymuije sie

i H\ (H
2.9 6Z= f grad T+~ |6 (grad T) aV + f 2| grad T+ — —|e\ ] dv=o0.

Uwzglqdmajac warunek (2.7), w pierwszym z rozwaianych przypadkéw, z (2.9)
otrzymujemy

2.10 fz( dT+ﬁ)é(ﬁ)dV-O
(2.10) J gra A 2 =
oraz w drugim przypadkun
‘ - ]11
(2.11) fz(grad T+~ )5(grad T)ydV=0.
14

Dalsze rozwazania ograniczone zostang do liniowych réwnan przewodzenia ciepla,

gdy wspolczynnik przwodzenia ciepla jest staly i niezalezny od temperatury.
Zaldzmy, podobnie jak Bior [20 i 31, ze wektor H jest funkcjg skofczonej liczby

parametrow pomocniczych g, ¢a, ..., g, wspélrzednych x, y, z oraz czasu ¢, tj. Ze

(212) ﬁzH(le 61’2, ey qm xa J’, Z! t)‘

W pierwszych z ronaZanych przypadkdw jako zmienne niezalezne przyjete zostang
pochodne wzglgdem czasu parametrdw pomocniczych {(wspdhrzednych uwogdlnio-
aych), ti. 4y, das -, 4, WOWezas wariacja H/A wynosi

2.13 51*{_15;“1‘1@}'16_’
(' ) (/1)_/1 (H)_ Ch di.

Zauwazmy jednak, Ze

(2.14) . Z Gt

a wiec z (2.14) wynika zaleZno$é
og H

(2.15) 3, o

Podstawiajac (2.15) do (2.13) otrzymuje sie

2.16 aﬁml " 3ﬁa
(2.16) (l)_)t g,

i=1
Po podstawieniu (2.16) do (2.10) i uwzglednieniu, ze wariacje 4, sg dowolne otrzy-
muje si¢ uklad » réwnan, z ktdrego wyznacza sie 1 parametrow g;:
2.17 ( dT+ﬁ)3H
(2.17) J\grad 7+ =

Vv i

dv, i=1,2,..,1
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Zauwazmy, ze identyczny uklad rownafi otrzymuje sig w metodzie Biota, tj. z réw-
nania [20 i 3]

.

(2.18) -. : f(gradT+;L)5HdV 0

¥

po_uwzglednieniu zaleZnodci

(2.19) SH= > —Jdq;.

i=1

Biot, wprowadzajac potencjal termiczny

(2.20) o V:% epT? dV,
funkcje dysypacji Y
I O
22n - D:—Z-V TdV
oraz sif¢ termiczng
oH
(2.22) 0 =— J T 3_qi AdA ,

przeksztalca réownanie (2.18) do postaci
BV ép

2.23
(2.23) a0 7

=@, i=1,2,..,n

Z punktu widzenia praktycznego zastosowania metody Biota réwnanie (2.23)
jest zbedne, gdyz do odbliczen mozna wykorzystaé rdwnanie (2.17) przedstawione
w postaci skalarowej, co przedstawione jest w przykiadach do niniejszego artykulu.

Uwzgledniajge analogie (2_.’6)',"tj. EH"—I‘LI, oraz wynikajgca z niej nastgpna
v —H, nalezy zauwazyé, e metoda Biota okreSlona réwnaniem {2.18) jest odpo-
wiednikiem zasady Jourdaina w mechanice analityczne], kiéra okrelona jest przez
rownanie [15] ‘

(2.24) D @, —m, w,)6v,=0
v=1

Do tego samego wniosku, ale nieco inng drogg dochodzi Samorcowicz [11].
Z przedstawionych powyie] rozwazan wynika, Ze pierwszy z rozwaZzanych
przypadkdw, tj. przypadek réwnania (2.10), sprowadza si¢ do wariacyjnej metody
Biota. Z kolei rozwazony zostanie dokladmej drugi przypadek ol(reélony rowna-
niem (2.11).
Biorac pod uwagg rownania (2.12) i (2.2) pole temperatury mozna Wyraz1c
w postaci

(2.25) T=T(q1s Gas errs Grs X5 Vs Z, 1)
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W rownaniu (2.11) jako zmienne niezaleine podlegajace wariacji przyjmuje sig
parametry g, (Wspéh'zqdne uogdlnione), d zatem ' '

(2.26) 5 (grad T)=grad (4T) =grad Z -54;.

Podstawiajac (2.26) do (2.11) i uwzgledniajac, Ze Jg; sa dowolne oraz ze A—const,
* otrzymuje si¢ uklad # réwnan rézniczkowych liniowych, z ktdrych wyznacza sig
1 parametrow g,:

2.27) f (grad T+ %)

1%

a .
a4, i=1,2 ..,n

PowyzZsze réWnanié oraz (:.2.1_7)- stanowig ukfad réwnad rézniczkowych wyko-
rzystywanych w obliczeniach praktyczaych, dlatego tez wydaje sie celowe
przedstawienie rownafn (2.17) i (2.27) w postaci skalarnej. Rozwazania ograni-
czone zostang do jednowymiarowego rdwnania przewodzenia ciepla. Rownanie
(2.1) ma wowczas postaé

' . 12 ( aT) oT

22 wa\ar) T

gdzie p=0 dla plyty, p=1 dla cylindra oraz p=2 dla kuli.
Réwnanie (2.2) napisane dla rozwazanego przypadku sprowadza sie do réwnania

b9
(2.29) epT==— = (" H), H=(H,0,0),

a réwnanie tézniczkowe (2.3) przyjmuje postaé

530 3T+'1 JH
2.30) ' e A ar
Po uwzglednieniu poWyzszych zaleznosci ukladorh réwnati rozniczkowych {2.17)
i {2.27) mozna dodaé inna postaé: :
ukladowi rownan (2.17)

"aT 1 OHN (8H
SN

a1 w e

)

ag;

) 2 dr=0, i=1,2,..,n

oraz ukiadowi réownan (2.27)

L

(2.32) P dr=0, i=1,2, .., 1.

ar 1 oH
( A ar)

¥

Pole temperatury aproksymuje sig zwykle wiclomianem m-tego stopnia:

233) : _T= b0
i=0 ’
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Podobnie jak w metodzie Biota oraz bilansu cieplnego [20 i 21] przy wyznaczanin
wspdlczynnikow by, by, ..., b, wykorzystane zostanie pojecie glebokosci wnikania
ciepta [3 i 20], ktéra jest parametrem pomocniczym (wspéhrzedna uogélniona)
wyznaczang z réwnania (2.31) lub z réwnania (2.32). Trzy wspdlezynniki b, b,
i b, mozna wyznaczy¢ z warunkow brzegowych. Przykladowo, jesli rozpatrujemy
polprzestrzenn lub pierwsza faze wnikania ciepla w $ciance plaskiej {20}, to stale
te wyznécza sie z warunku brzegowego na granicy polprzestrzeni lub na powierzchnd
$cianki oraz z warunkéw wynikajacych z definicji giebokosdei wnikania ciepla:

o
Tx=0)=0, 3-(x=0)=0.

Pozostale wspétczynniki wyznaczane sa w tzw. warunkow gladkosci krzywej apro-
ksymujacej rozklad temperatury w punkcie o wspdirzgdnej x=4
>*T

Ox% |x=s

(2.34) =0, s=2,3,.,m=2,

Tezell w (3.33) m=2, to warunki (3.34) sg zbgdne. W przypadkn plyty jednostronnie
izolowanej lub walca i kuli ogrzewanej lub chlodzonel z zewnatrz, warunek (3.34)
moze by¢ réwniez stosowany w drugiej fazie wnikania ciepla w przypadku, gdy
m>2. Jezeli przeciwlegta dcianka plyty lub kuli i walca wydrazonego nie jest izo-
lowana, to nalezy ograniczy¢ sig do m=2 [22].

W przypadke wspétrzednych cylindrycznych i sferycznych aproksymacja pola
temperatury wielomianem (2.33) nie zapewnia dostatecznej dokladnosei {23 i 24]
i do (2.33) nalezy dodaé b, In r [24] w przypadku wspétrzgdnych cylindrycznych
oraz b, . ,/r w przypadku wspdtrzgdnych sferycznych [26]. Nalezy zwrdci¢ uwagg,
e woOwczas powinien by¢ spelniony warunek r>0.

W dalszej czeSci pracy przedstawione zostanie praktyczne zastosowanie przedsta-
wionej metody a takse analiza jej dokladnosci. '

: 3. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA METODY

Okredlone zostanie przyblizone pole temperatury w pofprzestrzeni na granicy, ktérej
dany jest strumien cieplny zalezny od czasu ¢ i temperatury powierzchni pélprze-
strzeni 7}, a wigc przy warunku brzegowym

3.1 ‘ A or 7.
( . ) - Sx x:o—f( s:t)
oraz przy warunku poczatkowym

(3.2) T(x, 0)=0.

Stosujac technike zaproponowang przaz LARDNERA [27] oraz RAFALSKIEGO i Zysz-
kowskiego [28, 29, 30 i 31] wprowadzone zostang dwa parametry pomocnicze:
temperatura powierzchni pélprzestrzeni 7, oraz glebokos¢ wnikania ciepla ¢, przy
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czym tylke jeden z nich bedzie traktowany jako niezaleiny, poniewaz obydwa
parametry zwigzane sg warunkiem brzegowym (3.1).

Pole temperatury aproksymowane zostanie wielomianem (2.33). Wspoiczynniki
b; wyznaczone zostana z warunkow brzegowych

T, H=T,, T(,6)=0,

(3.3) a7

ox

x=4

oraz z warunkdw glebokosci (2.34).

Podstawiajac wyznaczone w ten sposob wspolezynniki &; do (2.33) pole tempe- °
ratury mozna przedstawi¢ w postaci

: x m . .
(3.4) T(x, =T, (1 —?)_, 0<x<d, 0.

Po podstawieniu (3.4) do warunku brzegowego (3.1) otrzymuje sig zalezno§¢ miedzy
T,16: -

(3.5) _ mAT,=4f(T, 1). _
Podstawiajac (3.4) do (3.1) {p=0) otrzymuje si¢ po uwzglgdnieniu warunku H {x=5¥0
_pCT_g 5( x )m+1 ‘

(3.0

m+1 3

Najpierw wykorzystany zostanie uklad réwnad (2.32), ktéry w danym przypadku
redukuje si¢ do jednego réwnania. Jako zmienna niezaleZzna traktowana jest tem-
peratura na granicy polprzestrzeni, a wige g, =17,

Ro6wnanie (2.32) ma wiec postaé

(o)

] al— :
f(8T+ 1 aH) ol o
3.7) J \ex 4 e ar, T

Uwzgledniajac, Ze

38 1 3H_ 1 [ , . ( x)m+1+(m+I)Tsx(_~x)m‘]
et am+l) (‘Ts5+5TS-)hl—? e ? 5

oraz’ '(8T)
| | \ox) m( x)’"‘1
(3.9) . s 1

)
i podstawiajac (3.8) i (3.9) do (3.7) otrzymuje si¢ réwnanie éZmiczkowe

1 _—_— 3m+1 T2  ma T?
M+ Cm+ 1) 2 2m(me ) 2m41) & 2m—18

(3.10)
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Z réwnania (3.10) wyeliminowane zostana 6 i 8. Z (3.5) wynika

mAT,
S - Ty

Rézniczkujac (3.11) wzgledem czasu otrzymuje sig

' s=t T |
312 =—{mil; ' T+,
(3.12) 7 s f
gdzie f =affoT,.
Przeksztalca}qc (3. 10) za pomoca (3. Il) 1 (3.12) otrzymu;e ‘sig

Sm+1 3m+1 T?
- X
2+ D A D) 5 5 T Yt 1y Gma 1) ¥ :
- . f2

L, a
<(f' T+f)= 1) 42

(3.13)

W dalszej czesci pracy z rownania (3.13) wyZhaczona zostanie temperatura T,
Jako nastepny przypadek rozwazone zostanie réwnanie (2.32), gdy zmlennq
nlezaleznq bedzie glgbokosé wnikania ciepla, tj. gdy g, =4.
" Roéwnanie, (2.32) ma wiwczas postaé -

: oT
Yor 1 om\%\ox
G149 f (_J;:_ *) " ax=0.
J\ox A ar] 26
Rozpatrzony zoétanié ﬁriypadek, gdym=3, podobnie jak w.précach [8, 13, -2.1 i27]:
5 (HT) ' '

315 Tox _BTS( x)" BTS( x)
.19 aw @\ Te) TE A\l E

a nastepnie podstawiajgc wraz z zaleznosciami (3.8) (dla m=3) do (3.14) otrzymuje
si¢ rownanie rdézniczkowe, kidre po wyeliminowanin z niego 6.1 .6 za pomocyg
(3.11) i (3.12) ma postaé
. Tz fi
(3.16) nri— 6—(f T+f) Ta's
Nast¢pnie ten. sam problem co w poprzednich dwdch przypadkach przeanali-
zowany zostanie z wykorzystaniem réwnania (2 31), ézyli zastosowana zostame
metoda Biota. '
Rozwazania przeprowadzone zostanac ‘przy m=3 zaréwno w przypadku gdy
zmienna niezalezng bedzie T, jak i 6. :
Najpierw zmlennq niezalezng b@dme T.. Wowczas rdwnanie (2 31) ma postac

’ or 1 oH\ oH
3.17 f TRt —
e (.c?xfi.at )_.ars"
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Wyznaczajac

8H pcs ( X )4

a:r4%7

(3.18) 5

a nastepnie podstawiajac wraz z (3.8) do (3.17) po wykonaniu operacji identycznych
do poprzednich przypadkdéw otrzymuje sig réwnanie roZniczkowe '

2 2

T:
(3.19) 35T, T, 217(f’T+f) 24%2.

Jako ostatnie przypadek zastosowane zostanie roéwnanie (2 31, gdy zmicnna.
niezalezng bedzie 4.

Roéwnanie (2.31) sprowadza si¢ do rownania
‘ 5
aT 1 dH\¢H
3.20 : f(+ﬁ ﬁ) _
G20 o A o)™
Wyznaczajac na podstawie wzoru (3.6)
. COH peT, ( x )4 chs( x )3
- X

s 4 \'T 4§

(3.21)

i postepujac podobnie jak w poprzednich przypadkach, otrzymuje si¢ réwnanie
nastepujace:

A . . - T f:e
(3.22) 197, T,— f T+f)"~*—3— IR
Latwo zauwazy¢, Ze otrzymane we wszystkich rozwaZanych przypadkach réwnania
rézniczkowe roznia sie tylko stalymi wspolczynnikami. Zatem rownania (3.13),
(3.16), (3.19) i (3.22) mozna przedstawi¢ jednym réwnaniem:

TZ fZ

(3.23) AT, T,= B—(f T+f‘)—

Réwnanie (3.23) rozwigzane zostanie dla. kilku szczegdlnych przypadkéw.

Przypadek L. f=f0=const.‘ _

W tym przypadku réwnanie (3'.23)'131& Znacznie prostsza forme:
(3.24) ‘ E AT, T;=Ca 7
gdyz /=01 f=0.

Calkujac réwnanie (3.24) przy warunku poczatkowym T, !t 0=0 otrzymu_]e sie

fo
(3.25) : T=" Tat
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Zatem z réwnania (3.13) otrzymuje si¢ uwzgledniajac (3.25) przy m =3 nastgpujacy

WZéI‘:
f / i) dy. A C -

przy m=4

Ve

Z réwnania (3.16) (m=3) znajdziemy
T=tilya, gy =11, C=7
S_- * l a 1 g y 3 2
Z rownania (3.19)
T,=1,1711 él/aTz, edyz  A=35 C=24
A
oraz z rownania (3.22) '
T,=1 1847—]/m gdyz  A=19, C=—-.
Rozwiagzanie dokladne wynosi [34]
o
Ty=1,1284 =~/ af.

W celu porédwnania przedstawione zostanie kilka wynikéw otrzymanych innymi

metodami.
GoopMan [21] stosujac metodg bilansu cxeplnego otrzymuje przy m=2

Jo
T,=1,2247 N ]/atr,
przy m=3 '
Jo
TS:I’IS‘WTI/M'

V ALLERANT [32] stosujac réwniez metode bilansu cieplnego i wykiadniczy profil
temperatury oirzymuje
-—1 0 ]/ art.

Leson i Casas-Vazouez [33] stosujac metod@ bardzo zblizong do metody lo-
kalnego potencjalu [2 i 4] oraz wyktadniczy profil temperatury otrzymuja

T,=1 1747 . ]/ at
oraz, VUIANOVIC W pi‘acy [13]

T,=1 1269—,/at.



ZASTOSOWANIE ZASADY GAUSSA DO PREYBLIZONEGC ROZWIAZYWANIA 361

Z przedstawionego zestawienia wynika, 7e wszystkie przedstawione tu wzory dobrze
aproksymuja rozwiazanie dolkdadne.

Przypadek 1L f=£(¢).
W tym przypadku réwnanie (3.13) ma postac

‘N 1

(3.26) AT, T,—B —J—;j’: C(IIZ“,
poniewaz f* =0. Réwnanie (3.26) rozwiazane zostanie dla przypadku gdy f=/, Ik

Uwzgledniajac warunek poczatkowy T|,—, =0 znajdziemy nasigpujace rozwig-

zanie (3.26):

1

ﬁ)tz ' - 2C 1/2
o A W
S
Wprowadzajac temperature bezwymiarowa T, * (3.27) mozna przedstawié ja w na-
stepujacej postaci:
3.28 T* 7. —( 2¢ )”2
©.28) | s fyar \n(d—B)+4

Wyznaczajac T, z (3.28), otrzymujemy kolejno: dla réwnania (3.13)
4(m+1) (2m+1) )”2
@m—1) Qam+5m 1)

pro 14\
s \snt11f
L[ 48 i

s _(14n+§§) ’

e 80 \v2
5o \2tn4-57)

Rozwigzanie dokiadne [34] jest nastgpujace:

| F(l +—;‘—)
‘ ._
(3'30) . Tsd F _’14__:7’_) ]
22,
gdzie I' oznacza funkcje gamma Eulera.

Dla poréwnania przytoczone zostang wyniki otrzymane innymi metodami.
Metoda bilansu cieplnego daje

(3.31) 7! =(

(3.29) T = (

dla réwnania (3.16)

“dla réwnania (3.19)

oraz dla réwnania (3.22)

2(m+1))”2
m(n+5)

Rozprawy InZynierskie — 12
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VarLLerani. [32] stosujac metode bilansu- cieplnego i wykladniczy profil temperatury
otrzymuje 5 12 S
TF={——
s (n+2) )

LERON 1 Casas-VazQuEz [33] znalezli
1f2
e I_,SS_ Y

H ’ ) |
+—-
I +--+0,5959

n RO A1z
T —(36n+6_3) ’
W tablicy 1 przedstawiono pordwhanie rozwigzan ﬁrzybliionych z dokfadnym.

'

a’ ViraNovic [13]

Tablica 1. Poréwnanie bezwymizrowej temperatury _granicy polprzestrzeni 77 obliczonej wg zalez-
nofei przyhlizonych = wartoéciami dokladnymi 7.5, ody na granicy polprzestrzeni dany Test stru-

mied cieplny okreflony zaleinogeia —1 — =fy1?
X x=0
Autorzy (praca) Profil temperatury | p=0 | n=1 pe=2 n=3 =4
Rozwigzanic do-- U g1 - ; S . B _
kiadne [34] 1,1284 0,8862 0,7523 0,6647 | 0,6018
Niniejsza praca o o '
(3.13) (3.4), m=3 - 1,1832 1. 1,009 0,8944 0,817 0,7483
(3.4), m—4 1,1066 | 09416 | 08337 | 0,7559 | 0,6965
3.4), m=35 5 1,0622 0,5027 (,7985 0,7237 0,6667
" (3.4), m=6 T1,0332 | 08772 | 07757 | 07028 | 0,6472

(3.4), m=3,6478 | 1,1284 | 09608 | 08510 | 0,7718 | 0,7113

Niniejsza praca .
(3.16) 3.4), m=3 1,1282 0,9354 0,8165 0,7338 0,6720
Niniejsza praca ) ) h
(3.19) (m. Biota) (B4, m=3

1,1711 0,9897 0,8729 | -0,7895 '] 07263

Niniejsza praca

(3.22) (m. Bora) | (3.4), m=3 11847 | 1,0127 | 08989 | 08165 | 0,7532
X .

VALLERANI {32] F=T,e ¢ 1,0000 | 08165 | 0,707 | 0,6325 | 0,5774

LEBON § CASAS- _ B o )

Vazacez 133] T—ge—tr=+0* | 11747 | 1,0311 | 09299 | 08536 | 0,7935
Vusanovic [13] (3.4), m=3 T L1269 | 08989 | 07698 | 06840 | 06218
Metoda bilansu ' e o

cieplnego (3.4), m=2 1,2247 | 1,0000 | 08660 | 07746 | 0,7071

TG4, m=3 11547 | 09428 | 08165 | 07303 | 0,6667
T (34), m=4 1,1180 .| 09129 | 0,7906-+ 0,7071 | 0,6455 .
o (3.4), m=5 1,0954 | 08944 |- 0,7746 | 0,6928 | 0,6325
(3.4), m=6 T 1,0801 | 08819 | 07638 | 0,6831-| 0,6236
(34, m=3,6592 | 1,1284-| 09213 | 0,7979 | 0,7137 | 0,65148
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Z. przytoczonego porownania, wynika, ¢ dokladno$¢ danej metody zalezy
réwniez od wykladnika m, co przedstawiono na przykladzie rozwigzania réwnania
(3.13) a takZe rozwigzania otrzymanego za .pomoca metody bilansu cieplnego.
Jezeli za kryterium dokladnosci przyjaé odchylenie przybliionej temperatury po-
wierzchni pétprzestrzeni od temperatury powierzchni otrzymanej z rozwiazania
dokladnego, to w rozwazanym przypadku latwo wyzuaqzyé taky warto$é m =iy,
aby na powierzchni poiprzestizeni temperatura przyblizona réwnata si¢ dokiadnej.
przy danym n. Optymalng warto§é m otrzymuje si¢ z réwnania '

T =Ty
Z poréwnania (3.29) z (3.30) wynika, Ze

@n+3) Tl +y/ 4
2[75 (4n+10)—8]’

(3.32) _ Plges =

gdzie
—[(2n+3)T*2+12] +4[To? (4n+10)— BT +4),

Ty, okresla zaleznogé (3. 30)
Z (3.32) otrzymuje sig m,,, =3,0478 dla n=0, m,, =5,6031 ‘dla n=1. Podobnie
mozna wyznaczyé m,,, dia innych a. ‘

Postgpujac podobnie jak wyZej, w przypadku rozwigzania (3.31) otriymanego
za pomoca metody bilansu cieplnego znajdziemy ‘

2

(333 ' Mont = A ) T2

m,,pt:3 6592 dla n=0, My, =5,6172 dla n=1, my, =7, 5809 dla n=2.

- Przy wykladniku m,,, temperatura powierzchni poiprzestrzem przyblizona
i dokiadna sa sobie réwne przy danym.n. - : '

Przypadek L f=f(T,).

W tym przypadku f=0 i réwnanie (3.23) po scalkowamu stronami ma postaé

T " 2 o
(3.34) f ATLJC__,MdTS=a_;.

.0

Najpierw rozwazone zostana nieliniowe warunki brzegowe postaci

(3.35) FY=H(T, 4+ To)'= HT“(T"H)", n>1,

gdzie H jest stala Stefana-Boltzmana.
Wprowadzajac oznaczenie

(3.36) p=m 1
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i podstawiajac (3.35) do (3.34), po scalkowaniu otrzymuje si¢

[ A—Bn —anen A—2Bn —zab1 4 B _‘Zﬂ] n_CHz Tgn—z |
B3N | ook o 1l” N o —an n>l
W przypadku gdy n=4, (3.37) redukuje si¢ do

3.38 AB—A —6+A-SB -7 4 B -8 4 AW‘B_HzTg

3% 6c “ T ¢ # Tack TTme TR

Poszczegdlne réwnania, po podstaWieniu wartodci A, B i € do (3.38), przyjmuja
postaé: :
réwnanie (3.13), m=3

(3.39) A T Ll
14 49 56 392 2

réwnanie (3.16)
(3.40) B o3y ey S T
42 49 7 204 FE ’

réwnanie (3.19)
(A1) B e 1B T e L BT
144 148 16 72 a2

réwnanie (3.22)

29 33 9 _1_ _H* Ts
(3.42) Wk Tk +2—0~,u +80 = at.

Z réwnania (3.37) latwo otrzymacé rozwigzania rozwazanego przypadku przy
innych niz podane wartosciach n. GoonDman [21] stosujgc metodg bilansu cieplnego
otrzymuje

1 -6 g - i - 8 i = _Hz 75
(3.43) TR T 1—8;4 +36_ JE at

oraz VuianNovic [13]

303 153 27 H2T?

34 A SO S Sl Y
(3.44) 130 T16 %47 “3s0# T e

at.

Wszystkie przedstawione wyzej wyniki dobrze przyblizaja rozwiazanie dokladne [34],
W przypadku gdy na powierzchni pdlprzestrzeni dany jest warunek brzegowy

T, "
(3.45) ' sz(Ts—TO)"zHTg(F—I) , #>1
]
i gdy wprowadzimy oznaczenie

(346) g =1,




ZASTOSOWANIE ZABADY GATUSSA DO PREYBLIZONEGO ROZWIAZYWANIA .. 365

to zamiast réwnania (3.37) otrzymujemy
A—Bn A—2Bn B ]
11" w2

0

~-1

CH>TZ?
=.—/’—;‘2_Aat’ n>1.

Podobnie jak w poprzednim przypadku na podstawie (3.47) moiZpa wyznaczyé
rownania okreslajgce n’ przy réinych #.

Przypadek ITI obejmuje réwniez warunki brzegowe III rodzaju, tj. gdy wymiana
ciepta migdzy powierzchnig pSiprzestrzeni a stykajacym sig z nig medium odbywa
sic na drodze konwekcji. Wtedy

t=2n+2 f=2n+1 .+._

g1 ! 2

T,
(3.48) f(TYy=a(To—T)=0eT, (1 _F)‘
. [
Wprowadzajac oznaczenie
15
(3.49) _ n=1— "1:; ,
z réwnania (3.34) otrzymuje si¢
A—B 2B—-A4 1 B 1 3B-24 u?
(3.50) ——lnyp——— —+ + = gf .

C C g4 20 2 2
Réwnanie (3.50) prowadzi w przypadku réwnania (3.13) dla m=3 do rdwnania
15 51 251 5 of

(3. =z S W
(3.31) BTGy T %6 »

w przypadku réwnania (3.16)
(3.52) —Iny—w —+= ;-5 =at;

w przypadku réwnania (3.19)

353 7 : 71 4 71 7 o
(3.33) 127728 5 162 ag 2
w przypadku réwnania (3.22)

o5 2, 31,91 3 @,
40 B n 204 40 A2
RAZELOS w pracy [35] otrzymuje
1 | N(N+6) N+3 a2
E[T'_g ﬂ(““i“)]iz“"

. gdzie N=ud/A oznacza liczbg Biota oraz
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W pracy Vujanovica [13] mamy
27 1+'9, 91 ‘9" o*
0 7 d0n 107 16 2

W tablicy 2 poréwnano wartobci 7,/7, otrzymane ze wzordow (3.52) 1 (3.54)
-..Z wartofciami dokladnymi obliczonymi wg wzoru [34]

T, a? - a2 V2
(3..5{5.) ) o (?0) —1—exp1~ m‘) erfe (}12 m‘) :

Wartosci funkcji erfc x=1—erf x brano z tablic [36]. Blad aproksymacji wyzna-

czano wg wzoru
' TG a T,O

(7).

Tablica 2. Pordwnanie rozwigzan przyblizonych z rozwiazaniem dokladnym w przypadku, gdy na
granicy pé_lprzestrzeni dane sa warnonki brzegowe III rodzaju

100 [%].

- Rozwigzania przyblizone
Rozwiazanic - — e : o?
.dekladne | .. Réwnanie (3.52) ) Rowname (354) . \ 1—2—01‘
: (Metoda Biota) :
(35) Pk R L ORI
Tl ‘ Ty : To ’
0,09794 0,0573 0,653 0,1015 3,635 | 0,00886
01979 01955 | 1,213 0,2025 —2.324 0,0435
04020 | 0,3944 211 | 0,4030 —0.025 0,2883
©0,6118 0,5959 | 2,60 | > 0,6019 1,618 1,3385
08155 | 07991 200 | o0s002 1,876 8,4706

7. przedstawionej tablicy wynika, ze wzory przyblizone bardzo dobrze aproksymuja
rozwigzanie dokiadne. : '

4, WNIOSKI

Zastosowanic zasady Gaussa do przcksztalconego przez Biota réwnania przé-
wodzenia ciepta prowadzi do dwoch niezaleznych od siebie metod, z ktdrych jedna
jest dobrze znang metoda Biota. Ze wzgledu na prosty wybor zmiennych niezalez-
nych, wzglgdem ktérych minimalizowany jest funkcjonat 7, okres§lony wzorem (2.5),
przedstawiona metoda jest bardzo prosta w zastosowaniach praktycznych.

Z przedstawionych przykladdéw wynika, 7ze dokladno$¢ metody jest dobra.
Mozna réwniez zauwazyé, ze dokladnoéé wynikéw w przypadku, gdy Z minimali-
zowany jest wzgledem parametréw ¢; jest nie mniejsza od dokladnodci, gdy Z jest
minimalizowany wzgledem §,, tzn. w metodzie Biota.
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Peswome

IIPEMEHEHUWE - I[TPUHIIAIIA HAWMEHBHIEI'O ITPUHYXIOEHWA 1A
- IIPABJIMKEHHOI'O PERIEHWA VPABHEHHWA TEILIOIIPOBOOHOCTH

B cratee npepcTarieH MeTod OPHGIMKEHHOIO pelieHus YPABHEeHH TeNNOTPOSOBHOCTH OCHO-
BAFHBI HA OPUMEHCH#H OpHHiMna [aycca X yPaBHeHHIO TeIUIOHPOBONHOCTH, HCOOJIB3OBAHHOMY
B BApHANHORHOM MeTose Buo, MuEHrMana3apy:1 repMoRARaMATeckuil ananor gysxusonana layeca,
HONY4EHb] ABA HE3aBHCHMEIE METONA, ONMA U3 KOTODHIX SBASICTCA BAPHAUMOHHLEIM MeToHoM bBHO.

B xauecrse mpEMepa MCmOB30BAHMS OPEATIOWEHHOTO METOJA, OnpereNeno NpHGIIKEHHOE,

' pacnpemeicHae TEMICPATYPEl B MOMYIPOCTPAHCTEE, HA TPAHAINE KOTOPOTO 332l TEINIOROH HOTOK
3ABECALIMA HemmseiHe OT TemiiepaTypsi I'PAHANE HONMYOPOCTPAHCTEA M BPEMCHH,

Tlony4eHRELIe PE3YABTATE XOPOO ANPKCEMHEDPYIOT TOTHLIE DEINCHHA.

SUMMARY

APPLICATION OF GAUSS'S PRINCIPLE OF LEAST CONSTRAINT TO APPROXIMATE'
SOLUTION OF HEAT CONDUCTION EQUATION i

The method presented in this paper is based on the application of the Gauss’s principle to heat
conduction equation transformed by Biot, i.e. to Fourier’s law of conduction relating the heat

flux H to the temperature gradient.

Minimizing a functional associated with the transformed heat conduction equation two inde-
pendent methods are obfained. One of these methods is equivalent to Biot’s variational principle.
The methods formulated here are used for the determination of the temperature distribution in
semi-infinite body with a nonlinear boundary condition. The results are compared with exact
solutions whenever they are available or with those obtained by other approximate methods like
Goodman’s, Vujanowic’s etc. In all the cases, an agreement is very satisfactory.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zioiona w Redakcji dnia 3 listopada 1976 r.





