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W pracy tej podane pewien nowy sposob rozwigzania problemu statyki clenkiej powtoki sferycz-
nej o stalej grubosci, wykonanej z materiatu sprezysto jednorodnego, podlegajacego prawu Hooke’a,
znajdujacej sie w obrotowo-symetryczaym stanie zgieciowym. Rozwazono powloke o jednym
brzegu, obcigzong cigzarem widsnym. W przedstawionym rozwigzaniu Zastosowano rzeczywisic
szeregi potegowe w odroznieniu od znanego rozwiazania E. Reissnera wymagajacego stosowania
zespolonych szeregdw hipergeometrycznych. Podane w pracy rozwigzanie zezwala na otrzymywanie
wynikéw przy uzyciu maszyn cyfrowych, ktdre nie majy mozliwoesci prowadzenia bezposrednich
operacji na liczbach zespolonych. Przykiady wykazaly, Ze przedstawione w pracy rozwiazanie
oraz rozwigzanie za pomoca szeregdw zespolonych daja identyczne wyniki dla przemieszezen i sit
Wewnqtrznyclz. '

1. Wstgp

Przedmiotem pracy jest pewien nowy sposdb rozwigzania problemu statyki
cienkiej powloki sferycznej o stalej grubosci, wykonanej z materialu sprezyScie
jednorodnego, podlegajacego prawu Hooke’a, znajdujacej si¢ w obrotowo-syme-
trycznym stanie zgigciowym. Rozwazamy powloke o Jednym brzegu obcigzong
cigzarem wiasnym,

Znane sa rozwigzania tego zagadnienia na podstawie teorii E. Reissnera za
pomoca zespolonych szeregéw hipergeometrycznych [1] i przyblizone na podstawie
teorii W. Z. Wrasowa dla powlok o matej wyniostosci [2] oraz na podstawie teorii
zaburzef brzegowych [1 1 3].

W niniejszej pracy podano rozwiazanie formalnie &ciste w ramach liniowej
teorii cienkich powlok obrotowych za pomocy rzeczywistych szeregéw potggowych.
Zezwala to na otrzymanie wynikow przy vzyciu maszyn cyfrowych.

Przyklady wykazaly, Ze przedstawione w pracy rozwigzanie oraz rozwigzanie
na podstawie teorii E. Reissnera za pomocg szeregéw zespolonych dajg identyczne
wyniki zaréwno dla przemieszezen jak tez dla sit wewnetrznych.

2. " WAZNIEISZE OZNACZENIA

p intensywnosé cigzaru wlasnego przypadajacego na jednostke srodkowej
powierzchni powloki,

@ szeroko$C geograficzna na sferze liczona od bieguna,

@o  wspolrzedna katowa brzegu powloki,
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& dlugosé geograficzna na sferze
R promien sfery,
Ry polowa rozpietosci powloki,
() pochodna funkcji wzgledem
{Y pochodna funkcji wzglgdem x,
E modul Younga,
v wspolezynnik Poissona,
k  grubosé powloki,

3. ROWNANIE I ZWIAZKI TEORII E. REISSNERA POWLOK SFERYCZNYCH

Wprowadzimy na sferze uklad wspdirzednych vogdlnionych ¢ ii 8. W érodkowej
powierzchni powloki wystepuja oznaczone na rys. I wiclkoéci: momenty M; i M,,

sity podiuzne N¥; i N,, sifa poprzeczng Q. ovaz przemieszezenia: potudnikowe ©
i normalne w,

Rys. 1

Réwnania réwno{rvagi maja postac
N, +(N,—Ny) etg ¢—Q,+ Rp sin ¢ =0,
0,+0, ctg ¢+ N, +N,+Rp cos ¢ =0,
M,+(M,—M,)ctg p— RQ,=0.

Skladowe stanu odksztalcenia wyznaczamy za pomoca zhanych wzordw

(3.1)

1 1 . -
81=7{-(wctgga—_—w), 82=E(‘U—W),

, ctgp  ctgg
(3.2) 10, =" W)= =7,
= T WA= T
gdzie
1
(3.3) 2= (i+o)

oznacza kat obrotu stycznej do poludnika sfery.
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Zwiazki fizyczne wyrazamy w postaci

C .
=C(g; +ve,) =E [vctg p+vo—(1+v)w],

C. '
N2=C(32+v51)=i p+voctg p—(1+v)w],

(34 R
My =Dley tviz) =~ i+ x cig ol
» .
My =D{r;+wcy) = — R [Z+vxctg o],
gdzie
Eh End
(3.5) ) C= g EEZ_(T—-—:I_!Z_)

Nastepnie sprowadzimy ukiad réwnan (3.1) i (3.4) do dwdch rownan réznicz-
kowych zawierajacych funkeje y i Q,. Wywdd tych réwnan zamieszczamy tu z tego
wzgledw, Ze w znanej literaturze nie spotyka si¢ go w przypadkn, gdy rédwnania
(3.1);,, sa niejednorodne. Nie sg réwniez podawane explicite odpowiednie (dalej
podane) wzory na przemieszezenia v i w.

Podstawiajac (3.4);, do réwnania réwnowagi (3.1); otrzymujemy

R?
(3.6) X+ ictg p—x (ctg? g-+v)+ 5 2. =0.

Roéwnania (3.4),,, odejmujemy stronami i otrzymane réwnanie mnoZymy przez
(1+v) ctg ¢. Nastgpnie réwnania (3.4),, rézniczkujemy stronami wzgledem ¢
i eliminujermny z nich 5 . Po dodaniu stronami uzyskanych w ten sposéb dwéch réwnan
znajdujemy

(3.7 —yN,+(N, —N;) (1+v) ctgol=—Ry

R

FEh 5 Vs
Z dwéch pierwszych réwnan réwnowagi (3.1) rugujemy N, i otrzymany zwigzek

catkujemy, znajdujgc réwnanie

1.8 N si ) 2 cos gp+¢

(3.8) 2 81 ¢+, cos p=Rp sin g

Z warunku w biegunie dla ¢ =0 wyznaczamy &= —1. Wtedy na podstawie (3.8)
i (3.1); mamy
N,=—-0,ctg ? Ticosp’
(3.9

N1=—Q+Rp(

Wprowadzajacc‘ (3.9) do (3.7)‘otrzymujemy réwnanie réZniczkowe:

(3.10) 0240 ctg ¢~ 0, (ctg? p—V)=Ehy+Rp(2+V) sin p.

m_"os“’)'
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Uktad réwnan (3.6) i (3.10) pr;edstawiamy w postaci

2

L(x)mvx+7)~Q2=0,

(3.11) ‘

T L(Q,)+vQ,—Ehy=Rp(2+v)sin ¢,
gdzie

dZ
(3.12) Lw——( )+ctgga (...)—(...) cig?p.
Zauwazajqc ze L(sin ga)— —sin ¢, znaJdUJemy catki szczegdlne ukladu rdwnafi
(3.11): '
Rp . :
(3.13) xs=—"p Ksing, O,=—Rp{l+v)rsin g,
gdzie
e R

(3.14) K= ¢

(1—v) (A2 +12R%)’

- Wyznaczymy jeszcze przemieszczenia o i w. Odejmujac stronami wzory (3.4,
i korzystajac ze zwiazkow (3.9) otrzymujemy rowndnle rozmczkowe na v, po rozwig-
zaniu ktérego mamy

(3.15) w=1%(l+v){Q2+Rp[ln(1—ljcos @) — ]siu @+ A sin gal.

1+cosep |
" Na podstawie (3.4),, (3.9); oraz (3.15) otrzymujemy

R 3
(3.16) w—*{QZ+Q2 ctg g +(1 +v)ffcos o+ :

COS ¢
+Rp(1+v) [ln (1+cos ¢) cos p+ T~ 1]},

gdzie A oznacza staty catkowania.

4. ROZWIAZANIE ZA POMOCA RZECZYWISTYCI SZEREGOW POTEGOWYCH

Znane jest rozwigzanie uktadu réwnan (3.11) za pomoca zespolonych szeregéw
hipergeometrycznych (f1] § 6.2.1). W pracy naszej przedstawimy sposob rozwig-
. Zania za pomocy rzeczywistych szeregéw potggowych.

Podstawiajac w ukladzie réwnan jednorodnych (3.11)

R? o
4.1) x=sin®p, y=p ksing, Q,=Qsing
btrzymujemy
4x(1 )7 H(E=10x) ¥ —(1+v) §+ 0, =0,
(4.2) ‘

2

4x(1=x}Q"+(8—10x) Q" (1 -1 3, — 5 BRI =0.
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Poszukujemy rozwigzan ukiadu (4.2) w postaci
o0 =]
- . = .
(4.3) ¥ (x)= 2 ax, O,(x)= 2 b, x",
=1 =0

Podstawiajac (4.3) do (4.2) i przyréwnujac wspSlczynniki przy kolejnych potggach
x do zera znajdujemy ukiad réwnan rekurencyjnych na wspélczynniki a,1b,:

_n2+1,5n+1+.v 1 5
BTG I DM Tttt
(4.4) _
2+ 1,5n4+1—y . R*Eh

buse= (n+1(n+2) b 4(n+1)(n+2)D"'

Wykazemy zb1eznosc szeregdw (4.3), Uwzgledniajac zwiazki (4.4) tworzymy
majoranty szeregow (4.3).-

«0

(4.5) D, j‘ by,
. n=0

n=0
w ktérych
(4.6) L Gy =Gt be, by =bty.d.,
gdzie ‘
' : EhR?
“.7) yn:mﬁ (n=0,1,2,3,.),
Przy czym

Cdozday,  Doby.
Przyjmujac do=bo na podstawie (4.6), (4.7) otrzymujemy
a,=b, (n=1,2,3,..). |
Z_atem 150 uwzglednieniu (4.6) maﬁly

lmw—ﬂ—=hm(1+;),,) 1.

‘R>w " n-roe

Na podstawie kryterium D’Alemberta wynika zbieznoéé SZETegOwW (4 3), a wige
réwniez (4.3) dla xe (-1, 1).

Przyjmijmy oznaczenia: :
’ o (1) w (1)
dla ap=0, bo=1: 8 ,®=) ax", T, (¥)= 2 b, X",
: H=1

-0 {2) w (2)°

dla ag=1, 'by=0: Sz(x)-=l2-a,,x“,'ff Tz(x) Zb,,x

0 @D
gdzie a,, b, (i=1, 2) znajdujemy ze wzoréw (4.4).
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Na podstawie (4.1)-(4.3) oraz (3.13) otrzymujemy
ip
= [—x4+C, S (x)+C; 5, (x)] sin ¢,

Q. =Rp [~ 1+ x+Cy T; (x)+ C2 T (x)] sin ¢,

(4.:8)

gdzie Cy, C, sa stalymi catkowania.

Korzystajac ze wzordw (3.4)3,4, (3.9), (3.15), (3.16), (4.1) 1 (4.8) otrzymujemy
wzory Da przemieszczenia, sily przekrojowe i momenty zginajace:

Rzp{ 1 [1 1 +— 2 A]
w= (I+1in( +c03go) T cos p w+A]+
20, [Ty () + xTy (0)]+2C, [T2 )+ x7T, (x)]} cosp,
R2
o= (1+v)[ln(1+cos ) —(1-+v)e —m+A+

+C, T {(x)+C T, (x)] sing,

{49  N,=Rp {(1 +)e-1+ — Cy [Ty (¥)+2xT( ()] +

(14-cos pycos @
—C, [T, (x)+2xT, (x)]} cos ¢,

N,=Rp {(I-I—v) K— W(I-{-cos ) cos ¢

T ()~ Ca T (x)‘l cosp,

My =R*p {(1+¥)x— Cy [(1+) Sy () +2vxS; ()14
—C, [(149) S5 (¥)+2vxS; (x)]} cos p,
M, =R2p {(1+¥)x—Cy [(14v) S; (x)+2x5; (D] +
— C; [A4+v)S; (x) +2x8, (x)1} cos p,

gdzie x=sin® ¢, a stale catkowania 4, C;, C, wyznaczamy Z warunkoéw podparcia
powloki.

Rozwazmy dwa typowe przypadki warunkéw brzegowych.

Brzeg podparty przegubowo

W tym przypadku na brzegu powloki dla ¢=ipo (x=x,) jest w=v=M, =0.
Na podstawie (4.9) otrzymujemy uklad réwnafl, z ki6rego wyznaczamy state 4, Cy,
Cy:

14v {[
(4.10) ci~——— (1-v)x—

1 1
+
14+v  (l+cos pg) cos ga()] [(1+7) 83 (o) +

22,84 (] K [ T, (4250 T3 Gl




Tablica 1

¢ 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0,3 0,9 1,0
o 01" 0.0 0,38 105 | - 1,07 11 1,16 1,20 1,23 1,25 1,26 1,27
g 02 | 00 | oma| o0z 031 037 | 042 | 047 0,50 0521 053 054
’E‘ A 035 | 00 | —004 0,09 0,20 028 | 032 | 035, 040 045 047 | 048
8| o1 | 00 0,68 1,07 1,13 1,16 1,20 124 1271 129 131 1,31
% 02 0.0 0.15 0,23 0,31 037 043 | 047 0,50 0,52 0,54 0,54
A 035 | 00 | —00s 0,09 0,19 0,28 034 | 04 0,43 0,46 0,48 048
- 01 | —99 | —474 | —538 | —535 | —544 | —s557 | —568 | —57,6 | —581 | —584 | —58,5
2 é 02 | -63 | -4 | ~189 | —m4 | -252 | 276 | 94 | —309 | —3l8 | —324 _326
3| 035 | w59 |57 | -27 | -8 | -1 | 16y | —195 | 215 | -2 | -2a7 | 239
<L o0 | 97 | 366 | —526 | —542 | 546 | —557 | —567 | —57,5 | ~581 | —s84 | —585
= % 02 | —63 | —1a2 | —189 | ~223 | 252 | 276 | —294 | —309 | —318 | —324 | —3zg
A o | 035 | —60 59 | —27 | —88 | ~133 | —168 | ~195 | —215 | —229 | —237 | —239
o 1w Lot | —s95 | —607 | —60,1 | —596 | —593 | —s00 | —589 | —587 | —s86 | —585 | —s85
_ é; ° ez | -ms | 365 | -356 | -8 | ~32 | =342 | -3, | 337 | 328 | —327 | 326
Si B 1w o35 | —3s9 | —312 | —28,9_; 273 | 262 254 | -8 —244 1 042 | 240 | ~230
S ? ° o 570 | —e02 | —602 | —597 | —593 | 590 | —589 | —587 | —58.6 | —585 | 585
= gn o 102 | —376 | —366 | —350 348 | =32 | -37 | =33 | -3h0 | g 327 | —326
z > 1035 | —361 | —312 | —289 | =273 | —262 | —254 | —249 | -244 | —242 | —240 | —239
_Q_ g 0.1 2,5 39 0.4 0,0 0.2 02 0.2 0,2 0.2 0,2 02
— E’J 0,2 0,3 0,3 0,2 02 0,2 0,2 02 | 02 0,2 02 0,2
§ A Toss | 24 0.2 0.1 0,2 0,2 0.2 02 02 02 | 02 02
& —a: o1 | —122 | 39 6 00 | 02 | o2 0,2 0,2 0.2 0,2 0,2
= % 02 | —21 | os 0,2 0,2 0,2 02 | 02 0,2 0,2 0,2 0,2
A 035 | 6.1 0,2 0,1 0,2 02 | 02 0,2 0.2 0,2 0,2 0,2
- 0,1 00 | 24 | 22 | -08 0.2 0,2 03 0.2 0,2 0,2 0,2
- é 0.2 0.0 10.7 o1 | 02 02 0,2 0,2 0.2 02 | 02 ) 02
g o 0351 00 | 07 0,1 0.2 _0.”,“2: 02 0,2 0,2 02 | o2 0,2
S5 01 | —731 14,9 7,0 00 | —04 0,1 0,2 ) 0,2 0,2 0,2
. g" 02 | —124 1,6 0,1 02 | 02 02 | 02 | o2 | o2 | o2 | o2
& 035 | 369 | 0s 0,1 0,2 02 | o2 0,2 02 0,2 0,2 0.2
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Hli{ 1 2x6 Ty [1 ——1—+
(f[t-i?) Co= 7= e M=) T3 Gro) + 230 T (o))~ € VETT

1 ’
+ 2% S (%)
oo gt 1y cor g 1049 S G0+ 2508
1 .
A=0+vr—=1a{]}cos pg)+ 1 +cos_'g“a;— CiTs (%) —Ca T (x5),

gdzie
(@A11)  Lo=(1—v*) [T} (x0) 82 (x0) Ty (x0) Sy (xo)]+
+2(1 =) %0 [Ty (3%6) S5 (x0) — T2 (x0) S (¥ +
+2(14+9) %o [, (%0) T (Xo)— S, (%) T (x0)] -+
+4x3 [S; (%0) T{ (x0) — 8 (x0) T (o).

Brzeg utwierdzony

Na brzegu powloki dla g =pgy {(x=2x,) mamy v=w=y=0. Na podstawie (4.8), i
(4.9);,» otrzymujemy uklad réwnaf, po rozwigzaniu kidrego znajdujemy stale A,
Cy, Gy

1 1 1 -
<75 {[(1 T T (Tcos po) oo quo] (052Gt

@12 — k(=) T3 (x0)+ 25, T} (xon},
+
14+v- (14cos ¢y) cos @y

Tl =) T, (o) + 2% T (xo)]} ,

C2=I%{—(‘l+v)[(l—v)ic—

] St (xp) +

gdzie
(4.13) L= =) [Ty (xe) Sz (x0) = 81 (X0) T (x0)]+
2 [T (%0) Sz (%0} — 81 (x0) T (o)1,

a A jest okreSlone za pomoca wzora (4.10);.
5. PRZYKLAD
Przyjmijmy nastgpuiace dane liczbowe
p=300kG/m%, F=3.-10"%kG/m?,
Re=15m, k=006 m, v=1/6.

Rozwazmy dwa rodzaje podparcia powloki: przegubowe (1} i pelne utwierdzenie
(2) oraz nastepujace przypadki wyniostoéci powloki: 0,1; 0,2; 0,35, Przez wyniostoéé
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powloki rozumiemy stosunek odlegtosci “bieguna powloki od plaszczyzny wyzna-
czonej przez brzeg do §rednicy planu kotowego.

W tablicy 1 podano wartoéci w, Ny, N,, M, M, w punktach powierzchni sferycz-
nej, ktérych wspélrzedna bezwymiarows & jest stosunek odleglosci od brzegu rzutu
pionowego tych punktéw do promienia R, planu kotowego.

Tablica 2
Wynios- Minimum : Maximum
Brzeg 1086 -
e | om | e | m e | oMo e | M
0,1 028 | —0,07| 030 | —083| 004 | 555 | 0,06 | 21,93
1 0.2 016 | 0,17] 0,18 01| 0,04 | 053 | 0,04 | 1,9
0,35 0.02 | —2,33| 0,02 |-—13,28] 008 | 024 | 008 | 075
0,1 000 | —12,20| 0,00 | —7318] 0,00 | 393 | 0,12 | 14,93
2 0,2 000 | —2,06| 000 {—1236, 008 | 050 | 0,08 1,62
035 0,02 | —~1,44| 002 | -7,58| 000 | 615 | 0,00 | 36,88
1.(kGm/m)

W tablicy 2 podano ekstremalne wartoéci momentéw i ich wspoitrzedna £ dla
rozwazanych przypadkéw podparcia i wyniostosci powloki. :
Poza tym sporzadzono wykresy wielkosci statycznych w powloce dla wyniostodei
0,2. Przypadek ten jest szczegSlnie interesujacy, poniewaz wtedy dajg znaczne bledy

Ma(kGm/m)

Wykres 1. Brzeg podparty przegubowo

1
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rozwigzania zaréwno za pomoca metody zaburzefl brzegowych jak tez przy wy-
korzystaniu wzordw teorii Wiasowa dla powlok o matej wyniostosci.

Ma(kG/em)

N.} (kGfem)

Nz licblem)

Wykres 2, Brzeg utwierdzony

Wyniki liczbowe otrzymane na podstawie przedstawionego rozwigzania oraz
rozwigzania E. Reissnera przy uzyciu zespolonych szeregdw hipergeometrycznych
nie réznia sic w zakresie czterech cyfr znaczacych dla przemieszezen i szeSciu cyfr
znaczacych dla sit i momentdw.
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Pesome

W3rMB COEPHYECKON OBOJIOYKM HATMPYXXEHHOHW COBCTBEHHEIM BECOM

B pauuoii paboTe HACTCA HEXOTOPHIH HOBIH Croco® peIeHHA NMpOGIICMEI CTATHEHR TOHKOIH
chepraeckoin 000IOYKH IOCTOSHHOM TONNTAHET, N3TOTOBIASHHO! U3 YIPYTOOAHOPOIHOTO MAaTePHalIa
HONYAHMOINEToCA 3aKony I'yKa, H Haxonsueiics B BPAMATENBHO-CAMMETPHYMOM M3rHOHOM COC-
TosHad, PaccMoTpena ofoNouka ¢ OOEAM KpaeM, HaApTykeHHas coOcTBeHERIM BecoM. B mpexcras-
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JIEHHOM pelleHrH NMMCHCHLI BEIICCTREHNBIC CTEIEHNEIE DAL B OTITHYME OT HIBECTHOTO POIICHAS
3. PeiiccHepa TeGylomere NPMMEHCHHS KOMIUIEKCHBIX THOEPTEOMETPHYCCKHX pAFOB. IIpmse-
IeEHOE B paoTe PCIEcHHE TIO3BOIILET NOMYYMTH DE3YILTATH 1EPH MCHOML30BAHAN BETIHCIHTOIE
MLIX UEGPOBBIX Malul, XOTOPEIE HE MMEFOT BOIMOKHOCTH MIPOBOINTS BENOCPEACTREHHO onepalmit
Ha KOMINERCHEBIX TECAaX. ITpUMEpE! NMOKA3AIH, 10 OPSACTABACHHOS B PpaboTe pellfeHre B peleHre
Py MOMONM KOMITICKCHEIX PAMOB HAIOT HACHTHYHEIC PC3YILTATH IUIH OpPEMEIEHEHR B BHYTPEH-
HUX CHIL.

SUMMARY

BENDING OF THE SPHERICAL SHELL UNDER ITS OWN WEIGHT

¥n this papet a new way of solution of the static problem of thin spherical shell of constani
thick ness is presented, The shell is made of elastic homogeneous material which is governed by
the Hook’s law. The shell is in a stationary-symmetric bending state and is loaded by its own weight.

In the solution presented the real power series are applied in distinction with the known Reis-
sner’s solution requiring application of the complex hypergeometric series. The solution presented
allows for obtaining results on digital comyputers which have no possibility of operation on complex
numbers. The examples have shown that the solution presented in this paper and the solution obtai-
ned by means of the complex series lead to the same results for displacements and internal forces.

POLITECHNIEA WARSZAWSEA

Praca wplynela do Redakcfi 11 listopada 1976 r.






