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Przedmiotem pracy jest zagadnienie statecznosci plaskiej postaci zginania prostokatnych dzwi-
garow ramowych obcigzonych ukladem konserwatywnych sit i momeniow. Uzyskano uklad jedno-
rodny szesciu rownan roznicowych finiowych umozliwiajacych obliczenie sit i momentow krytycz-
nych dla szeregu déwigardow o dowolnych parametrach konstrukeyjnych, Praca zilustrowana jest
przykladami Hezbowymi uzyskanymi na drodze numeryeznej.

WsTEP

Plaskie dZwigary ramowe maja szcrokie zastosowanie w wielu konstrukejach
inzynierskich. Przy prawidlowym projektowaniu tych diwigaréw, oprocz wyzna-
czenia sit i momentow wewnetrznych w poszezegolnych odeinkach dzwigara (w pre-
tach) niezbedne jest okredlenie ich statecznoscl. Szereg pojedynezych zadan doty-
czacych statecznodci réinych przypadkéw ramowych konstrukcji plaskich zebrano
w monografiach [2, 3, 13,'14, 15, 16, 17 i 18], Metody stosowane w wymicnionych
pracach polegaly na fraktowaniu tych konstrukcii jako rvam wieloobwodowych.
Stopie trudnosci obliczefi wzrastat jednak bardzo gwaitownieh wraz ze wzrostem
liczby pretow. QOgdine rozwiazanie statecznodci “dowolnege ukladu prgtowego
preedstawili W. Gurkowskl [7] oraz I. Baver § W. Gurkowskt [1]. Metoda zapro-
ponowana przez tych autordw réwniez nie jest latwa do -obliczed numerycznych,
poniewaz prowadzi do rozwiazania zlozonych ukladéw réwnan przestepnych.

Przyblizone metody rozwigzywania zagadnien statecznosci opracowali H. Fra-
CKIEWICZ [4] 1 Cz. Woiniak [17]. Metode H. Frackiewicza zastosowano z powodze- -
niem do rozwiagzania statecznoéci rusztéw siatkowych [8] i dfwigaréw kratowych
[5,6,9,10,11 1 12]. _

Biorac powyisze pod uwage autorzy w niniejszej pracy postawili sobie za cel
opracowanie zagadniemia statecznodci pleiskiej postaci zginania dZwigaréw ramo-
wych dwupasowych prostokatnych poddanych dziataniu sit konserwatywnych (rys. 1).

Do opisania powyzszego zagadnienia zastosowano metode obliczania wyboczenia
plytowego siatek plaskich, zaproponowana przez H. FRACKIEWICZA w pracy [4].

(*) Praca Wy]_ccnana w ramach problemu wezlowego 05.12 — tematu 08.7 ,,Wytrzymalosé
i optymalizacja konstrukcji maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez IPPT PAN.
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Metoda ta polega na superpozycji dwdch rozwiazan tarczowego i plytowego. Row-
nania réwnowagi dla kazdego z tych zagadnieni piszemy dla konfiguracji nicodksztal- *
conej. Réwnania rownowagi opisujace statyczne zginamie plyty przechodza w row-
nania statecznodci dZwigara, jezeli zamiast dowolnego obcigZenia plytowego pod-
stawuny obcigzenie szczegblne bedace liniowg funkcjg tarczowego stanu napieé
i zalozonego wychylentia pltytowego. Stosujac te metode otrzymano przemieszczéniowe
rownania rownowagi wyboczonego dZwigara, stanowiace jednorodny uktad réwnan
réznicowych liniowych o statych wspéiczynnikach., Sprowadzono problem do za-
gadnienia jednowymiarowego, co pozwolilo na znaczne uproszczenie warunkdw

brzegowych.
~ P - R -
40 f\ Bafe=2) Bsft=3)
Ap(t=2) AgE=3
Ly La<l: Aale)
2 3 :

Rys. 1

%

Model zjawiska wyboczenia przedstawiony jest na rys. 2. Nad dZzwigarem (rys. 2a)
rozpina sig tarczg zbudowang z pretéw sztywno-sprezystych (EJ=co) o sztywnych
weztach, polgczona przegubowo z diwigarem przez sztywne laczniki (rys. 2b)
powstaje w ten sposob uklad skladajacy sig¢ ze sztywnej tarczy i polaczonej z nig
sprezystej plyty ramowej. Sposdb polgczenia wezldw sztywnej tarczy i spreZystej
plyty jest taki, Ze umozliwia przeniesienie niezréwnowazonych obcigzen w obrgbie
tarczowego -stanu dapig¢ z tarczy na plyte. s - _

Nadajac wezlom tarczy przesunigeia V;, F; oraz obroty Q;, 2,, powoduje sic
przejécie tego ukladu od plaskiej postaci do konfiguracji wygictej.

ObcigZenjem krytycznym bedzie takie obciaZenie tarczowe P, przy ktérym
jest mozliwa réwnowaga ukladu sztywnej tarczy i sprezystej plyty, w plytowsj
konfiguracjt wygigtej. Jak widaé na rys. 2c prety tarczy po nadaniu tych odksztalcen
pozostaja proste, a plyta wygina sic sprezydcie. W efekceie sily istniejace w prétach
tarczy daja rzut na kierunek prostopadly do jej plaszezyzny, momenty za$ na. klcrunkl
réwnolegle do tarczy, Powstale w ten spos6b rzuty sit i momentéw nie mogq byé
zrownowazone w obrebie tarczowego stanu napigé i obcigZaja sprzezong z tarcza
plyte. Sily te i momenty sa liniowg funkcjg sit i momentéw tarczowych oraz zato-
zonego wychylenia plytowego. Zagadnienie w efekcie sprowadza sig do rozwiazania
plyty obcigzonej w wezlach sitami i momentami liniowo zaleznymi od uglqcxa i obrotu
tych weztéw (rys, 2d), :

Zgodunie z przedstawionym powyzej modelem, umozliwiajgeym obliczenie
obcigzenia plytowego pochodzgcego od napig¢ wewngtrznych w tarczy, zakladamy,
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Rys, 2

ze prety polgczone sg w wezlach w taki sposéb, ze istnicje w tarczy stan napigé
T:, T;, Ny, N, M;, M,; nie wystepuje zginanie pretow tarczy przy jej przejsciu w kon-
figuracjg wyboczeniows typu plytowego; prety tarczy nie posiadaja zadnej sztyw-
nofci skretnej.

I. TARCZOWY STAN NAPIEC

1 1. Model geometryczny dzwxgara

Rozpatruje sig dZwigar ramowy prostokatny przedstaw:ony na rys. 1, poddany
dzialanin zewnegtrznego tarczowego obcigzenia konserwatywnego w _postaci sily
P; i momentu Z,. Konfiguracja poczatkowa tarczy okredlona jest promieniami,

Rozprawy InZynierskie — 7
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i .
wektorami r; i ¥,. Wezly tarczy pokrywaja sie z punktami dyskretnego zbioru spa-

ramettyzowanego wspotrzedna Lagrange’a &,
Promienie, wektory przedstawiajace si¢ nastgpujaco:
(11) ' | 1 H—;ilﬂf'}“igb, rzmil af‘{'izzb,
pozwalaja okreslié w dzwigarze lokalne bazy wektorowe oraz skladowe obiektéw
podstawowych 1 wzajemnych. '
Wektorowe bazy podstawowe przedstawia si¢ nastgpujaco:
e, =aiy, e;=bi,, e3=is,

1.2

e =diy, en=is.
Skladowe obiektéw podstawowych sa rowne

(1.3) '_gll"_'aza g22=b>,  £12=0,
‘ ' 'g"=a2, 12 =0.

Powyzsze skladowe tworza macierz kwadratows o wyznaczniku g=a? b
Za pomoca wektoréw baz podstawowych wyrazi¢ mozna wektory baz wza-
jemnych: '

(14 o S :

e“-‘.‘-;il, eln=i3.

Skiadowe obiekidw wzajemnych wyrazajg si¢ nastgpujacymi WZorami:

1
gii=—3, g’=0, g”fg;,

(1.5) 1
gu=—, g*=0.

a;
1.2, Stan odkszialcenia
Odksztalcenie tarczy spowodowane jest przemieszczeniami przesunigciowymi
i obrotowymi jej weztéw. Przemieszczenia przesunigeiowe tarczy (rys. 3) przedstawia-
ja si¢ nastepujaco:
(1.6)
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gdzic a=1,2. Wektory tych przesunieé v 1 vy przeksztakcaja wektorowe bazy
konfiguracji poczatkowej ¢, na nasigpujace wektorowe bazy konfiguracii chwilowej
€. . ' )

(1.7)

513e1+a", ezzez""“““;’,
£1=e1+5; =€ +§;.

Przci'nieszczenie obrotowe wezléw tarczy wyraza si¢ przez skladowe w bazie pod-
stawowej 1 wzajemnej konfiguracji poczatkowej:

(1.8)  Qmoe=we®,  Q=dey =del,

Rys. 4

Wektory baz konﬁguracp chwilowej po ObrOCIG wezléw (rys. 4) przedstawiajy sie

nastepujaco:
epujd 3;=e;+w(e; Xe), 3I=e;+w(e3xe,),

. y=¢+d{egy X e)=e¢, +D(esxe,),

(1.9)

51 =el +Eﬂ)(E3xe,1)9 c;zgez'i‘d')(eaxez),
3y =e,+Fd (eyy X e) =€, +Ed (e5 X &,),

gdzie operator E=(144).

1.3. Zwigzki geometryvezne .

Odksztalcenie calkowite rozpatrywanego diwigara okreslaja jednoznacznie
obiekty oplsujace wygigcie 1 wydluzenie lqcznlkéw spowodowane polem przesunigé
wgzléw o) i ¥, oraz polem ich obrotu i 52(,:) Miara ugiecia pretéw sa wektory
6, BE, 0, 0,, ktére dla malych odksztalcen sg wektorowyml miarami katoéw pomiedzy

wektorami (e, 3,), (€,, 3.), oraz (g, 3,). Wektory 0., 9“, 8, GI, wyrazi¢ wige mozna
WZOTAmi:

€X3% 2 €X3,
toledlad’ T e 3l
(1.10) - e )
Xy o €X3y
a5 =
ey |2;1° &l |3l|’
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oraz przedstawié jako liniowa kombinacje wektorow T, A, Ty, Ap:

) 8,=T,+4,, 6,=T,-A,,
1.11
( O =T +4,, ol—rl -4y

 Na rys. 5 przedstawiono dla preta A, 4, wektory 8, i 61 jako liniows kombi-
nacje wektoréw I'y, A,. Wektory T, oraz I'y opisuja antysymetryczng czgse wygigcia
‘acznika, natomist wektory A, oraz A, oplsujq symetryczng czgsé wygnqcta Igcznika.

Rys. §

Wektory T,, T, A, A; po uwzglednieniv wzoréw (1.10) przedstawiaja si¢
nastepujaco:
1 . 1 .
o ru=£;:€1)$(3a+3a)) Au'—zg‘ue X(B :.’.z).;.
(1.12)

1 : °
T'=——¢x (3,+3,). Ai=— e x(3—2).

2gn 224

Podstawiajac do wzoréw (1.12) wcktory (1.7 oraz (1.9) z dokladnoicia do Wyrazow
liniowych otrzymano nastgpujace wzory:

- 1
I‘1=£;{~—2b6'v2+a(2cu+5m)] e?, A= ——2-6we_3,
1
(L.13) T, ———[ 2a(v' —~oV)+b(w+d)}e?, A2=_—2—(m-c?‘))e3,
1 - , 1
I= A [—2b6v? + a.(2c7)+6c'b)] e?, A=~ 5 daed.

Wydluzenie lacznikéw -okre§la si¢ wzorami:
(1.14) g =dut, g,=0t-v?, =00
1.4, Zwigzki fizyczne i stan napz@cra tarczy

4

Zwiazki fizyczne okre§laja zaleznosci migdzy skladowym} stanu napigcia w lacz-
nikach, a skladowymi stanu odksztalcenia tych lgcznikéw. Dia sktadowych pod-
stawowego stanu napigcia zwiazki te sa nast_gpujqce: ‘
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6a; “3a, & 2 .2 l
K= ? r= a* [=26@g . n—ve)+alog +ogs 1),
11
201 . a; 33
R S T
6a, 3a, ¢’ 1 ‘ %
Ky === Ty = [ 2a(dly = §p) +b 0o + 8],
w15 &22 ' :
' 202 a ea .
G,=———A,= —*I;;*(wa)_‘ﬁ(e))’
822
64y 3q,e°

Ki=

l/g—I']= e [”Zb("";(zc-u)“;’(c))+a(€)(a)+é5(c+1})]a
1

2a ay e?

G === 7=~ (D4 1)— D)
Ve z Dg+y— D

Tl =t1 '=d1 &1 =d1 (ﬂ(‘g+ l)—v(la)), Tz ﬁtzzdz &y =d2'(€?(2t)““;}(2¢)),
Ti=t,=di&=d, (‘U(Iu 1)“""’(13)9

gdzie a,, a,, a; oznaczaja sztywnofci zginania lacznikéw, a dy, d,, dy — sztywnosci
rozciggania lacznikow.

Na rys. 6 i 7 pokazano dodatnie zwroty skladowych podstawowego stanu na-

pigcia tarczy.
Gr el GI
€1 | j_

By

G4
T4

A &

Rys. 6

Sity N;, N,, N; moina wyrazi¢ przez skladowe w, ‘bazic podstawowe;j:

'(1.16) ' N,=nle,, N,=nzei, N;=#je,.
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Piszac réwnania réwnowagi tacznikéw wg rys. 7 i dokonujgc odpowiednich przek-
sztalcen z- uwzglt;dmemem zalesnodci - (1.16), otrzymamy :

a.1n 2K, =n? (e, X €5), 2K2"n2(ezxel)s_ 2K,—nf_(elxe2).

Ze wzoréw powyzszych mozna otrzymaé skladowe w bazie podstawowej sit Ny,

NZ! ﬁl' . ‘
k| Jet -
] ) ) -

.

- Rys. 7

v

Takze wektory momentéw K, K,, Ky, Gl, G;, G, mozna wyrazi¢ przez skladowe
w bazie podstawowej:

2a;

: 3b
my E(Kl +Gy) e¥ = [ —@esn— ”ce))+2w(e)+w<c+1>)]

24, | 3a
(1.18) my=(K,+G,;)e*= e [ @e— ﬂ(e))+wm+2w(a]

2q| 3b
"_"(K['I‘Gl) 93 =“a_'l: (v(¥+1)—v(g))+2w(g) +(D(§+1)]

Réwnanania réwnowagi otrzymano dla obciazenia tarczy sila brzegowy P lub P
i momentem brzegowym L lub L.

Wektorowe réwnania réwnowagi dwéch charakterystycznych wezldw tarczy
A, i B, oraz brzegowych 4, i B, przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

STy +ET, +6N +EN;=0, . Ti+T,+N+N,+P=0,
(1 19) M1 +EM1+EM2=0; T1"T2'—N2+ﬁ1+i;=0,,
' T, —ET,4 0N, ~EN, =0, M, +M, +L=0,

M, +EM, +EM, =0, M, + ¥, +T,=0.
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E

Z - réwnah réwnowagi poszezegdlnych - pretéw -wynikaja nastgpujgce -wzory:

M;=e, xN;—M,,
le =ey X Nz_Mz ’

. §I1=81 xﬁ1_ﬁx,

., - EM, =e, X EN,—EM,,

(1.20)

~EMy

-ENg

Rys. 8

gdzie T,, T,, T, oznaczaja sity normalne w poszczegdinych prgtach N;, Ny, Ni
sily tnace w poszczegolnych pretach, M,, M., M., M;, M., ﬂofll momenty gnace
oraz P, P sily zewnetrzne lezace w plaszczyznie tarczy, L, 1. — zewnetrzne momenty
tarczowe, ' '

WyraZajac sity i momenty przez skladowe w bazie podstawowej otrzymano
skalarowe réwnania réwnowagi:

8ty +Eny =0, Bty 4 0% =0,

abn’ +Em: +6m’ =0, Sty —Eni=0,
@.21) —Et,+67;=0,  abit}+di}—abEn}—Em3=0,
t+ny=0, ty+ni—P=0,

‘m+m3+L=0, E Fooni=0,

—t+#r—P=0, w3 —md—abni+L=0.
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' Skladowe napieé na podstawic wzoréw (1.16), (1.17) i (1.18) maja nastepujacy
postaé:

-2‘11 3b 2 2 N
Ta e+ =2 200 T O 1 |-

2fa, 3b - . .
= [ - (VG4 1y~ Vi) + 205y + B4 1y |,

al } o ' :
n? =as b [‘*‘Zb("(zc-;- 1)—”(25))+“(w(¢)+w(e+1))]s

(1.22)
. =377 -y 1 ~
ny = F {Za (v(ﬂ "—ﬂ({))'*'b ((D(g) + w("-'))] 4
6f8a, ~ -
=g @+ s )= 2 @ =T,
1=y, @1 —%)>
1y=ya, (;)(2;) “"9(2&)) »
i =pa, (;"(lu n— 7’(14‘.')) >
gdzie
_ _ G __:J_l = & “'EI—
& a,’ a’ v a;’ ay’ ¢ a

Po podstawieniu do skalarowych réwnas réwnowagi tarczy (1.21) sktadowych obiek-
téw napig¢ (1.22) otrzymano ostateczng postaé réwnafi réwnowagi:

Az 01y + AL 5’(:+1)+A;”(]Lc)+’437’\1c+ 0+ A5V 2+ A1V =0,
Afw(g}—}«Aga)(:“)+Af0'Ué)+Ai'1v&;1)+Af2ﬂ(zg+2)'+Af75é+1)=0,
AS 01y + AT Bier )+ A3 Ve 1yt AL Ui+ A3 Dy 1y + 435 Dl =0,
(1.23) AL+ AL Bes 2yt AL 0 1y +ATe 5(2‘:)+A‘;7 ‘5(25+ 0+ AL 042y =0,
AT oy + A5 01y F AT O 2y F AT Digs 1y AV, 1y + ATl F 45,08,
+Af4'5(le+1)_=0’
AS Oy 1)+ AL By + AS By 1)+ AG Bpy 2y + AGVY 4 )+ A Dy 1y +
+A5 '5(2«:)""4‘137 ‘5(25+1)+Afs E;é“):O,

Jest to uklad szesciu réwnan réznicowych liniowych o statych wspélczynnikach,
Niewiadomymi funkcjami wspéhrzednej wezkéw tarczy jest szesé sktadowych co, &,
v', 9%, 91, 9? stanu przemieszczen tych wezléw.
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Réwnania rownowagi wezldw brzegowych A 5 B1 przyjmujg nastepujaca postac:

P
AL 0y + A7 B+ AT vy + A "’(:H)“"Axs ”(e}"' =0,

AV g+ AT @y 1y ATy 0y + AT 7’(¢+1)+’416""(.:)—0

- L
AP 0y + AL @y + AT “’(c)*‘Ala”(e)""Aoi”(ch)‘*' o =0

3

i~

(1.24) r
A°‘w(¢)+4 “’(H:)+Am"(c)+f4?2”(c+n+f4u”(c+n+Au”(a+1)+ 1—0’

o5 os - 05 ~ 05 05
A-l ﬂ)(g)“"A CO({+1)+A m(¢)+A 'v(€)+A10"(¢)+A111’(:+1)+A139(¢)=0,
06 ™1 '
AL 0y + AL By + AS° m(=+1)+A v(¢)+A 150+ Al ol +

A?g‘v +1}+ =0.

ay

Operatory réwnan (1.23) i (1.24) wyrazaja sie nastqpujacyfni wzorami:

i Gt . . . 120

A =A5;= """g{: Ar=A;=y, As=“2'ﬂ+_b_3“;
124 6 12

Ai-l_ e Ai=—4] 2y Aiom‘Aiz— _""13 s
2 24 2 ' s R G s 120
Au:aT_?” Ai,=7, Ay=A5= ab? ® Ag=— O

124 . . il

Ais=Ais=¢, A},= e —2¢, Ay=—dg=— 2b’

28 2443 2

A 7 A?(»:A‘l‘s__ 3 s :7—"—3/ PER Ai’=—a",

8§ 2« 2 4 6oa G
AETe ATy Ay Mmoo Al
D e @ a3

a b bt
A6=.§E_ 6_m_ 40!({ 6.._...___£ A6=_.A6 = _6_.°£
5 d b bz' 3 1 » 8 14 b:z k]
6fb b Go: 12a
Afﬁ_ a2 fa— T s Agl—Agizwabz s A21= Wt T
124 6 | 12 12
Mimy, A== ATeAP= D ey, ANe
02 04 03 03 — 03 — 12 03 12(1_
Alﬁ""'Alo 7 477 =4 52 ° ATM ER A13_ §D+ o’



644 et JOZEF DREWNIAK I-JAN MISIAK - -

6B 126 - c ., 128

PHETI AP =AY =, AG=—yt, | AYN=
2% 2 4 . 6ua
A05=_+MB"": gs,__";, 25zﬂﬁbﬂ’ . Ags..—__._.bz =_—'" (1);-5;:

| do _AB 2a 2

A= —dii=—s, AP=y AP =T, A=
. 6ot 686
A7 = — AV =~ A=~ A=

~ =5 3 .

: 2. PLYTOWY STAN NAPIECIA

Ronaza sie piyt@ ramowa obciazong w poszezegolnych wezlach obciaZeniem
zewnqtrznym w postaci sit P, |, P ., P F”, s Pys ﬁ“ oraz. momentow L, ,,
L,wLisL, g wnL,,, L, (rys. 2d). : )

2.1 Stan przemieszezenia wezlow plyty

Przemieszczenia wezidw plyty ramowej podobnie jak i tarczy ramowej skladajg si¢
z przesunieé i obrotéw. Wektory przemieszézenn weziow plyty wyrazié mozna przez
skladowe skalarowe w bazie podstawowe]j lub wzajemnej:

- . 3 - —.«;3 ~
(2.1) Yo =g? €y =U3€", ¥in=v [ '1}3'83 B

Rys. 9

Wektory przemieszezenn wezldw przeksztalcaja wektory baz konﬁgtirécji poczat-
kowej e, i e, na wektory baz konfiguracji chwilowej €, i € nastgpujaco:

(2.2) € =e,+0V, € =e,—V+V¥, €=e+Iv.

Pole wektorowe obrotéw wezlow diwigara takze mozna wyrazié przez skladowe
w bazach podstawowej i wzajemnej konfiguracji poczatkowej:

~—

(2'3) ' - " ﬂ(g)‘:f)“ e¢.=9¢ e“, §(¢)=§“e¢ —_—'.Q“e
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Wektory obrotéw .przeksztalcaja wektory baz kenfiguracii .poczatkowef. o, 1€
na wektory baz konfiguracji chwilowej 3, i 3; nasiepujaco:

3= +Q%(e, Xe); ;=€ +(e xe,),

24 ~ -
=+ (e, x e)=€; +02%(e, x &) .

Rys. 10

Dodatkowo wektory baz konfiguracji chwﬂowej 3, i 3, powstale przez obrét
wektorow e, i e; 0 katy okreslone wektorami EQ i EQ przedstawiaja sie nastepujaco:

3, =, +E(e,xe;), 3,=e,+{ (e, +e,),

@.5) ) N '
3 =e]+EQa (ed: X el) =gy "t‘E‘..‘;?¢ (e,, X el) .

2.2, Zwiqzki geometryczne plyty ramowej

Wektory 0, ' Lar 0415 [ 11 bedace miarg ugigeia lacznikéw przedstawiono jako
liniowg kombinacje wektorow I', _, A, Ty Ay Wogdlnym przypadku mamy

J.a""rj_a'i'A.La’r e.t.a'""r.Ln: A'.La!
011=r11+Au: eu=ru‘“Au

Wektory T, ,, T';, opisujace antysymetryczna czg$é wygiecia lacznikéw mozna
okreéli¢ nastgpujaco: :

@7 r,=

(2.6)

1 . A .
Zemx(Sm'["an)’ I‘J_lnigl_lelx(al'*‘f’l)-
wektory A, A, opisujace symetryczng cze$¢ wygiecia lacznikow

1 o 1 oy
2.8 A~ ex(0;—-3), A =—ex(@—3).
(2.8) e g (9.~ 234) L PR (31 —a)

Po podstawieniu do wzoréw (2.7) i (2.8) wektoréw (2.2) oraz {2.4) 1 (2.5) otrzymano

athe?
2 e S02
rl . 1}“ 28 o,
abel az 2,1
2.9 I‘.,_z=j2—-—-{2(v—v)+ab(91+.(21)], A= (1 -Y
aber - ather
I, =5 [20v+ab(22*+0Q%)], A= ———80.
Zgn 2‘3]!
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Skladowe skalarowe obiektu skrgcenia maja postac
9:=Vg,, 00",

2.10) | 0= Ve @ -0,
o= Ve dit.
.‘?.3T Zwiqzki fizyczne i stan napigcia ﬁlyry

Dla skladowych podstawowego stanu napigcia zwigzki fizyczne plyty przedsta-
wiajg si¢ nastepujaco:

6a,, 3a, , be? 2 2
X, =}/_ r,= 2 {2(‘U(.:+1)“‘”{:))“*‘“1’(9(0'*'9(:“))]’
’ g - @

o 2a _a b2e?
G, = - A, = ['Q(s'+1) Q(c)}’
'/311 :

b,
¥, =——=p, =b, [9\a+1) Qm]s

B
602 30,1_2
Kip=7=T,,=— {2(”(:‘) ”(¢))+"b(9 + 2],
. 322
a”a2 o
(2.11) GJ‘ 2 ]/ A b [g(vl) +’Q(¢)] ’
£22

b, ~
Ry === g, =B, [9(2\5)_9(%:)]:

822
6a, 3a,,be* - ~2 2
Ky yw=—7=T,,= 2 2 @@+ 1y —v@) +ab (€ + Q¢ )]s
&n
2a,, a, b*e? | ~
G, = l/_ A== a [.(2(’_"¢+1)—Q(2,,)],
8n '

b,
= /— =5y [9(a+1) 9({)]
Veu

gdzie a, ,, a,,, a,; oznaczaja sztywnoéci zginania lacznikdéw, b,, b,, b; sztywnosci
skrécenia lacznikéw.

Na rys. 11 i 12 przedstawione sa skladowe podstawowego stanu napi¢eia. Sily
tnace N, ,, N,,, N,, mozna wyrazi¢ przez skladowe w bazie podstawowe;:

’ _ 3 N e —pd X = o 53
(212) N,;=N, ,e3=n},e;, N ,=N,e;=ni,e;, N =N  e;=i e;.
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Piszac rownania réwnowagi lacznikow wg rys, 12 i dokonujac -odpowiednio przek-
sztalcen z uwzglednieniem wzordw (2.12) otrzymano:

2K, =nilepxe;), 2K, =n},(e;xe,),
(2.13) ’
2K, =ﬁi1 (erx 93)=ﬁi1 (e;xe3).

iy Y PR . Ly
34 ’ -
B4 &j 8;

Rys. 12

Momenty dzialajace na “faczniki, jak -przedstawiono na rys. 11 i 12, zostaly
wyrazone przez wektory K., K,,, K,;, .Gy, G;, G, oraz skalary
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| ., %, . Nastepnie wyrazajgc je przez skladowe w bazie podstawowej otrzy-
mano: : ' ’

e el
mu'—‘[a(.l.l'l'cn)elf"l ]/g_] s mi1=[(KJ.1 +Gy )€,
. - VEn '

. ey e?
(2.14) m.ltz =[(Ky,-+ G_Lz):el] s ' [(Ku +Gy)el—u, ]/g ]

- ) ~ elel N
mi, z[(K,u'l'G.u) el —y ]/g_] ' =K, +Gy) 92] .
n -

EPL
ﬁ.l.'! Ele

E&+ _EN_J'E‘EM_lz L /
e |

Nur
/ " ELyt
o
w4 .
l‘r'EMiff "’EN_M EM_U ""'EN_M
Rys. 13

Réwnania réwnowagi plyty otrzymano dla dwdch powtarzalnych wezléw A, 1B,

rys, 13
( ) “'CSN_LI-ENJ_2+EPJ_—'O

—M,,~EM, ,—EM,, +EL, =0,
N, +EN |, +EP, =0,
Mll_Eﬁj_ —EMJ_z‘*‘EE.L =0 .

(2.15)

Réwnania réwnowagi pretéw ramy s3 nastgpujace:
NI_“ =€ X NJ.l—MJ.l s
(2.16) My, ~erx Ny —My =, xNy, My,
EM,,=e;xEN ,—EM,,.
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. Uwzgledniajac réwnania (2.16), a nastgpnie wyrazajac sily. i momenty przez skladowe
w bazie podstawowej, otrzymano nastgpujace réwnania réwnowagi:

—0m) gy —Em} &1 +Elf g, =0,
abniy~oml g2 —Em} 3 823 +EI} g2, =0,
—on} | —Eni ,+Ep] =0, -
2.17) , ,
—abEn 5 +Em ;811 — 0}y, g1 +E} 21, =0,
abiii,, ‘*‘Emiz Q2201 €22+ El} 25, =0,
— 0+ ERS 4 Ep =0,
Skladowe napig¢ na podstawie wzorow (2.11), (2.13) i (2.14) w postaéi rOZwWi-
nigtej maja nastgpujaca postaé:

6a,
nil - _";5"‘ [2(0«_,.1)-——?)({))—}—05 (9é+ 1)'{"@(2‘))],

Goy ay . R
ny=— 5 2g—9¢)+ab (L2 + Q)1

il = —6ﬁl 01 [2 (i’(e+ 1) V) +ab (@ 1y + Q%))

miy == FLf [Q(€+1) Qe .
(2.18) mi, = [6 @es1y—Y@) + 2ab (2% +92% 1),

mig =~ yl [By-0%1,

oy -
mi,= 2 B0~ o) +2ab (294 + L)l

1 o P14
_ m.lu = [Q(c—pl) 'Q(t)] s
" ﬁJ. a;
Wi, = {6 (‘U(¢+ n ‘U(e)) +2ab (29(‘:) +9(«: + 1))]
gdzie
G2 a3 b, by _ by
oy =, L= VIS0 @y, Wi T



650 S JOZEF DREWNIAK I JAN MISIAK

3. OBCIAZENIA PLYTOWE WYWOLANE TARCZOWYM STANEM NAPIECIA

Jesli nada¢ weztom tarczy przesuniecia v v, oraz obroty Q,, &, (rys. 2¢c), to
prety znajdujace si¢ pomigdzy wezlami przyjma polozenie pokazane na rys. 14a
i 14b. ' '

Zgodnie z przyjetym we wstgpie zaloZeniem odcinki pretéw tarczy pomiedzy
wezlami przy przejiciu tarczy w ptytowa konfiguracje wyboczeniowg pozostaja proste
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inie wyginajg si¢. Zalozenie to obowizzuje na etapie obliczenia obcigzenia plytowego
wywolanego tarczowym stanem napigcia.

Suma rzutSw sit na kierunek e; oraz momentéw na e, i e, dziatajgcych na wezly
A i B (rys. 14a i 14b), pochodzace od oddzialywania poszczegdlnych lacznikéw
przedstawia si¢ pastgpujaco: '

Epl =~Tyo,+ET, % +ET, 0, — Ny ps +EN, py +EN, p,,
EpS =Ty & +ET, & — ET, 0’2—‘N1 Pi+EN, pi—EN,p,,
Efl = —M1 011_—1'31?'4‘1 Y "”EM’pz ’

GB.1)
Efi =—FM, GLz“Mlpl —EMl_pl ’
EI'=—ff, &,—EM & —EM, p,,
El*= —EM,0,— M, p,—EM, §, .

Katy obrotu lgcznikéw oraz katy skrecania pretéw sa nastepujace:

o Yer Ty o ”m %
1 3 27
l/ 811 l/gzz

W(H 1) _‘U(«:)

by = ,
v ]/811

3.2y l/gu Qe )~ Q)

1 e~ ]
= Veu @%-0%),
- 1 ]/m 241 =1
Pi=75Veu Qe y— L) -
Po podstawieniu do wzoréw (3.1) wielkoéei (3.2) otrzymano sity i momenty obcigza-

jace plytg w poszczegdlnych wezlach.

4. ROWNANIA STATECZNOSCI DZWIGARA

Jak juz powiedziano we wstepie wyboczeniowymi réwnaniami réwnowagi staly sig
réwnania statycznego zginania plyty ramowej — po zastgpienin w nich dowolnego
obcigzenia zewngtrznego nie zZréwnowazohymi skladowymi obciazenia plytowego
wywolanymi przesunigciami i obrotami wezldéw tarczy. Dokonujac w réwnaniach
rownowagi plyty (2.17) podstawienia wyrazen (3.3) oraz uwzgledniajac skiadowe

Rozprawy Inzynierskle — 8
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napieé (2.18) otrzymano, w. koficu postaé réwnan statecznodci rozpatrywanego
dzwigara:
Aj Q(:)JrA Qb i+ A3 Q1B Qo+ Ay B 1yt Bl Qi+
+ By v+ (A1 T BL)V +xBl 5942 + ALV n HU
KB} Qly + kB2 Qi 1y H1eBE Qe y + AL+ AT Q0 5+ AT Dt
+ A7, v(&)+’CBf4W(E+J)+A§Sv(E+ 2)+’€Bf7'5(=+ =0,
A3 Q(z+1)+"B QL iyt AT+ AT D, 1)+A Q(é:-z—z)“""‘Bu Dt
+ Alot”(éi‘ 1 )‘FKBmW(:) + (A7 + 5BV 1) HKBIs V(e 2y =0,
4.1) ASQe o+ 1By Oy + 1B Dy 1y + 1By Do+ 430 Qg+ A%, Dirnt
A, B BTVt At 1Bl g + ALV =0,
1B} QL)+ (A3 4 kB3) Qe y 1y H 1B Doyt A3 QKB Q0, n+
A QL o+ A Dy 1y 1B ey + (435 H BT v +
+ (AT, 1B )V 1yt (A3 +KBIS) sy + (A, +7_¢Bf7)€’(e+ 1y=0,
ASQL KB QL 4+ 1B Bl + (A5 KB ey 1y H B3 Qe+
+ Aﬁ ﬁ?ﬁ) 'HCBG ﬁéﬂ) +A?2ﬁ(2§+ 2)+ (A?4+’CBE4)”(E+ 1) +
+(Ag + KBS vy + (A1 +EBT) v+ (A5, +xB) o2y =0.
Jest to nkiad jednorodny szedcin réwnan réznicowych liniowych o statych wspol-
czynnikach. Niewiadomymi funkcjami wspélrzednej ¢ weztdw dZwigara jest sze§é
skladowych Q!, @2, v, @', @7, v stanu przemieszezenia tych wezlow. Wewngtrzne
sity tarczowe T, Ty, Th, N1, N3, N, i momenty M, M, #, dla konkretnego dZwiga-
ra beda obliczone ze statyki tarczy i wyraZone przez zewngtrzne obciazenia P i L.
Operatory réwnan (4.1) wyrazaja si¢ nastgpujacymi wZorami:

. a L doya® 20, a*
Aj=As=ay, , Az=—2ay, — » Ag=43=— s
6ao bao|
Ajy=— A}, = —Ag= TR Aly=—A = —A5=— AF=A3= B2’
z 2 26 2 4 b
A= A4g™ T AszAn:_S-a_—}’,Lb’
(4 2) 2 4 2 2 5‘ 5= 6b
. AL =Ai=by,, A13:"A15:_A4=A6_;;’
41-!_(12
Ad=Ai=ag,, Aj=-—2ap— P
282 8, . 6bf3
Ato=417 T, ATG—"A18=—A_€O=A§22_ azl s
24 - 120, '

AS =S ==, A= ————
13 15 as * 14 ) a;’. 3

b3



(4.2) .
fe.d.}
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120, 124,

24p 120
» Afe=ATs= - = *

5 __ 46 — 6 — —
Ai7= A,

a3 > 17 aS b3 4

b .
B;=3}1m353=3?1% Ty Mz\fﬂ)g B};a:_a_Mx(z),

. ,, 1
B:“:?(_Ml(f)"’Ml(ﬂ_i)) s Bls=Bi;= _;Ml(f-n)’

2 __ a .. 2. a o
B1__?M1(E)’i 'Bz—_"i_(Ml(a)+M1(c+1))a

a

24— z 2 =
B3 my Mgy, Biy=-Bi,= 5 Magin

I & - 1 i -
B’;.‘G:_B‘.j=~;M,m, . Bf'r:;(_Mu-:)‘i‘Muen)),
4 a = s 4 a .
By= _“E(Ml(é}'*‘Ml(-:ﬂ))s Bg= Y Miciy,
B14?_.317._“3"M2(c+1) » L BI= _?Nue) s
5.9 , 4
By=5 (=Nig+Nigin) Bs=— Nigin»
5 5 — b s __ 1
Bs =B11H3N2{§+2)s Bls_”;Tuz},
5 ’ 5 1 I
Blsz?T1(¢+1)s B14= '—»-;-I—-(T](':)"l"' Ti(f+1))_?T2(f+l)9
s 6 _ 6 6 — b
Bl7=B14"“'E_T2(¢+1); By =B8], = —“Z-Ng(,:ﬂ),
6 .. a . 6 a ~
B;= _ENi(E): Bs:?(“ﬁl(c)'['Nl(eH)),

a 1
6 — N — ~
Bg_ 2 1(E+1y 2 st"' a Tl(g)»

| S . ‘ 1 .
Bf7:_;(Tl(E)+T1(E+I))5 Bf3:?T1(§+1).

5. WARUNKI BRZEGOWE WSPORNIKOWO ZAMOCOWANEGO DZWIGARA

Przez uzaleZznienie wielkofci geometrycznych, skladowych stanu odksztalcenia
i przemieszczenia oraz stanu napiccia od jednej zmiennej £ wystarczy spetni¢ warunki
brzegowe na krawgdziach A4; B; i A, B,. Warunki brzegowe na pozostatych krawe-
dziach dzwigara 4, 4, i-B, B, zostaly spelnione przez réwnania réwnowagi plyty
ramowej, ktére napisano dla dwoch charakterystycznych wezdéw A, i B,. Wartosci



654 JOZEF DREWNIAK I JAN MISTAK-
przemieszczen weztow ﬁkcyjnych dla rozpatrywanych warunkoéw brzegowych sa

pastepujace: : : .
dla brzegu swobodnego A; B, nie obciaZzonego wartodci przesuni¢é i obroféw

WYNOSZa X 3 ) .
Qe n=2s> -7

-1y =Ty +ab2y,
G ﬁclsﬂ 1):5(15) ’ §é~ 1=
| Doty =5+ abT2 ,
dla brzegu sztywno 'zamocﬁwane_go A, B, przesuniccia i obroty wynosza
[‘U](f=r=) =0, [;f](e:n) =0, .
(5.2) [2=ny=0, [ﬁl](ézﬂ) =0,
[Q%)=y=0,  [@"]e=y=0.

6. PRZYKEADY LiCZBOWE

Na podstawie przedstawionej metody opracowano algorytm obliczen krytycz-
nych obcigzefi zewngtrznych i postaci wyboczenia dzwigaréw. Uproszczony schemat

[ Csmer ] -

Wezytanie paramelriw F.'zycznych
i geometryczaych ukladiw rownan

I

Tworzenie macterzy plyty - A
I

Tworzenie macierzy torczy - B
I

Twerzenie macierzy A- (P, L) B
I
Przekszlafcenie rownan do postaci
|a-(pt)B|x=0

|

Obiiczanie warlosel wiasmjch macierzy
|

Ghliczanie wekfarow witsnych macierzy

I STOF I

Rys, 15

blokowy algorytmu przedstawiono na rys. 15. Na podstawie wspomnpianegoe algo-
Iytmu opracowano program obliczed na maszyn@ cyfrowq CDC-3170 w jezyka
FORTRAN
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Przedstawione zostang rozwigzania diwigaréw ramowych (rys. 1) obciqﬁonych"
sifa tarczowa P 1 momentem L. ZatoZono nastgpujace wymiary diwigaréw: [=2g=
=2000 mm, »=500 mm i stosunki sztywnosci o, =f, =1, y, =¢, =y, =0,8
(dla przekrojéw osiowosymetrycznych). ‘

Przykran 1, Dla diwigara obcigionego sila P w gérnym wezle brzegowym
wartosci sit krytycznych sg nastepujace:

Pi =2,70%a,,[N], P{1x6,1842a“[N), PYI=102,938a , [N].

Dla dzwigara obcigZonego sita P w dolnym wezle brzegowym otrzymano nastepujace
wartosci sit krytycznych:

Py, =59085q,,IN], Pi=12,4906a,, [N], PI=2074079a, N].
Kaidej 7z obliczonych sit krytycznych odpowiada inna, kolejna posta¢ wyboczenia

diwigara. Na rys. 16 i 17 przedstawionoe postacie wyboczenia diwigardw przy
‘dzialaniv pierwszych (najmniejszych sit krytycznych).

Rys. 16 Rys. 17

PrzykeaD 2. Momenty krytyczne wynosza: dla d:':vifigara obcigZzonego mo-
mentem L w gérnym weile brzegowym

Ll =27074a,, [Nm], L&=81711a,, [Nm], L¥=1613,0921q,, [Nm],

I I
Lkr“'okp-a

I
Lkr=Pineat
Rys. 18 Rys. 19

dla diwigara obcigZonego w weZle brzegowym dolnym
L, =3,5089a, ([Nm], Li=6,2976a,,[Nm], Ly =664,8956¢,,[Nm].

Rysunki 18 i 19 przedstawiaja postaci wyboczenia dZzwigaréw odpowiadajgce dzia-
janin najmniejszych momentéw krytycznych.
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Przykiap 3. Dla diwigara obcigzonego réwnoczeénie sila P i momentem L="Pa
w gérnym wesle brzegowym otrzymano sily krytyczne nastgpujace:
Pl1,6821a,,[N], ' PE=3,7226a,, IN], P =538(45a,,[N].

Identyczne obcigzenie przylozone w dolnym - wgzle brzegowym daje nast@pu;qce
wartosci obcigZzefi krytycznych:

PL=21364a,,[N], PX=3320la,,[N], Pi=71,5262a,,[N].

Na rys. 20 2! zilustrowano postacie wyboczenia dZzwigaréw przy dziataniu najmnicj-
szych obcigzen krytycznyvch. :

I I
ka‘zpkr‘& .

{
Lkrépig-'ﬂ

P,
Rys. 20 - Rys. 21

Otrzymane réwnania statecznofci diwigara umozliwiaja rozwigzanie szeregu
dzwigaréw o dowolnych parametrach takich, jak wymiary gabarytowe, sztywnosci
zginania i skrgcania poszpzegélnych pretéw, sposéb zamocowania oraz rodzaj
zewnetrznego obcigzenia tarczowego P i L.
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PesroMe

YCTOMYHBOCTE TITOCKOTO BUJA H3TMBA ,IIBYXITOHCHI—JX PAMOYHBIX BAJIOK
MOABEPTHYTLIX BEACTRHIO KOHCEPBATHBHBIX HAT'PY30K

ITpeagmeroM paboTHI ABIACTCA 3afava YCTOMMHMBOCTH INIOCKOTO BHAA HAIEGA TIPAMOYIONb-
HBEIX DPaMOYHHIX OAJI0K HATDYMEHHBIX CHCTEMOI KOHCEPBATHBHBIX CHI W MomenTos. IloiydeHa
ONHOPOAHAS CHCTEMA WIECTH JHHEHHBIX PASHOCTHHIX YPABHEHHil, JAI0Masd BO3MOXHOCTh BHIYHC-
JMTe KPHTHYECKHE CHJTBI H MOMEHTH! ANA pana Ganok ¢ npomssoiGHEIMA KOHCTDYKIMOHHBIME
napamMerpamu. Pabora HINIGCTPHPOBAHA MHUCHTOBLIMM HPHMEPAMN INONYYEHHBIMH YHCICHHBIM
TYTEM,

SUMMARY

STABILITY OF THE PLANE FORM OF BENDING OF DOUBLE GIRDER
FRAMES SUBJECT TO CONSERVATIVE LOADS

The paper deals with stability of plane bending of 1ectangular frame cranes loaded by the system
of conservative forces and moments, The homogcneous system of six linear difference equations
allowing to compute the critical forces and moments for a series of cranes with arbitrary structure
parameters is obtained. The paper is illustrated by the numerical examples,
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