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TLUMIONE DRGANIA STRUNY I PRETA WYWOELANE RUCHOMA SILA

) '
PAWEL SNIADY (WROCLAW)

W pracy rozpairuje si¢ ttumione drgania struny i preta wywolane ruchoma silg (momentem)
poruszajacy si¢ ze stala predkoscia. Funkejg okreslajacy drgania aperiodyczne prredstawia sie
w postaci zamknietej.

1. Wsrep

Drgania preta, wywolane ruchoma sily poruszajacq sig ze staly predkoscia,
rozpatrywane byly przez wielu badaczy. Pierwsze prace opublikowane przez Kry-
rowa [1] i TmMOSHENKE [2] podawaly rozwiazania dla belki swobodnie podpartej
w postaci sumy dwdch szeregéw, W pracy [3] autor, stosujgc metode nakladania
ugigé, wykazal dla belki swobodnie podparte], ze czesé rozwiazania, okre§lajaca
drgania aperiodyczne preta, moZna przedstawié w postact zamknietej. Metode
¢ zastosowano w [4] przy wyznaczaniu drgaf belki z uwzglednieniem thimienia
proporcjonalnego do predkosci przemieszeozen. Rozwigzania zamknigte dla innych
warunkéw brzegowych podano w [5]. W niniejsze; pracy omawia sig problem tin-
mionych drgan struny i preta wywolanych ruchoma sity (momentem). Funkcje
okreflajaca drgania aperiodyczne przedstawia sic w postaci zamknigtej. Formy
zamknigte wyznacza si¢ wykorzystujac fakt, ze catka szczegolna réownania réZnicz-
kowego czastkowego jest réwniez rozwiazaniem pewnego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego. Przyjmuje sig, Ze dla struny thumienie jest proporcjonalne do predkosei
wychylenia, natomiast dla preta odpowiada modelowi reclogicznemu  Voigta.
Podaje si¢ rozwigzanie dla struny, gdy jest ona poélnieskonczona, nieskoficzona
i skoficzonej diugodci, a w przypadku preta, gdy jest on skoficzonej diugosci, roz-
patrujge zaréwno drgania skretne jak i poprzeczne. Podane rozwigrania zamkniete
mozna wykorzystaé przy wyznaczeniu drgafi belek mostowych, ciggna kolejek
lmowych, sieci trakeyjnej kolejowej itp.

2. STRUNA 0 SKONCZONE! DEUGOSCI

Drgania poprzeczne lepkosprezystej struny wywolane sita skupiona, porusza-
Jaca sie ze stata predkoseia @ (rys. 1), opisuje réwnanie [6]

62w+ 8w+ azw% 5
PR v L OF

gdzie § oznacza wspélezynnik thumienia, m mase strony przypadajaca na jednostke
diugoéci oraz J (x) funkcje delta-Diraca. Pozostale oznaczenia 53 na rys. 1.
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Po wprowadzeniu zmiennych berwymiarowych
of
(22) X=—, Tsz X, Tel0, 1]

réwnanie (2.1) przyjmuje postac

2.3) —w S+t w=Py (X —T),
. gdzie

gl 9=ﬂ%, ﬂ=vi,

5 . . 5 o
"% ”%—" ]/? . Pl
S =y o> P70
Rys. 1 ( )r:i (‘):_Cl'

ox T er

Parametr # wystgpujacy we Wzorze (2.3) okrefla stosunek predkosci poruszania sig
sity do predkosci rozchodzenia sig fali poprzecznej w strunie sprezystej. Warunki
brzegowe dla struny utwierdzonej na koficach majg postad

(2.4) w(0, Ty=w{1, T)=0.
Przyjeto nastgpujace warunki poczatkowe:
2.5 ' w(X,0)=0, WX, 0=0.

Wykonujae na réwnaniu (2.3) skoficzong transformacje sinusowa Fouriera otrzymu-
jesig '
- 3 . nw 2 .
(2.6) win, T)+f’17w(n, ™+ T w(n, T)=Pysinnal’,
gdzie '
1
w(n, T)= [ w(X, T)sinnzXdX.

0

Calki szczegdlnej réwnanié, (2.6) poszukujemy W postaci
2.7 W, (1, T)= A, sinnaT+B,cosnnl .
Po podstawieniu (2.7) do (2.6) i wyznaczeniu statych 4, i By otrzymuje sig

. (1= P(; sinnnT SnrP,cosnrd
P, D)= A e [ (= 1]

(2.8)

Postaé caltki ogdinej rownania jednorodnego zaleZy od parametréw & i 5. Gdy
thumienie jest mniejsze od tzw, tfumienia krytyeznego [(9/24) < z} otrzymuje sig

-l az\2 (& \?
(2.9) Wy ln, T)=e 2 (C,coswy, T+D,sinw,T), @~ _?}7 - _2-’77 .
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Po wykonaniu transformacji odwrotnej i uwzglednieniu (2.8), (2.9), rozwigzanie
przyjmuje postaé .

@210) WX, T)=w, (X, T)+w, (X, T)=

an

_op (1=#%) (nm)* sinnn?— nmcosnnl v
=2p, ) () [ (L —?? 1 97] ST
. - )
. 42 2 (Cacos @, T+D,sinw, T)sinnnX .

n=1
State C, i D, dla warunkéw poczé}tkowych (2.5) wynosza

- Py 3
" nm ) (-4 9]

(2.11)
P[22 (1~ 1) (n)?]

P02 nan, [y (L= 91

Funkcja wy (X, T) okreSlona pierwszym szeregiem we wzorze (2.10) przedstawia
drganta aperiodyczne struny. Przedstawimy ja w postaci zamknietej. Zauwazmy,
Ze spelnia ona nie tylko réwnanie rézniczkowe czastkowe (2.3), ale réwniez rdwnanie
rozniczkowe zwyczajne

(2.12) (A=Y WY =Wy = — Py (1—p?) 8" (X =T)+Po 93" (X—T),
przy warunkach brzegowych
(2.13) wi (0, Ny=w, (1, T)=0, w]({©, N=w] (1, T)=0.

Aby to wykazaé, wystarczy wykbnaé na réownaniu (2.12) skohczona transformacie
sinusowa Fouriera uwzgledniajac warunki brzegowe (2.13):

214 [(1=7°)* (an®)-+ (am)® 92wy (m, T) ==

=Py (nm)* (1 —y?)sinnnT— P, InncosnaT .

We wzorze (2.14) uwzgledniono zalezne$é [7]
i
f SN (X ~T) sinngX dX =(— 1) sin® pnxT.
0

Po wykonaniu transformacji odwrotnej

(2.15) ‘ wi (X, T)=2 2 Wi (n, TYsinnzX,

n=1
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7 (2.14) otrzymuje si¢ funkcje okreslong pierwszym szeregiem w (2.10), co nalezato
wykazaé. Po rozwigzaniu rdéwnania (2.12), np. za pomoca transformacii Laplace’a,
otrzymuje sie dla 7<1

Py Py, sheX o X<
Wi (@ T)= g X~ ¢ sho a X1,
(2.16)
P, Lo pshel=X)
w (X, T) =~ (L= X) ¥ g sha a X>T,

gdzie a=9/(1—#%).

W szezegSlnym przypadku, gdy predkosc poruszania si¢ sily jest réwna pred-
koéci rozchodzenia sic fali poprzecznej w strunie sprezystej (7=1) z réwnania (2.12)
i ze wzordw (2.10), (2.11) otrzymuje si¢

0

P
@17 wx D=5 {[X—H(X— )]+

2 oy [eosw, T Ssnw, T | 9 .
+2e * Z [————4———“—— sin naX dla —<=, #=1,
nw 2,11

@ =l/(m£)2 - (%)y :

0 dla X<T,
HX-T)=4{1/2 dla X=T,
1 dia X>T.

=1

gdzie

3. STRUNA POL- I NIESKONCZENIE DEUGA

Drgania struny spoczywajace] na sprezystym podtozu typu Winklera i wywolane
ruchoma sita okresla réwnanie ;

(3.1} ! koWt P w=Pyd(X-T),

odzie ky=KkI%]S oraz gdzie k oznacza wspdtezynnik sprezystodei podioza.
Rozpatrzmy drgania struny péinieskoificzonej, speiniajacej warunki brzegowe
(3.2) w(0, =0, limw(X,T}=0, .
gdzie [ oznacza dowolng dlugo$é pordwnawcezy.
W rozwazaniach pominiemy wplyw warunkéw poczatkowych, a wigc rozwigzanie
ograniczymy do wyznaczenia funkeji wy (X, T). Wykonujac na réwnaniu (3.1) sinu-
sowa transformacje Fouriera i postgpujgc podobnie jak w p. 2 otrzymuje si¢

[(1—#%) o +ko}sin al—Jacosa?,
== sin aX det .

2
33 X, T)y=— ;
CH - D= P | Py o 197+ 2k (1)o7 S
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Dowodzi sig, podobnie jak w p. 2, Ze calka (3.3) spehnia réwniez rc')wnaﬁie
B4 A=nPwl —[92+2k0 (1 -7 wy +kiw, =
B =Py [—(1=1%) 0" (X~T)+-88' (X =T t-ko 3 (X—T)].
Po rozwiazaniu réwnania (3.4} otrzymuje si¢ funkcje w, (X, T) w postaci
Py [ ko + 85, —s7 (1—1%)
(L =722 (55 —s7) ¢
o+ s, —s3 (1—7%) .

52

. ' Py { [ko—-f'f (1—#?
wy (X, T)= el ——
1 (K T)- ( 53)

L—#?)2 (35— 51

_e_%x[ko—si(l—rf)

5

_S1Tx

w (X, T)= 5
1

o x shsy X ﬂzrshszX] dla X<7T,
(3.5)
shsll T—Schs, T] -

shs, T+.90hszT]} dla X=T,
gdzie
9 +2ko (1 ~12) — 3V & +dko (1 =)
2(L—7%? ’
P4 2o (I— )+ 8V S dley (1= )
2(—#%? )

s5=

Il

53
W przypa.dkqutruny nieskoticzenie dugiej réwnanie (3.1) i'oZWiqzujemy stosujge
wykiadnicza transformacje Fouriera wzgledem X. Funkcja w, (X, T) przyjmuje
postad _
A Py [0? (1 —#?) + ko) sinoT— Jacosul .
(3.6)  w (X, T)=2—ﬂ J A= o* 4 [+ 2kg (L —)] a2'+k§ sitt oo X do. +

Po ¢ a2 (1—%)+ko]cos T+ o sin o T
A 4 2 712 o cosaXdo,
2n (=7 o* + {9+ 2k (1 —m)* 1 a® + k2

Z réwnania (3.4) t¢ sama funkeje wy (X, T) wyznacza si¢ w postaci

o Py ko+9s; —s7 (1—n?
wy (X, 7)== 20 7 2[ : =il q)esl(xfn‘
217 (53 —51) >
ko+ 85,55 (1 — ‘
3 ko 5o Sz( 7 ) esjl(X"'T)] dla X< T)
82
3.7
P ko— 895, —s57 (1—#2
Wy (X; T): 2 20 2 2% [ 0 a t ) eil“(X)_T) o
2(1 =5y (s, —s7} o -

ko395, — 85 (1—n?)

52

e_‘”“‘”] dla X=7.

Stale sy, s, sa takie same jak w (3.5). Ze wzoru (3.7) wida¢, ze funkcja w, (X, T)
zalezy tylko od zmiennej z=X—T.
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4, DRGANIA SKRETNE PRETA

Rozpatruje si¢ drgania skrgtne preta pryzmatycinego o przekroju zwartym,
utwierdzonego ze wzgledu na skrgcanic na obu koficach, wywolane ruchomym
momentem skupionym (rys. 2). Przyjmuje sig thimienie wedhug modelu reologicznego
Voigta. Drgania preta opisuje réwnanie (8]

’op S o
“.1 Gcﬁ+ ul‘GCW—IOpW—Mé(x—m),
gdzie GC oznacza sztywno§é belki przy ‘skrf;ca.niu, oy wspélczynhik thumienia,
I, biegunowy moment bezwladnosci przekroju, p ggstosc materiatu.

Stosujagc zmienne bezwymiarowe My V
(2.2) téwnaniu (4.1) padamy postac

nastepujacy: : ; \77 J(
—

42 o'+ e=M,8(X-T), . N
gdzie L7 .
. . -
v . Iy po? " Ml e
T "o MeTec L7 Rys. 2

Réwnanie (4.2) rozwiazuje si¢ przy warunkach brzegowych typu {2.4) i poczatko-
wych (2.5). Postepujac podobnie jak wp. 2 otrzymuje sig

L @43 e T=e (X, D+ e (X, T)=

Oy (L—n?)sinanT—tnncosnal’ - i
=2M, 2 an)? [ 4 U =] sinneX+2 K, (T)sinnnX,

n=1 =1

gdzie

21

a) gdy n<—_—,
7T

K,(Ty=e 2" [4,cosm, T+B,sinw, T},
(4.42) 5 _(mr )2 T @ . (mc )2 72
n 7 2 3 Dy = ﬂ n 4 3
2
by gdy n>—,
T

K,(T)=e > [4,chw,T+B,sha,T],

(4.4b) (rm)z T nm (mr)2 72
D=l =, wo=—V ) —1;
ni 2 n 7!l 4
5 .
by gdy n=i,
T

2

(4.40) K(T)=¢ ° (Adst+B,T).
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Dla warunkéw poczatkowych (2.5) stale 4, i B, wynosza

Myt
nx [(n)? o84 (1 —n2)?1 °

A,, =

(4.5a)
Mg [(nm) 1> =217 (1 —4%)]

Sich 2n% w, (nm) [(nm)? 22+ (1 —42)?]

Stala B, okreslona wzorem (4.5a) jest poprawnie obliczona dla przypadkéw a i b.
W szozegdlnym przypadku ¢, gdy n=2p/nt, stata B, ma postaé

(1 +'72) M,
na {(nm)? T2+ (1—#*)7] °

(4.5b) | B,=

Funkcja ¢, (X, T) okre§lona plf:rWszym szeregaem we wzorze {4.3) jest réwniez catky
réwnania

(4.6) 2 — (1 =) 9] = Mo (1—4?) S(X—T)+ My 28" (X~T),

przy warunkach brzegowych typu (2.13). Z zaleznodci réiniczkowej (4.6) otrzymuje sig
¢, (X, T) w postaci

@

X, T)= X[l )+ — ]* e S dla X<T,

(/Jl( » )_1 (_ ) 1_”2 (1“_']2)28 Sh}) a =Ly
@7 _

1—x (T+L)+ Mo 02020 o vt

@1 ) 1—172 (l—ﬂz)ze_ sh y a 421,

gdzie y=(1—»?)/z.
5. DRGANIA POPRZECZNE PRETA

Drgania belki, dla ktérej przyjeto thimienie wg modelu reologicznego Voigta,
wywolane ruchoma sitg (rys. 3) opisuje réwnanie [8]

&t w Sw o2

w
(5.1) EJ— P +12EJ3 PRy m?t‘z—=f5(x—w),,

ktére dla zmiennych (2.2) przyjmuje postac
(5.2) WV oY+ a2 w =P S (X =T,

gdzie
0T . mo? [? Pl?

g5 D=
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Rozpatruje sie przypadek belki swobodnie podpartej (2.13) oraz przyjmuje sig,
7¢ w chwili T=0 pret jest w spoczynku (2.5). Rozwigzanie réwnania (5.2) w formie
rozwinigtej w szereg okredla wzor

(5.3) w(X, Dy=w, (X, T)+w, (X, T)=

[(nn)? —o*] sinnaT—z(nr)* cosnnl i ]
=2POZ smszJr?.E K, (IysinnzX,

72 (nm)® +(n7)® — 202 (nm)* + o* (nm)?

n=1 n=1

: 1 ./25 = :
a) gdy n<— 3§/ —, !
yid T

K, (T)=e ™" (4,co80,T+B,sinw, T},

(S.f) z , (n7)? l/ 4 . 2
D,= 707 (nm)*, Ou = 1—(nn) 452
14/ 20
b) gdy a>—§/ —.
7 T
K,(T)=e ™" (4,che, T+B,shw,T),
T . (nmy* ]/ 2
— a = 4 —
D, 257 (nm)*, . . / (nx) 4o7 1,
o pol 20
c) gdy n=-- p

202
—T

K(T)=¢ ° (A,+B,T).

o
— .Y
o 7
F I S
Fig. 3

Dia warunkow poczatkéwych (2.5) stata A4, we wszystkich przypadkach a, b, ¢
ma postac

55 Pyt(nn)
5.52) 4= (mm)® + (nm)* —20* (nn)* +a*

a B, w przypadku a i b wynosi - !

P, {i (nn)® — o [(nn)* — o‘"‘]}

2¢
5.5b = : i1
( ) Bn ORI, [1_2 (nn)G - (nn-)4 . 20-.2 (nﬂ:)z _1_0.4}
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1 20 ‘
Gdy a=— . (przypadek c),
T

5= Py 202 (nn)? — (nm)? + 2]
(5.5¢) n [72 (1)® + (nr)* — 202 (am)® + 0*]

Funkejg wy (X, T') wysigpujaca we wzorze (5.3) wyznaczymy w postaci zamknietej
dzigki wykorzystaniu faktu, 7e jest ona calka rownania
(5.6)  —wWMpw 420wl hot W =

‘ =Pot8 " (X—T) 4Py 8" (X—T)+Pac? 5(X—~T)
. 1 spelnia warunki brzegowe

o w0, T)=wd (1, T)=0, i=0,2,4,6.

Z réwnania (5.6) otrzymuje sie
2

1 .
X Ty=—Py— 55— (1-7T)X
W ( ) 0 L2 S%(a’.2+ﬂ2)2( )X+

Py | o%4-52
t+——35"shs, (1—=T)+chs, (1-T)| x
T 753

(5.8) shs, X
) st~ 251 (@® = f)+ (o3 -+ $2)*] sh s,

Py
+?f1 (X, 1-1)+

P : .
+7°-f2(X, 1-T) dla X<T,

o? 1 Pyl o?+5?
Wl(X',T)=—PO—2 WT(I—X)"'T o shs; T~ chs, T

T 1
shs, (1—X)
57— 257 (& — %)+ (22 + f2)*] sh s,

P, P, _
+7;f1 (1-x, T)—jfz (-Xx,7) da X=T.

TFunkeje f,, £, sa nastepujace:
F1(& w)y=la; shapcos fu+a, ch ausin Bu] sh aé cos BE+

(5.9 +[—aychapsin futas shaypcos fu] ch ol sin fE,

J2 (&, w)=1b, chapcos B+ b, shapsin fu] shad cos E+
+[—5, shmusinﬁﬂ+bzchoc,ucosb,u]chocésinp’é,
gdzie S ‘ :
p=01-T), ¢&=X, gy X<T,
u=T, f=1-X, gady X>T,
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—1

a{:j,‘WZ)TC {[(3oc2—ﬁ2—3§) (@ + 20”7 (=307 + )+
+50‘2(oc2—-ﬁ2)2 4ﬁ4 2] [)’+[( 2_3ﬁ2 Sl)(ﬁt +ﬁ2)2
shoacosf
=s570% (—a?+3p%) +30% (* —ﬁ2)2+4ﬁ‘ P-2@ ety }
a2=m{[(3a2—ﬁz~sf) (0L2+ﬁ2)2+0'28% (—3e2+ 5+ .
chasinf
1507 (02— 1) —do? ]~ [ =3 1) (e + 7+
, ‘ shocos
-‘rO'sz(—d2+3ﬁ2)+362(a2—ﬁ2)2 252(az+ﬁ2)2]_ﬁ }’
—Shoccosﬁ—li--z—[i—(—a2+ﬁ2+sl)chasmﬁ
b1= ) ¢ 3
B e
*chocsmﬁ—g(—azﬂﬁ +sy)chasinf
b,= : B »

¢
c=[s*—25% (a® — f2) + (0 + $)?] sh? e cos® f-+-ch? asin® £,

2.
sy=u+tv,

’ 1 ot ot gt ot 02_h
u=V it At — VY
i

(3’72)3 3??4- 2??2

_f/ 1 N o 4 ot o2 0'4+ a;"“—
v (3n?)® gt 2? 2 4 27n%

i
1]/ 1y 27 1
O(mni Z‘i/sf(sf—'n—z)_?_"“sf‘l'nz,
1]/ 1\ 20% 1
:? 2]/5?(.5‘%—7]“2")-"—”?‘_"3%—”—2.

Podane rozwiazanie zamknigte, mimo ziozone] budowy, jest szczegdlnie przy-
datne przy wyznaczaniu sit wewnetrznych (momentéw zginajacych i sit tngeych),
gdyz funkcje 'w formie rozwinigte] w szereg w wyniku rozniczkowania sa stabo
zbiezne.
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Pezwowme
A

v BATYXAIOIKE KOJIEBAHWA CTPYHBI M CTEPXKHS BLI3BAHHLIE TIOJBHYCHOII
CHITON

B paloTe pacCMATPHBATOTCA 3ATYXaruMe KOCOAHHS CTPYHEI M CTEDIXHS, BbI3BAHHSIE NOMI-
. BUKHOH CHNOH (MOMEHTOM), Mpwicymelica ¢ NOeTeAHHON CKOPOCTbo. MYHKUMA ONpemeIomas
anepHoanyeckae xoieSanus MpelcrasneHa B 3aMKHYTOM BHIC.

SUMMARY
DAMPED VIBRATIONS OF THE STRING AND THE ROD CAUSED BY MOVING FORCE
The paper deals with dumped vibrations of the string and the rod caused by the moving fores
{moment} traveling with a constant velocity, The function determining the aperiodic vibrations is
presented in a closed form.
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