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STATYKA PRETOW CIENKOSCIENNYCH O ZMIENNYCH
PRZEKROJACH OTWARTYCH

JERZY WEKEZER (GDANSK)

Przedstawione w pracy rozwiazanie zagadnienia skrecania preta cienkoéciennego o zmiennym
przekrojui: otwartym oparte jest na Hniowej teorii powlok z zastosowaniem zatoien upraszczajacych
teorii profili cienkosciennych. W rozwiazaniu wykorzystano metode elementow skofczonych dzielge
powierzchnie §rodkowsa preta na segmenty plaszczyznami prostopadiymi do. osi podtuznej preta,
segmenty natomiast podzielono na klasyczne efementy trojkatne. Zastosowano dwustopniows syn-
tezg macierzy sziywnosci wszystlich elementéw segmentu. Zalozono, 7e kazdy segment ma pigtnascie
stopni swobody, ktore odpowiadaja funkciom ksztaltu w postaci wiclomianow © pigtnastu para-
metrach. Przedstawiona metode zaprogramowano na EMC ODRA 1204 w jezyku Algol-60,
W pracy przedstawiono wyniki obliczen dla prgta o zmiennym przekroju ceowym. -

1. Wsrrp '

Przedstawiona w pracy teoria pretéw cienkodciennych o zmiennych przekrojach
otwartych stanowi probe opisu zagadnief statycznych metodami analizy numerycz-
nej. Zasadnicza koncepcja tego ujecia oparta jest ma wykorzystaniu metody cle-
mentéw skofczonych w liniowej teorii powlok z zastosowaniem zalozeft upraszeza-
jacych teorii profili cienkosciennych. Przyjeto, Ze pret zbudowany jest z materiatu
Jjednorodnego i izotropowego. Zalozono réwniez, ze pod wplywem drzialania do-
wolnych, uogdlnionych sit zewngtrznych na powierzchni preta doznaje on malych
przemieszezed. W rozwazaniach teoretycznych przyjeto trzy klasyczne zatozenia
techmicznej teorii pretow cienkofciennych o stalych przekrojach poprzeczaych
w postaci nastgpujacych hipotez: '

1) nieodksztaicalnodci przekroju poprzecznego w jego plaszczyznie,

2) braku odksztalcenia postaciowego powierzchni srodkowej preta,

3) spaczenia przekrojow preta przy skrecaniu (hipoteza Wagnera).

Do pretéw cienkosciennych o stalym przekroju otwartym odnosi sic znany
uklad czterech réwnan rozniczkowych réwnowagi, ktéry w postact podanej przez
W. Z. Werasowa [12] opisuje zagadnienic skrecania preta momentem m (z) rozto-
Zonym w sposob ciggly: :
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gdzie zostaly przyjete nastgpujace oznaczenia:

pole powierzchni przekroju poprzecznego prefa,
momenty stafyczne wzglegdem osi x iy,

F
Sxa Sy
S, wycinkowy moment statyczny przekroju,
i
1

I.,1, momenty bezwladnosci wzgledem osi x i p,
wycinkowy moment bezwladnoéci,
Toxs Ty Wwycinkowo- -Hniowe momenty bezwladnodci przekroju wzgl@dem oSk

x1iy,
& n, { przemieszczenia dowolnego punktu na powierzehni preta odpowiednio

wzdluz osi x, ¥, =,
§ kat obrotu przekroju preta,
E modul Younga, :
I; moment bezwladnosci skrecania swobodnego.
W przypadku pretéw o zmiennych przekrojach uklad (1.1) staje sie ukladem
réwnan rozmiczkowych o wspdlezynnikach funkeyjnych, ktérego w sposob Scisty
rozwiazaé nie moima. Istniejg trzy mozliwodci rozwiagzania:

1. Zalozenie odcinkowo sialych charakterystyk przekrojowych. Przez poszuki-
_ wanie miejsc geometrycznych $rodkéw ciezkosci i §rodkow skrecania oraz ewentual-
nych osi symetrii uzyskuje si¢ redukcje niektorych wspolozynnikow i rozdzielenie
ukladu (1.1). Kierunek ten w wersji numerycznej zmierza do zastosowania metody
macierzy przeniesienia (prace [2 1 6]).

2. Rozwiqzanie wkiadu réwnan (1.1) metodq roznic skosiczonych. 'L reguly wy-
korzystuje sie tu réwniez symetrie przekrojow, co upraszcza sama technike obli-
czenn ([3 1 4D.

3, Zastosowanie metody elementéw skoficzonych. Ulycie przyblizonych funkeji
przemieszezell z numerycznego punktu widzenia prowadzi na ogdt do dobrych wy-
nikéw. Przyjecie takich funkeji w réwnaniach (1.1) stwarza mozliwodci dokladniej-
szego wyznaczenia charakterystyk przekrcuowych jako zmiennych funkeyjnych
zaleznych od polozenia przekroju. Metode elementéw skonczonych w odniesieniu
do pretow o stalych przekrojach zastosowano w pracach {11 8].

W celu rozwiazania zagadnien statycznych dla pretéw cienkodciennych o Zmien-
nych przekrojach w niniejszej pracy zastosowano metode elementdw skonczonych
jako najbardziej uniwersalng.

2. OPIS GEOMETRYCZNY

W celu utworzenia modelu mozliwie najdoktadniej opisujacego powierzchnig
srodkowa preta o osi prostej lub lagodnie zakrzywionej oraz dowolnie zmiennych
w sposdb ciggly przekrojach poprzecznych, oparto opis geometryczay preta na
podanych w sposéb dyskretny wspéhrzednych punktéw powierzchni srodkowej
w dowolnie przyjetym globalnym ukladzie ortokartezjafskim (rys. 1).

Pret jako obiekt jednowymiarowy podzielony zostal na dowolna, skofczong
ilo§¢ odcinkéw za pomoca plaszezyzn prostopadiych do osi z. Powstate w ten spo-
s6b odcinki o diugosciach A4z, nazwano segmentami. Idac za propozycjq J, 5. PRZE-
MIENIECKIEGO [7], w drugim etapie powierzchnig $rodkowa segmentu zastepuje sie
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modelem dyskretnym zlozonym 7 dowolnych elementéw tréjkatnych za pomoca
punktdow w przekrojach z=0 oraz z=Az. Kazdy z elementéw tréjkatnych moze
mie¢ rézng gruboss, rdwnies zerows. :

{ir1)’

4

Rys. 1. Konstrukca modelu dyskretnego dla preta cienkosciennego o zmiennym przekroju otwartym

Polozenie dowolnego punktu P lefacego w plaszezyZnie pierwszego tréjkata
segmentu, ograniczonego plaszczyznymi z=0 oraz z=Az, okrefla si¢ przez sumg
trzech wektordw (rys. 2):

(2.1) I'p=l'01+l'1A+I'AP,

gdzie ro; jest wektorem laczgeym punkt O z punktem 1. Kierunek wektora r, _
Jest okredlony prosta 11, natomiast wektor r,, jest rownoleg’fy do prostej 1-2.
Znajac wspolrzedne wszystkich pokaza-

nych na rys. 2 punktéw, mozna wyznaczyé z
sktadniki wektora (2.1) jak nastepuje:

Tor=xi+yij,

z
I'JA:—A_Z [(ey—x)i-t

22 |
+(y1—y1)i+ 4zk],

Rys. 2.- Opis polozenia dowelnego punktu

3
Fap™ S1a [(r; —x)i+(y—y)il- na powierzchni pierwszego trojkata

Zmienna s stanowi miarg dfugosci tuku w dowolnym przekroju, ktéra na krawedzi
1-17 pszblera wartosé 0. Tuta_] jest ona odlegloscia miedzy punktami A i £. Nato-
miast sl-,d,—l/(x2 x1)2+(y2 y1)2 oznacza diugosé boku 1-2.

Wprowadza sie oznaczenia: ‘

K= ¥ Y1 ’ yz J’l ’

Az §12
(2.3) Xy — Xy Xy—X,
P= . R= ,

Az 81
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oraz
W=—PL-+KR,
(2.4) T=—P{—c)+K(M—c),
U=R(J—¢c)—L(M—c,).
Jak widad, sg to wielkoéoi stale dla okreélonego tréjkata, przy czym c, i ¢, ozna-

czaja wspéirzedne dowolnie przyjetej osi skrecania. Za pomocs (2.3) wektor (2.1)
przyjmuje zwigzlay postad

- (2.3) r,=(M+Pz+ Rs)i+(J+Kz+Ls)i+zk.

!

Wektory podstawowe powierzchni sg stale na calej plaszezyznie trojkata i wy-
nosza zgodaie z [3]

(2.6) a,=rp ,=Ri+Li, a3=rp.=Pi+Kj+k.
Na ich podstawie znalez¢ moZna tensor metryczny o wyznaczniku
2.7) A=y dyy — &, =P+ K>+ 1~ (PR+KL)*

Przyjmuje sie a priori postaé wspolrzednej wycinkowej podang w 91 10] dla
preta cienkodciennego o Zmiennym przekr oju otwartym:

(2.8) m(s,'z)= f [(x—cx)ji“(y— ) d%] ds.

Dalej w p. 4 wykaznje sié, ze postad ta jest poprawna. Wprowadzajac do (2.8)
zmienne z, s na miejsce wspdlrzednych x, ¥, a nastgpnie po wykonaniu catkowania
tego zwigzku w przedziale {0, s] otrzymuje si¢

(2.9) . w(s, 2)=—s(U+Wz),

przy czym wykorzystano oznaczenia (2.4).

Wartod¢ poczatkowa wspdhrzednej wycinkowej dla elementu tréjkatnego 17-2-2'
okreSla wzér (2.9), w ktérym wspdhzedng s dobiera sig tak, aby okreflata krawedz
miedzy tréjkatami 1’-1-2 oraz 1'-2-2', tzn.

. . z
(2.10) ‘ S:S_u(1— Z)‘

Wzdr ten fatwo wyprowadzié z rys. 3a. Jedli podstawi¢ to wyrazenie do wzora (2.9},
to otrzyma sie warto§é poczatkowa wspolrzednej wycinkowej dla tréjkata 1'-2-2"

. S
(2.11) Wo (z)=ﬁ" [— Udz+(U— WAz)z+ W2?]

Wydaje si¢ tzeczg celowy wprowadzenie umowy, e tréjkaty, ktérych podstawy
leza w plaszezyZnie z=0, nazywane bgdg tréjkatami typu I, te za$, kidrych pod-
stawy lezq w plaszezyZnie z=Az, beda tréjkatami typu Il
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Podobnie przeprowadzi¢ mozna analize wielkoScei geometrycznych nastepnych
tréjkatéw pamietajac o tym, Ze przy przejscin do kazdego nastepnego tréjkata
wystapi przyrost wspétrzednej wycinkowej. Przyrosty te musza by¢ sumowane

L Sk kg’
Rys. 3. Granice zmiennych z, 5 dla trojkatow:

a) typu I oraz b) typu II

od pierwszego do akiualnie rozwazanego tréjkata. W ten sposb wspdlrzedna
wycinkowa w dowolnym punkcie na konturze napisaé mozna nastgpujaco:

2.12) = —s(Ut WE) =0~ Q, 70, 2.

Trzy ostatnie skfadniki wyrazenia (2.12) stanowig warto§é poczatkows wspoirze-
nej wycinkowej dla rozwazanego trojkata i okreSlone sa w sposéb nastepujacy:

91:2511:[]:

I

_ ‘“1& - . Spe g
(2.13) 2= 2z U WAZHZ, 4z Y

1 -51k S jer
Q= — W+ 2 ,

Znaki sumy w (2.13) opatrzone sg u dolu cyframi I lub I, ktére 0ZNACzZajg,
ze sumowanie dotyczy tréjkatéw typu 1 albo II. W ten sposGb opisuje sie kazdy
element tréojkatny rozwazanego segmentu,

Ze wzgledu na przyjety dowolny ksztaltt elementéw trojkactnych wygodnie jest
korzysta¢ z uko$nokatnego uktadu wspot-
rzgdnych na powierzehni, kt6rego bazy po-
dano W (2.6). Wszelkie zaloZenia fizyczne &
inusza byé jednak wprowadzane w orto- \ 7
kartezjahskim ukladzie wspolrzednych lo-
kalnych, przy czym poczatki tych ukdadéw
obra¢ mozna wtym samym punkcie (rys. 4).

Nowe bazy ukladu ortonormalnego
przyjmuje sie w postaci

214) A;=a;, A,=oa,+fa,.

Nie znane wspdlczynniki o i f wyznaczyé mozna z dwdch warunkéw:
a) zada si¢ prostopadlodci wektordw A, i A,, czyli

A -A,=4,,=0;

Rys. 4. Lokalne bazy ukdaddw: uko$nokatnego
& i oriokartezjariskiego x*

Rozprawy Inzynierskie — 4
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b) wektory A, i A, powinny byé jednostkowe: (A =1 ze wzglqdu na (2.14),
oraz (2.6),; pozostaje zatem warunek |A,]l= =V 4,,=1.

Z dwéch otrzymanych w ten sposob rozwigzan pozostawic nalezy to, z ktorego
dla prostokatnego clementu tréjkatnego uzyska sie A,—=a,:

(2.15) o= B2 g
Ve Ve
Dowolny wektor u mozna wyrazi¢ w bazach a, lub A,:
(2.16) ' u=0a,=x"A,.

Stad wyznacza si¢ zwiazki miedzy tymi wspotrzednymi:
(2.17) r=x'+ax?, 0*=px>

Obliczona na podstawie (2.17) macierz transformacyjna miedzy obydwoma
ukladami ma postaé

) 18 , 88”_[1 a]
(2.18) = " lo gl
3. ODKSZTALCENIA

Z klasycznej teorii pretéw cienkoscierinych [12] wiadomo, e w dowolnym prze-
kroju preta wystepuje siedem uogdlnionych sit wewngtrzaych, ktérym odpowiadaja
wladciwe przemieszezenia. W przekroju z=0 dowolnego segmentu tworza one
wektor przemieszezefh wezda:

(3.1) {a]zznz [603 é(’)a 11()) ??67 EO) 60’ H("_)]Ta

adzie &g, 1o, {p oznaczaja przemicszczenia liniowe w wezle z=0 segmentu odpo-

wiednio wzdluz osi x, y, z, a 8, jest katem obrotu przekroju poprzecznego.
Wektor przemieszczen calego segmentu zawiera acznie czternascie przemieszczen

wezlowych obejmujacych przemieszczenia w przekrojach z=0 oraz z=4z

_ [S]ZZD]
(32) ss—{[s]zzdz ’

W zwiazku z tym rozwiazujac problem metody elementéw skonczonych preyj-
muje sie cztery niczalezne funkcje przemieszezen &, # £, 8 w postaci wiclomianow
o czternastu parametrach «,. Z ukfadu réwnan (1.1) wynika, Ze ukiad ten bedzie
spelniony, jesli przyjqc funkgcje £ n 1 6 w postaci wielomianéw trzeciego stopnia,
natomiast przemieszczenie { musi by¢ opisane wiclomianem stopnia  drugiego.
Przyjeto wiec

H=oy o,z oy 2oz,
E=ogtogz+ o725 Hog2°,
(3.3)

z z
C:.O'.g‘i‘mloZ‘l“/l 1._—'" Az

O=ayqtoy,z4o32% + 21023
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Czternaécie niewiadomych parametrdw o, tworzqcych wektor o mozna wyznaczyé
jako funkcje przemieszezen weztowych segmentu. W tym celu na podstawie (3.3) .
obliczono pochodne #’, & oraz ', a nastgpnie podstawiajac do vogdlnionych prze-
mieszozen z==0 oraz z=Az otrzymano zwigzek

{3.4) 85 =Cea,
‘ gdzie
aT:[o{,], oy veny CIC]4} . ,

Nalezy podkreél-ié, e pietnasty nieznany parametr A nie wystgpuje w ukladzie
réwnan (3.4), poniewaz towarzyszacy mu muoznik przybiera warto§¢ zerowa dla
z=0 oraz z=Az. Parametr ten wyznaczy¢ moZna techniks wariacyjng.

Dzicki rozdzieleniu ukladu (3.4) mozna tatwo znalez¢ jego rozwiazanie:

(3.5) , a=C-18".

Macierz odwrotna €~ podana jest w tablicy 1.
Wektor przemieszezenia dowolnego punktu o wspohzednych x i y podcezas
skrecania preta o kat 6 wokdt osi o wspdhizednych ¢, i ¢, ma posta¢ [9 1 10]

(3.6) : u=[¢—(y—c) 0lit [+ (x—cy) Oli+u k.

Nieznana jeszcze wspéhrzedna u, wektora (3.6) opisuje przemieszczenie dowolnego
punktn na konturze wzdhuz osi z.
Przemieszezenie w plaszezyZnie preta napisane w ukoénokatnym uktadzie wspot-
rzednych, ktérego bazy podano w (2.6), obliczy¢ moima w postaci iloczynu skalar-
nego wektordw:

u,=ua,,
(3.7 uy=ua, =R[E~(y—c) 01+ LIn+(x—c)b],
u2 :“aZ:P [é—(y—C‘),)B]‘i‘KEP]-l-(X'“Cx)O]-i"uz .

4. ODKSZTALCENIA. MACIERZ SZTYWNOSCI

Tensor odksztatcenia y,, transformuje si¢ z ukos$nokatnego ukladu 6 do nowego,
ortokartezjafiskiego x* wedlug prawa [5]
4.1 ‘ Fug=C%Cg Vpa.

Za pomoca (2.18) otrzymuje si¢ nastepujace wspdlrzedne tensora odksztalcenia
7.5 W plaszezyinie elementu tréjkatnego przedstawione w lokalnych wspéirzednych
ortokartezjanskich: '

F117= V115
(4.2) Pro=Fa1=0y11+ P12,

Faa=a> P13 +20fy 12+ B Yaz -
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Moina zauwazyé, 7e tensor metryczny jest staly na plaszezyinie elementu. Stad
odpowiadajace mu w feorii liniowej symbole Christoffela 83 réwne zeru, a tensor
odksztalcenia powierzchni zawiera pochodne zwyczajne zamiast kowartantnych:

1
Vap = 9 (2, g+ 15 o),
4.3)

Yii1=Uq 5, 7’12:”5— (u112+u2ﬂ)’ Va2 = 2.

Korzystajac z (3.7) i dokonujac zamiany zmiennych x, ¥ na z, s mozna wykazac, ze

@4 , r11=0,

. Charakterystyczae dla pretéw cienkosciennych zalozenie WrAsowa [12] prowadzi
do warunku §,=%,,=0, co wobec (4.4) i.(4.2), daje wprost y12=0. Ta droga
otrzymuje sie rownanie ) )

(4.5) RIE— (=)0 1L +(x - ) 0]+, =0

Z véwnania (4.5) wyznaczy¢ moina | przemieszczenic u, dowolnego punktu
na konturze wzdinz dtugoSci preta. W tym celn wykonuje sie catkowanie réwnania

(4.5) w przedziale [0, 5], z kidrego wynika, se
(4.6) w, =R s~Ln's—w(s, 2)0"+C(2),
gdzie w (s, z) jest wspdlrzedna wycinkowa przekroju poprzecznego podang uprzednio
w (2.8), natomiast C (z) jest dowolnie przyjetq stala.

Podobnie obliczyé moina jedyna rézng od zera wspoirzedna tensora (4.3), t]. y,,:

@7 p=(TH2Ws)0'+{' — (M+Pz+ Rs) =T+ K+ Ls)p' +s(U+ Wz) 9" +

(€2, + 2,242,200 +(2, + 20, zy .

Jesli do (4.7} podstawi¢ przyjete funkcje przemieszezen (3.3), to odksztalcenie
722 MOZna napisa¢ w postaci

8 ' G+}L(122)
“8 | s Gt )

Macierz G stanowi giéwny czynnik macierzy sztywnofci segmentu i Wynosi
_ 0 _ ~
0 ,
—2(J+Kz+Ls)
—6z(J+ Kz+Ls)
0
0
—2{M+Pz+ Rs)
— 6z (M Pz+ Rs)
0
1
0
2+ TH2Ws 4282, 2
22,42 (VZQZ + )z 4+2Us+ 6 Wes+ 602, 22
 6Q 2+ 6Uzs+3 (30, + 1) 22+ 12 W22 s 1202, 23

49 GT=
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Drugi skladnik odksztakcenia (4.8) uwzgledniony zostanie w macierzy sztywnodel
w postaci dodatkowego wiersza i kolumay.
7 warunku minimum funkcjonato energii sprezystej przy pominigein drugiego
skiadnika (4.8) ofrzymuje si¢ WZOr:
E 1
(4.10) F = f (€17 67— GC™H AV F,

1—v2
VS

gdzie FS jest wektorem sit wezlowych segmentu o czternastu wspolrzednych, Wyste-
pujace tu catkowanie obejmuje obszar calego segmentu V®, ktory mozna zamienié
na réwnowazng sumg podobszaréw zgodnie z podziatem na eclementy tréjkatne
o objetosci V¢, Nalezy ponadto podkreslic, ze macierz C—1t zawiera wspolrzgdne
niezalezne od zmiennych calkowania i mozna ja wylaczy¢ przed catke. W fen spo-
s6b otrzymuje sig

' E ot
S = -7 L P T -185
(4'11) L € 21‘ (a]/a fj‘G GdeZ)C 5
i= z 8
lub krotko
(4.12) - FS=K58%,

gdzie K® jest gtéwng czefeig macierzy sztywnofci segmentu. Granice Zrmiennych
z, s w (4.11) zaleza od typu trojkata i wynikaja z rys. 3.

Formalnie najtrudniejszym do wyznaczenia czynnikiem w (4.11) jest calka z ilo-
czynu macierzy GT G gtéwnie ze wzgledu na wystgpujace we wspdhrzednych 4.9
kombinacje zmiennych z i s do trzeciego stopnia wilacznie. W opracowanym pro-
gramie catkowania tego dokonuje sig automatycznie w sposdb Scisty.

Petna macierz sztywnoei o wymiarze 15x15 uwzglednia¢ musi rowniez wplyw
parametru A przyjglego jako funkcja przemieszezen (3.3). Efekt ten najwygodniej
jest ujaé energetycznie. Energia sprezysta sif wewnetrznych dla dowolnego segmentu
preta wynosi :

' E
= ————— 92 b
(4.13) Ly =50 ) Vf Vaa dV'>.

Pamietajac, ze pierwszy skladnik odksztalcenia (4.8) zostat juz uwzglgdniony,
nalezy podstawié drugi do (4.13), aby z warunku minimum energii ze wzgledu na
parametr A otrzymaé dodatkowy pigtnasty wiersz 1 symetrycznie odpowiadajaca
mu kolumng w macierzy sztywnoSci segmeatu.

W macierzy sztywnoci uwzgledniono réwnieZ wptyw skrecania swobodnego
Przyjmujac w wproszezenin, Ze sztywno$é GJ, jest stala wzdiuz diugodci kazdego
segmentu.
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5. STAN NAPREZENIA

Ogélﬁy uktad réwnan rc')wzlo.wagi dla catego segmentu zapisaé mozna w postaci
(5.1) | K§=F,

gdzie K jest ogdlna macierza sztywnosci, symetryczng i pasmowa oraz zlozong z ma-
cierzy sztywnoéci poszczegélnych segmentow. Wektor & jest poszukiwanym. wek-
torem przemieszczen, natomiast F jest wektorem zewngtrznych obeigzen dziatajacych
w weztach, W wyniku rozwigzania ukladu réwnan (5.1) z warunkami brzegowymi
ofrzymuje si¢ przemieszezenia weztowe kazdego segmentu §° stanowiace podbloki
wektora 6.

Poniewaz tylko wspblrzgdna y,, tensora odksztatceniz jest rézna od zera, zatem
z prawa Hooke’a wyaika, ze tensor naprezei n*® zawiera¢ bedzie réwniez jedna
niezerowa wspotrzgdnag :

E
(5.2) n2t= T2 Vo2

[izyczna wielkoS¢ naprezen o okreéla sig przez podstawienie (4.8) oraz (3.5) do
zwigzku (5.2): '

sl we ]
(5.3) =i | 6C 8+]--1ZE

Zmienne z i s wystgpujace w (5.3) moga by¢ dowolnie dobrane w obszarze okre-
$lonego elementu tréjkatnego. Praktycznie wystarcza jednak, aby podawaé wspol-
rzgdne punkiow naroZitych elementdw tréikatnych otrzymujac napreZenia we
wszystkich tych punktach, ktérych wspéhrzedne zostaly podane w opisie geometrycz-
nym preta.

W przekroju z= 4z dowolnego segmentu oraz z=0 segmentu nastepnego wy-
stgpuja niewielkie skoki w naprezeniach normalnych na skutek przyjecia przyblizo-
nych funkcji przemieszczen. Sa to jednak na ogdl nieciaglodci bardzo male, a bledy
te zmniejsza¢ mozna przez ufrednienie naprezef z obu segmentdw. Pordwnanie
wynikéw przykladu liczbowego, rozwigzanego metoda elementéw skoficzonych,
z rozwigzaniem metodq réznic skoficzonych oraz wynikami badan modelowych
I3 1 4] wskazuje na dobra dokladnosé maody

6. PRZYKEAD LICZBOWY

Rozpatrywane jest zagadnienie skrecania belki ceowej, obustronnie utwierdzonej
o zmiennym przekroju (rys. 5).

Przyktad ten wybrany zostal aieprzypadkowo, rozwigzano bowiem go wozebniej
w pracach [3 i 4], weryfikujgc obliczenia metoda réinic skoniczonych drogg. dogwiad-
czalng. Nalezy jednak podkreli¢, Ze opracowana ogélna teoria jak réwnieZ oparty
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na niej program na EMC ODRA 1204 napisany w jezyku Algol 60, pozwalaja na
rozwigzanie pretdéw o bardziej skomplikowanych przekrojach poprzecznych.

- Otrzymane z maszypy eyfrowej wyniki pordwnano z rezultatami prac [3 i 4]
Na rys. 6 podano wykresy kata skrecenia @ przy podziale preta na pigé i na dziesigé

A i Parabola Hsiopnia A-A
A MemkGomt T

Q\ | mﬁg
o ag
A

_____‘ 400 | 1201

Rys. 5. Belka ceowa obustroanie utwierdzona, obciazona momentem skrecajgcym

L

400

Segﬁlentéw. Na rys. 7 pokazano wykresy naprezen ¢ powstalych przy skrecaniu
belki w przekrojach v, f§, «. Wyniki uzyskane metoda elementéw skonczonych
obarczone sg pewnymi bledami wynikajacymi z a) nieciaglo$ci naprezed w przekro-
jach miedzy sasiednimi segmentami, b) braku Scislej antysymetrii wykresow napregzen
w okreslonym weZle,

. ’ /i_\M=1EUchm
7 24
— ﬁ .
- Toxd=a0cm ,! Sxg=40cm oy
L. 50 e .
10 segmentdw i 5 segmeritdw
O g
.\L\ J
20
40 \
r
_ , \ A
] . /!
- /
! fi
f
/ ll
80— el N A= -
N S S N 5 D I R S
. d
ool '
a1 rd]
Rys. 6. Wykresy katdw skrecania @ dla belki ceowej
O wyniki dodwiadczenia, — — — — rozwigzanie metods réinic skonczonych, rozwigzanie metodn elementdw
skoficzonych

Wykresy na rys. 7¢ podane sg po vérednieniu naprgZef z sasiednich segmentdw,

natomiast brak antysymetrii w tych wykresach jakoSciowo okresla dokladnosé
metody.. .
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Poréwnanie wynikéw przykiadu wskazuje na duza dokfadnoéé metody nawet

przy rzadkim podziale preta. Wydaje sig, Ze jest to wynikiem gldwnie wprowadzenia
dokladniejszego opisu geometrycznego, opartego na ciaglym modeln preta zamiast
modeli o przekrojach skokowo-zmiennych dotychezas stosowanych w ujeciach

numerycznych,
Przekndj y Preekrdj 3 Drrekn] o
a _—
-66 66 43 -03 8 -188
/ Ifglg Z L?'g 39 -39 24 2
-6505 5605 -g315 036 15719 ~15113
e
é 2394 -394 24458 24458
H155 - #4755 ' ’
5
-559 662 a1 ~ed 15,27 -1534
T ]---__ﬂ
Z Z 434 _i58 - 2489 2483

10

1
12

417 - ~1410

Rys. 7. Wykeesy naprezeil normalnych

a) wyniki do$wiadczalne, b) metoda réznic skoticzonych, ¢) metoda clementow skofezonych
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PezwmMme

CTATHUKA TOHKOCTEHHEIX CTEPXHEW C TIEPEMEHHGIMMH OTKPLITHIMI
CEYEHMAMH

Ipencrasienuoe B paGoTe PEILICHHE 3344H KPYICHIA TOHKOCTEHHOTD CTEPHHA € IEPEMERHAIM
OTEDHITEIM CeqefiMeM OMUpastcs Ha suuelaol Toopui oBosouex ¢ NPHMEHEHHEM YIIPOMAFOTIHE
NPEANOAOKEHHIT TEOPHE FORKOCTeHubix Tpodancii, B peilcins uCnolb30oBaN METO/ KORETHEX
DEMENTOR, IS CPEAWMHHYI0 TOBEPXHOCTH CTEPMCHS HA CCrMCHTBI MJIOCKOCTAMM MNEpPHEHHKY-
JIPHLIME K TPOJONBHON OCH CTE[NKHA, CerMEHTRL X6 NETICHET Ha KIACCHHECKHE TPEYTOABHLIE e
MEHTHI. LIpHMEHEH JIBYXKCTYNEeHATH CHHTE3 MATPHIBI KECTROCTH BCEX 3IMCMEHTOB CErMeHTa.
IIPeAnONOKEHD, YTO KaX /Al CETMEHT HMEET MATHARUATH creneneii cpoGonsl, KOTOpEIE OTBE-
Yar0T GyHKIMAM (OPMDLI B BHAE MHOTOWICHOB ¢ IATHARKWTBIO HapamMeTpaMy d. MpeacrasmeHHsIil
MeTOA nporpamMuposad aa DBLM OJIPA 1204 ua Aspike Anprome-60. B pabote npeacTaB/ieHsl
PESYALTATE. PACIETOR JUIsl CIEDWHA C MCPSMEHHGIM MIBETUISPHEIM CG4CHHEM.

SUMMARY
STATICS OF THIN-WALLED BARS WITH VYARIABLE, OPEN CROSS-SECTION

The conception of solving the torsion problem in thin-walled bars with variable open cross-
-section, presented in this paper, is based on the linear shell theory under application of simplyfying
assumption given by the theory of thin-walled profiles. In solving the problem use has been made
of the finite element method by dividing the bar central area into segments with their vertical surfaces
towards the z-axis, the segment consisting of classical triangulat elements. A two-stage synthesis
of the stiffness-matrix has been applied to all segments elements. Displacements in the form of
multinominals with fifteen parameters have been assumed on arbitrary surface points of the bar.
These unknowns are determined as functions of nodal displacements of the segment, The stiffness-
matrix being constructed, the recorded equation system of balance makes it possible to determine
stress onh any arbitrary point of the bar. The presented example is made with the help of coniputer
program for ODRA-1204 in Algol-60 language.
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