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PRZEKROJACH OTWARTYCH

JERZY WEKEZER (GDANSK)

Omawiany problem rozwiazano droga zastosowania metody elementéw skonczonych oraz
zalozefi upraszezajacych teorii profili cienkosciennych do liniowej teorii powlok. Pret podzielono
plaszezyznami prostopadiymi do jego osi podhuznej tworzac tzw. segmenty, a nastgpnie dokonano-
aproksymacji powierzchni érodkowe] kazdego segmentu za pomoca elementéw trojkginych.
Dla tak opisanego segmentu skonstraowano macierz sztywnoéci i macierz mas. Rozwiazano uklad’
réwnail ruchu ofrzymujge czestosei i postacie drgad wiasnych preta. Metode zaprogramowano.
ua EMC ODRA 1204 w jezyku Algol-60 i zilustrowano przykiadem liczhowym.

1. WsTEP

Praca ninigjsza stanowi kontynuacje zagadnien dotyczacych pretéw cienkoscien~
nych o zmiennych przekrojach otwartych i $cisle zwiazana jest z praca [5], podwie-
cong -analizie statystycznej rozwazanych pretéw. Podobaie jak w [5], koncepcia.
rozwigzania zagadnienia dynamicznego oparta jest na wykorzystaniu metody ele-
mentéw skoficzonych w liniowej teorii powlok z zastosowaniem zalozef upraszeza-
Jacych teorii profili cienkoéciennych, podanych w [7] przez W. Z. WrAsowa. Macierz
sztywnosei, wystgpujaca w réwnaniu drgafd wilasnych preta, przyjgta zostala jak -
w [5], natomiast dodatkowo wystepujaca tu macierz mas wyznaczono w tzw. konsys-
tentnej postaci [1 1 6].

Po odpowiednich przeksztalceniach macierzowego réwnania zagadnienia obli-
cza si¢ dla niego wartodci wlasne i wektory wlasne, a nastepnie dla znanych wektoréw
wlasnych i parametréw geometrycznych preta wyznacza sie jego postacie drgan.
w formie najwygodniejszej do analizy.

L)

2. FUNKCIA KSZTALTU

Pret cienkodcienny o wmiennym przekroju otwartym i diugosci / podzielmy
- my§lowo na odeinki o dlugosciach dz; plaszezyznami prostopadlymi do osi po-
diuinej preta z. Odeinki te nazywane s dalej segmentami. Przemicszezenie dowol-~
nego punktu leZacego na powierzchni wybranego segmentu preta mozna na pod-
stawle [5] zapisa¢ w postaci wektora

Uy éx*(y“c')g
2.1 u=| g, |= E—(x—cy 0
Uy {—xE - YE {2+ 2,242, 2% — ) 0
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edzie wuy, u,, us oznaczaja przemieszezenia dowolnego punktu na powierzchni
preta wzdtuz osi x, y i z, &, &, { translagje calego przekroju poprzecznego preta
odpowiednio wzdhiz osi x, y 1z, 0 kat skrgeenia przekroju poprzecznego oraz
€y, €, WSpohrzedne dowolnie przyjete] osi skrgcania.

We wspdlrzednej u, wektora (2.1) wystgpuje podany w mnawiasach tréjmian
kwadratowy wzgledem z, ktdry przedstawm wspolrzedna wycmkowac TOZWAZanego
punktu. prksymac;a powierzchni érodkowej segmentu dokonywana jest zgodnie
7 praca [5] przez zbiér plaskich elementéw trojkatnych; z tego wzgledu 2, 2,
£, sa pewnymi stalymi zaleznymi od wymiaréw tych elementéw , a m jest przy-
rostem wspGlrzednej wycinkowej w obszarze badanego elementu tréjkatnego (odpo-
wiednie wzory podano w [5]). ' :

Przemieszczenia translacyjne oraz kat skmcema # przekroju poprzecznego preta
przyjeto w [S] w postaci

Ey=ag o 240 22ty 2%,
=gt otg 2oy 22405 20,
{2.2}

Z z
é»—mg'i‘mlOZ"}“l(l _T)E

9=otll+oc12 Z"’["OC]_aZ +Of.14,2 .

Czternalcie parametrow o; stanowigeych skiadowe wektora o wyznaczyé moina
jako funkcje przemieszczen weztowych segmentu 85 ([S]):

(2.3) a=C"18§,

gdzie C~1 jest macierza 14 x 14 o elementach zaleinych od dlugodei segmentu Az,

© Parametr A wystepujacy w (2.2) nie zaleiy od przemieszczefi weztowych 55 a wyzna-

¢Zy¢ go mozna droga minimalizacil Galkowjtej energii sprezystej segmentu,
Do wspdirzednych wektora (2.1) podstawi¢ mozna przyjete funkcje przemieszezeft
(2.2) oraz ich pochodne, co pozwala na przedstawienie tego wektora w postaci

0
0

(2.4) u="=%o+ A

‘ , (1 _ _F_) =z
Az] Az
Przez podstawienie (2.3) do (2.4) otrzymujemy:
0
{2.5) a=®C ' 8+ 0 AL

(1 z ) z
Az | Az

Fatwo zauwazyé, Ze macierz ® (3 x 14) zalezy od zmiennych x, y, z. Mif;dzj tymi

zmiennymi a wspblrzednymi z, s na powierzchni preta istnieje zaleznosé

«{2.6) x=M+Pz+Rs, py=FJ+Kz-+Ls
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Stale wystepujace w (2.6) sa wielkoSciami zaleZnymi od wielkoéci geometrycznych
elementow tréjkatnych i podane zostaly w [5]. Ostateczng i najwygodniejsza do cal-
kowania posta¢ macierzy ® podaje tablica 1.

Tablica 1. Macierz ®7 we wspblrzednych z, 5, @

i |

~{J+Kz+Ls—cy)
z® =2z J+Kz+Ls—cy)
23 —322 (J+ Kzt Ls—c,)
z  —(M+PztRs—cy)
2 ~—22(M+Pz+ Rs—e,)
z* —3z22 (M+Pz+Rs—c,)
] : v
: ‘ z
~(J+Kz+Ls—e;) |  M+Pz+ Rs—c, i
—z(J+EKz+Ls—c) | z(M+Pzt Rs—cy) (R + 2, 24 23 22 —c0)
—2* (J+ Kz+Ls—¢,) _ 22 (M+Pz+ Rs—cy) —2z (84 + 2 24+ 25 22 —w)
2 (J+ 'Kz+Ls—c,,)# 25 (M4-Pz+ Re—c.) —32% (2, 482, 2+ Q3 22 —)

Jezeli A w (2.5) potraktowaé jako uogdlnione przemieszczenie na réwni z 8%,
to zgodnie z przyjeta definicja [6], funkeja ksztaltu opréez floczynu ®C—1 bedzie
_ z\ z
réwniez skladnik (1 “Z)-Z;, ktéry uwzgledni¢ naleily zaréwno w macierzy
sztywnoscl, jak i macierzy mas kazdego segmentu,

-3, ROWNANIE MACIERZOWE ZAGADNIENIA

Magierzowe réwnanie drgan wlasnych preta napiszemy w postaci ukladu JBdHO-
rodnych réwnan rézniczkowych o r réwnaniach:

2

' d
3.1 K8+M“§t7 §=0.

Uklad réwnat (3.1) opisuje drgania wlasne przy pominieciu thimienia. Zanied-
banie tego efektu jest o tyle uzasadnione, Ze wplyw tlumienia na czestodel 1 odpo-
wiadajace im formy drgan wlasnych jest maly dla wigkszogci rozwiazaf konstrukeyj-
nych [4]. Drugi sktadnik réwnania (3.1) uwzglednia sity bezwladnosci d’Alemberta,
przy czym globalna macierz mas M, podobnie jak globalna macierz sztywnoéci K,
Jjest macierza pasmows i symetryczia. Rozwigzanie ukiadu (3.1) zaklada si¢ w po-
staci harmonicznej

(3.2) 5 =X sin wi.



204 JERZY WEKEZER

Po wstawieniu (3.2) do ukladu réwnan (3.1) uzyskuje sie, po podzicleniu przez
sin o?, uktad r jednorodnych réwnafi algebraicznych:

(3.3) ' (K —e* M) X=0.

Jak wiadomo, uktad réwnan ruchu (3.3) ma tylke wtedy rozwiazanie nistry-
wialne, gdy wyznacznik wyraZzenia w nawiasach (3.3) réwny jest zeru. Wlasno§&
te wykorzystuje sie do obliczeil czestosci drgan wlasnych w i odpowiadajacych im
wektoréow wiasnych X.

4. MACIERZ MAS

- Macierz sztywnodci segmentu X® wyznaczona w [5] ma wymiar 15 x 15 1 zostala.
wyprowadzona w dwdéch etapach. Poczatkowo uwzgledniono wplyw pierwszego
sktadnika funkcji ksztattu, tj. @C~1, w wyniku czego otrzymano macierz o wymia-
rach 14 x 14, ktéra odpowiada pelnej macierzy sztywnosci K® z nieuzupelnionym

Az
branym jednoczeénie parametrem A, aby calkowita energia spreZysta segmentu
miala warto$¢ minimalng, powoduje uzupelnienie macierzy sztywnosci.
W analogiczny sposéb zbudowaé mozna macierz mas dia segmentu, ktdref
gtéwny skladnik zgodnie z [6] wynika z funkcji ksztaltu @C~1:

4.1) . Ms:«;—l)ff ®TH JVSC1p
VS

: z\ z
6smym wierszem i kolumma. Drugi sktadnik funkcji ksztattu (1 - -—-) 7 tak do-

Catkowanie w (4.1) dotyczy objgtodci calego segmentu, a p jest jego masg wladciwg.
Poniewa caly obszar calkowania V5 sklada si¢ z podobszardw I'® w postaci ele-
mentéw tréjkatnych o grubosel ¢, wiee catke (4.1) zamieni¢ mo/ma na sumg catek
w granicach kazdego elementu trdjkatnego:

n
“4.2) MS=p(C7 X (ry/a [ [ @@ dsdr) €2,
i=1 Ie
przy czym a jest tutaj wyznacznikiem tensora metrycznego dla rozwazanego ele-
mentu tréjkatnego (jakobianem przeksztalcenia z ukladu ukoénckatnego do orto-
kartezjanskiego).

Uzyskanie jawnej postaci macierzy mas okazuje si¢ jednak klopotliwe ze wzgledu.
na proste pod wegledem formalym, lecz bardzo Zmudne rachunki. Pomimo tego,
calki wystepujace w macierzach sztywnoécl 1 mas udalo sie w opracowanych pro-
gramach oblicza¢ w sposéb fcisly.

Magcierz mas musi mieé¢ oczywiscie ten sam wymiar, jaki ma macierz sztywnosci..
Nalezy wige rozszerzyé ja do pigtnastu wierszy 1 pietnastu kolumn analizujgc druge .
sktadnik funkcji ksztattu wystepujacy - w (2.5). Poniewaz zawiera on tylko jednag
wspélrzedna niezerows, zgodanie z [6], bedzie wige

) 2
4.3) MS[8,8]= z 1~i dvs
[8,8] Az Az P :

¥s
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Wzor (4.3) przedstawia warto$é elementu w dsmym wierszu macierzy mas po-
Jozonego na gldwnej przekatnej, Pozostale elementy tego wiersza 1 kolumny beda
Towne zeru. Przez zamiang catki (4.3) na sume calek w granicach kazdego elementu
tréjkatnego otrzymuje sie:

" 2
@4 C MS[88]=p :}_jz,/affzz (-2 2) ds dz.
! o Az \ Az
= re

Wzory (4.2) i (4.4) okredlaja sposéb konstruowania macierzy mas segmentu.
‘Globalna macierz mas M ma analogiczng budowe do globalnej. macierzy sziywnoéei.
Warunki brzegowe w macierzy mas uwzglednia si¢ przez calkowite zerowanie
wiersza 1 kolumny facznie z elementem na gldwnej przekainej o numerze i odpo-
wiadajgeym I-tej, zerowej wspotrzednej wektora wlasnego X ukladu (3.3). Poste-
powanie to réwnowazne jest wyeliminowaniu itego stopnia swobody ukladu.

5. WARTOSCI WELASNE I WEKTORY WEASNE UKEADU

Latwo jest rozwiazaé zagadnienie wartoSci wlasnych dla uktadu réwnaf typu
(5.1) HY =Y, ' '
gdzie H jest macierza symetryczna dodatnio okre§lona.

Aby doprowadzi¢ ukiad réwnan (3.3) do postaci (5.1) nie tracge symetrii podczas
odwracania macierzy sztywnofci, przedstawimy t¢ macierz podobnie jak w pracy [6]
w postaci iloczynu
(5.2) K=LL",

Macierz L oznacza tu macierz trdjkatna dolng powstala z rozkladu macierzy

sztywnofci. Za pomoca (5.2) zapisa¢ mozna uklad réwnan (3.3), po odwrdceniu
macierzy sztywnoéci, w rdwnowaznej postaci

(5.3) L' MX=/LTX ,
gdzie A=1/w?

Wprowadzajge do wzorn (5.3} oznaczenie
(54 LTX=Y
otrzymuje sig
(5.5) LML) TY=4Y.

Jest to posta¢ odpowiadajaca (5.1). Z poréwnania tych wzoréw wynika, Ze
H jest macierza symetryczna (forma kwadratowa). Dla tej macierzy poszukuje sig
‘wartofei wlasnych 2 i wektoréw wlasnych Y metoda Householdera za pomoca
ogdlnodostgpnych programéw zawartych w pakietach firmowych komputerdw.
Po ich wymaczeniu czgstosei drgan wlasnych znalezé mozna z (5.3),:

1
1(5.6) (D=l—/}!‘:,
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a nastepnie wektory wiasne ukiadu (3.3) na padstawie (5.4):

(5.7 ‘ X=LNH"'Y.

Otrzymany w (5.7) wektor wlasny zalezy od przyjetego poloZenia poczatkw
ukladu wspolrzednych. Wielkodeia niezalezng od tege przyjecia sa bezposrednie
przemieszezenia. danych na konturze punkitdw. Przemieszezenia te sa funkejg wek-
toréw wiasnych (5.7) oraz wymiaréw geometrycznych przekrojéw poprzecznych
preta a ich wyznaczenie znacznie ulatwia analizg form drgan.

Przemieszczenia dowolnego punktu wzdluz ost x, p, z opisuje wekior (2 1.
Jesli we wzorze tym przyjaé z=0, co oznacza wezel poczatkowy segmentu, to wiel-
kodci &,, cf;,, Eer €, C, 010 beda przemieszezeniami wezla poczatkowego segmentu,
okreflonymi wektorem wiasnym (5.7). Pozostale wielkoSci w (2.1) sa wspélrzednymi
opisujacymi polozenie punktéw na konturze. Znajac wspdlrzedne tych punktow
w polozeniu réwnowagi oraz przemieszczenia weztowe z wektora (5.7) obliczaé
moZna przemieszczenia kazdego punktu na konturze. Przemieszezenia te jedno-
znacznie okreflaja postacie drgafl rozwaZanego preta. :

6. PRZYKLAD LICZBOWY

Opisana w pracy metode zaprogramowano na komputer ODRA 1204 w jezyku
Algol-60. W celu jej weryfikacji obliczono czestosei i postacie drgan wlasnych wolno-
podpartej belki dwuteowej o §rodniku zmiennym wedlug paraboli II stopnia (rys. 1).
Temat tego przykiadu wybrany zostal nieprzypadkowo, bowiem zagadnienie to
zostalo wozeéniej rozwiazane przez Z. CYWINSKIEGO, a wyniki podano w pracach
[2 i 3] Nalezy jednak podkredlié, ze przedstawiona metoda pozwala na rozwig~
zywanie pretow o bardziej skomplikowanych przekrojach poprzecznych. Dlatego
tez zamieszczony tu przykiad nie jest najbardziej reprezentatywny dla podkreslema,
mozliwoscl metody, natomiast wykazaé ma jedynie jej poprawnosé.

4] Farmbol I stopnia

A-A

% ~
"er z x

w —

7
' 2
Y
Al y
@9, - a .
‘ s ]

Rys. 1. Wolnopodparta belka dwuteowa o parabolicznie zmiennej wysokosei §rodnika

W przykladzie rozwaza sie symetryczne drgania wlasne dzielac powloke belki
na pie¢ segmentdw o czterdziestu stopniach swobody. Tyle tez otrzymano xwa.rtoécil
whasnych i wektoréw whasnych. Wiadomo jednak, ze najistotniejsze z nich sa najniz-
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sze czgstofel 1 dopowiadajace im postacie drgan.’ Rysunek 2 przedstawia pierwsze
sze§é form symetrycznych drgat potowy preta.

Otrzymane wyniki sa zgodne z przewidywanymi, a ponddto pierwsza czestosé
drgafl skretnych =322 jest praktycznie tg samg czestodeia, jakg podal Z. CywiNskt
(w=321) w [2 1 3] rozwigzujac rozniczkowy uklad réwnan ruchu metoda réznic
skoficzonych (wyzszych czestodci w {2 1 3} nie obliczono).

Rys. 2. Symetryczne czestodci i postacie drgatt wlasnych belki dwuetowej
a) Czestod¢ 1: 322, Drgania skrgtne
b) Czestodé II: 390. Drgania poziome
c) Czgstosc 111! 1402, Drgania’ pionowe
d) Czestodé IV: 3519, Drgania poziome o dwoch poifalach
¢) Crestosé V: 3829, Drpania skreine o dwoch poifalach
f) Czestosé VI: 6204. Drgania podinzne

Otizymane postacie drgaf wskazuja na speinienie wszystkich poczynionych
zatozen. Tak wiec drganiom skr¢tnym towarzyszy paczenie sig przekrojéw poprzecz-
nych, drganiom gictnym — odpowiednie obroty plaszczyzn przekrojow, a drganiom
podluinym —— réwnolegle przemieszczenie si¢ punktéw na konturze preta wzdiuz
jego osi.
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PezmomMme

JUHAMUIKA TOHKOCTEHHBIX CTEPXHEN OTKPBRITOTO, TIEPEMEHHOIO
CEYEHHA

PaccMmarpuasaemas npobiiema pemieHa TP ¥RoTpeONeHMH MeTo/a KOHSUHLIX SIEMENTOB
‘H YOPOMIAIOMWX NPEATONONEHAN TCOPHA TOHKOCTEHHEX CTepekHel B maHeiinoi Teopua obomouex.
'CTCPRCHE Dasaeliel BePTHRANLRLIMA TWIOCKOCTAME JI0 OTHOIIEHMIO €ro NPOAONLHOH OCH, CO3ia~
BAS TAK HA3RIBACMEIC CETMEHTHI ¥ 3aTeM OCYIISCThEHA ANNDOXCAMALNSA CPeIHHON IOBRCPXHOCTH
"RAMAOTO CETMEATA IPH TOMOLIH TPeyroNBHBIK SIEMEHTOB, [ Tak OIMMCAHHOTO CErMEHTA COCTAB-
JICHA MATPHIA XECTKOCTH H MATPHIa Macc, PelieHa cuCTeMa YPaBHEHHH HBFGKCHHS, HOHMYYas
¥ACTOTH B GOPMEL cOBCTBeHaME Komebanmii crepxEsa. Meroxn zanporpaMMEpoBasE HA Uudpopoi
Mainnae OJIPA 1204 ma mpme Aaprons-60 ® GPORIUTOCTPEPOBAH TPHMEPOM.

SUMMARY
DYNAMICS OF THIN-WALLED BARS WITH VARIABLE OPENED CROSS-SECTION

The problem under discussion was solved with the help of the finite clements method and sim-
:plified assumption to the linear shell theory. The bar was divided into segments by vertical surfaces
towards the oblong axis of the bar and then the segment’s central area was approximated with the
help of triangular elements. For each segment the stiffness matrix and the mass matrix was construc-
ted. System equations of motion were solved, then frequency and vibration forms of the bar were
obtained. This method was programmed for computer ODRA. 1204 in Algol-60 language. As an
illustration, an example was presented,

v
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