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Rozwigzanie zagadnienia naprezen i odksztaloen w walcu sprezystym napotyka na trudnoei
z powodu koniecznosci uwzglednienia w warunkach brzegowych przemieszczest promieniowych
lub naprezed stycznych na podstawach Sciskanego walca. Celem pracy jest wskazanie sposobu
wyznaczenia tych odksztalcert na podstawach, a takze stann deformacii calego walca, gdy znane

sa odksztalcenia w kilku jégo punkfach wewnetrznych. Zagadnienie to rozwigzano przy mieszanych
warunkach brzegowych.

Zagadnienie wyznaczania naprezef i odksztalcen w walcu w stanie SpreZystym
nalezy do podstawowych tematéw teorii sprezystosei. Zagadnieniem tym Zajmo-
wato sig wiclu badaczy jeszeze w kosicy zeszlego stulecia. Wyznaczanie stanu odksztal-
cenia i naprezenia w walcu fciskanym Jest szczegdlnym przypadkiem tego zagdd-
nienia, ktérego rozwiazanie jest zmane i stosunkowo nieskomplikowane, jezeli
przyjaé, ze Sciskanie na podstawach walca jest rownomiernie rozloZone i 7e nie
istnieje tarcie na powierzchniach styku przy przylozeniu obciaZenia. Takie ogdéne
rozwiazanic walca jest podane w artykule {1]. W tej pracy za pomoca szeregdw
trygonometrycznych rozwiazano zagadnienie osiowo-symetrycznego walca o skofi-
czonej dhigofci. Rozpatrzono przypadki osiowego Sciskania i rozciagania walca
a takze obciaZen normalnych i stycznych na powierzchni bocznej,

W literaturze znane sa rSwnieZ i inne rozwigzanid, jak na przykiad przedsta-
wione w pracach [21 3]. W zadnym z tych rozwiazai nie sformulowano warunkéw
na przemieszczenia promieniowe lub naprezenia styczne na podstawach walea.
W rzeczywistoéci doswiadczalnie stwierdzono, ze wskutek tarcia wystepujacego
na powierzchniach styku walca i plyt prasy wystepuja istotne zmiany stanu odksztal-
cenia: stan ten staje sie bardzo zlozony. Rozwiazanie ostowo-symetrycznego ‘wilca
o skoficzonej dlugosci z mieszanymi waronkami brzegowymi jest podane w pracy [4].
Rozwiazanie to wymaga znajomoéci nicktérych naprezen i przemieszezen na po-
wierzchni bocznej i podstawach walca. Jednakse istnieje mozliwoéé okreflenia rze-
czywistego rozkladu naprezen stycznych i przemieszczen promieniowych na podsta-
wach walca §ciskanego na drodze dofwiadczalnej. Diatego celem niniejszej pracy
Jest wskazanic sposobu wyznaczania odksztalcern na podstawach walca, a takie
stanu deformacji calego walca, gdy znane sq odksztalcenia w kilku jego punktach
- wewnelrznych. Zagadnienie to Jest rozwiazane przy mieszanych warunkach brze-
gowych.

{*} Praca jest czgécia rozprawy doktorskiej przygotowanej w Instytucie Podstawowych Proble-
mow Techniki PAN i obronionej w r. 1975,
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1. SFORMULOWANIE 1 OGOLNE ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Przyjeto uklad wspolrzednych walcowych r, z (rys. 1). Poszukiwane s takie
funkcje u (r, z) i w (r, z) okreSlajace przemieszezenia wzdhuz promienia 1 wysokobei
walca, ktére spelniaja wewnaliz walca réwnainia

z4 réwnowagi Lamégo:
: _ 2l—p) e 2w Pw
| (—24) ar  oz2 drdz
| (1) B
< o 2(—p) de 1 8{(81: Bw)}_o
| (i—2w) az r ol \&z )]l
o

r W tych rdwnaniach oznaczono przez wspol-
' ou u aw

- czynuik Poissona, a przez e:va—+—+ e od-
. . v Ea r Z
e ksztalcenie objetosciowe.
— Do rozwiazania zagadnienia wykorzysiano dane

uzyskane w badaniach do$wiadezalnych przedsta-
= -+ wionych w pracy {[5]. Przedmiotem tych badan
Rys. 1. Uklad wspolrzednych byly pomiary skladowych odksztalcenia w punktach

i oznaczenia polozonych wewnatrz walca betonowego poddanego
sciskaniom osiowym. Wykonano réwnles pomiary

odksztaleeri w walen poddanym jednoczesnic $eiskaniu osiowemu i réwaomiernemu
obcigzenin na powierzchni bocznej. W ten spos6b  znanc jest skrécenic walca
w kierunku osi z, a takZe obciaZenie przylozone na powierzehni bocznej. Uwzgle-
.dniajgc to mozna przyjac nastgpujace warunki brzegowe:

u(r, B=oa2 (@ =ulr, —h), win B=pv*(r) =w(r,—h,

Gr(R) Z):}’(Z}a TJ'Z’(Rs Z):()’ -

gdzie g, (R, z) jest napreZeniem normalnym na powierzchni beoznej walca. Przy-
jeto, Ze na powierzchni bocznej nie istnieja napreZenia styczoe [T, (R, z)=0].
Pr;yjc;t_o, 7e funkcje « (r) i § (r) mogg byé rozwinigte w szeregi Fouriera wzgledem
funkcji Bessela pievwszego todzaju Jp 1 J1 przedstawione w mastepujacy gposdb:

1.2

43 a2@= S Ps G, B O=FE+ D B eCar)
' . on=1 <=1
’ : przy 0<r<R.

Indeksy (1,2) oznaczaja odpowiednio gérng i dolng podstawe walca. Natomiast.
A, R=7v, sa dodatnimi pierwiastkami réwnania J, {y)=0.

Przyjeto, ze funkcja okreslajaca naprezenia na powierzchni bocznej ¥ (z) mozie
byé rozwinigta w szereg trygonometryczny - Fouriera '

2 i {z—h
(1.4) y(2)= Z P SIT mﬁgh "

m=1

w przedziale —lhi<z<h
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Jezeli funkeje «, £, v bylyby znane, to mo?na byloby skorzysta¢ z rozwiazania
zagadnienia podanego w pracy |4]. W rozpatrywanym zagadnienin niekidre z tych
funkcji-nie moga byé jednak z géry okreélone. o

Funkcja f () moze byé przyjeta jako stala i okreslona na podstawie skrdcenia
walca przy zaloZeniu, Ze plyty prasy sa dostatecznie sztywne i nieodksztalcalne.
Funkcja y(z) takie jest znama, poniewaz moie byé okreflona przez obciagenie
zewnglrzne przyioZone na powierzchni bocznej walca. Funkeja « (r) jest nieznana.
Reprezentuje ona przemieszczenia na powierzchniach styku walca i plyt prasy.
Przemieszezenia te zaleza od wielkosci i charakteru rozldadu sit tarcia na tych po-
wierzchniach. Ich zmierzenie jest zwigzane ze zinacznymi trudnosdciami i nie ma
opracowanych dostatecznie pewnych metod do prowadzenia takich badan w ele-
mentach z materialdw kompozytowych. Dlatego dla rozwiazania zagadnienia
zastosowano nastgpujgca metodg pélodwrotng. Funkeje « () przedstawiono w pos-
taci wielomianu o niewiadomych wspdlczynnikach. Wspdlczynniki te nastepnie
wyznaczono na podstawie znajomosei odksztalcen w punktach wewnatrz walca.
Otrzymane rozwigzanic umozliwia okreslenic wiclkosci i rozkladu sit tarcia na
powierzchniach styku.

Jezeli zaloZye, ze przemicszezenia na powierzchmiach styku 54 jednakowe na
obydwu podstawach walca, to funkeje « (+) mozna przyja¢ w nastepujacej postaci:

(1.5) ’ a()=a; (K=o () =d, r+a,r*+d,r°.

W tym przypadku wspolezynmiki szeregu Fouriera «, we wzorach (1.3) sa rdwne

2 R
(].6) Oy = W (f oL (,l) Ji (e, f') dar
lub po podstawieniu
5 R R
(1.7) oy Zmﬁ) I:czj_ f K2, (o, ) dr+a, f 30, (o, F) dr -
o 0 0 R

+ig f FEIL (A, r)] dr.

&)

Wspdlezynniki szeregu Fouriera f§, we wzorze (1.3) sg nastepujace:
2~ 2 ~
(1.8) ﬁ((,l’z):};(fr[)‘“’”(r)dr, ﬁjfl’z):mf"ﬁ(l’z)(")«fo(ln")d"-
&}
Poniewaz zaloiono, ze plyty prasy sa dostatecznie sztywne, to moZna przyjaé,
Ze przemieszezenia podstaw walca sq stale | wynosza
Ak Ah

fl=——"— i 2=

2 2

Korzystajac ze wzorn (1.8); mozna napisaé

2
(1.9) Bo= o7

" Ah 2 R Al
R? f

POV == = [ B =—

] ]
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oraz ze wzorn (1.8); po scatkowaniu

AhJ, (A, R} ,_ AR (LR

L. Pk i = ST
( 10) ﬁn RJ; (]"u R) }*u ’ " RJ{% (’lﬂ R) A‘ft

W celu znalezienia przemieszozen walca wykorzystano rozwigzanie {4], po czym
koficowy wzor na przemieszezenia przeksztalcono tak, aby zawieral stale wyste-
pujace we wzorze (1.5) :

o 1 2# o] w0
- — Y
(L.11) U= Z Uy + Z U, w=mB;z+ Z w,,,-i—Z Wy,
1 n=1 - . n=1 )

mn= =1
gdzie
{ Lo [4 2 RIO(ka)]I (k1) +
Upy= 7)1 4 Ln ll‘l‘ N o 41 Cm P
2 Tulkn R) - mn{z—h)
sin —
2h
_ N feo g .
+ Cm [2 (2,!1 1) Il (knl i )+ Clu f [0 (km ')]} 2 (1 . #) km Il (km R) 2
{ Le [4 21 RI°(k""R)]f (ke 7)
W= 717 5 Lm }'l”i“ S 7 Ty | f0 K F) T
2 Il (km R) 73] (Z— h)
(112 C, 120y (k)i vl (k } .
+ m U(cm?)—'_ Hlf ]_(Cmf)] 2(14'}“)km]—1(ka),
Iy Out) '
n= —— ”Bll t nltl
W T sty g ) (L B ARt
+4(1— ) o Jo (A R)]th 4, hch Anz+ Bl th (4, h)zsh(Z,2),
= Jo(ur) 14[_Blmhz .!+4(14 Youdo (o R)]
@i Ry L L 1 ol (G R
3—4u
x th A, hsh A, z— By \thhzch 4,z — — thi, hshi, z|{.
. . m?r .
Tuiaj k,,,=—2—hm, 4 przez B, 1 B; 0znaczono nastgpujace wyraZenia:
Bi _ 2 ' - 2km U",Z: — M (’li + ki)]
R R R A
(B4 th A f ch? ik "
2(1— ) Ao (A R)
(1.13) + S (B B+ 2mth AR,
G-—-4&nthil h— C%hz‘/"t" A
dp 2 Cu 1—
Bl = ___L___ _{_i__ Ak

_Rh(i—Z,u)ls K oh(l-2m
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W ten sposob do wyznaczenia przemieszezeh # i w otrzymano WZOTY Zawiera-
Jjace nieokreslong funkcje «,. Do okrelenia wspdlezynnikéw €, uzyskano naste-
pujacy wzor:

2
(1-14) Cm— . I:[(z) (ka) 1 2_2# X
o 7 12 (km R) km R
@ @ 1 2k,,, [/lf — (/1‘2: + km)]
- B
=L2n=1 (3—4m)thl k Ak h (A3 +ly?
ThEreh G-duihd, ch? A,k '
leu?
szn Cs Ig(k,,, R) 2(1 _ﬂ) b4
RE(1 —2pymnk,, R m ]
o m m
=1,3 k‘sz i [Ig (kn R) 1] 2(1—pw)
o o I 12 (km R) km R
2y e, A2 —p (A2 + k2] 21~ g1y Ay Jo (A, R)
X
Z: h(AZ+EEP N )
) GAmth b=
| 21—y
“Be =Bt 2o thin ) + 12 (k, R) 21—
. 0 m .
Fom [ 13 (ki R) ] kn R
o j 2/1!1 km %n ‘IO (-;{'" R) 1 —_ # 3
Rt "'{ [Ig(k,,,fz) ] 2(1_#‘)}(;%”
= m If ( ]Cm R) km R
4l —y AR
IZ (km R) 2 (1 — ‘Lt) :
hmm(l—2p) {/c,,, R [ﬁ?) - 1] —
1 m H

Z tego wzoru widaé, ze wplyw obcigzenia przytozonego na powierzchni bocznej
‘walca na jego przemieszczenia jest uwzgledniony za pofrednictwem wyrazu
‘ L—p

{I I:Ig(ka) 1] 2(1M#) }G Vi »
m m _];:F

(1.15)

w kidrym G jest wspdlczynnikiem spreZystodci na $cinanie, a y,, sa wspélezynnikami
szeregu Fouriera (1.4) okreflajacego funkcje o, (R, 2).

Po zsumowaniu szeregdw w (1.14) i przeksztalceniach otrzymujemy uktad
réwnad z niewiadomymi C,, dla m=1, 3,5, .... Réwnania tego ukiadu majg wy-
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razy wolne, zawierajace wspolczynniki &, &, @3- Ogolna postaé tego ukladu réwnan
jest nastepuigca:

Ci C, ‘|‘C§s C, +C§ C5+"'+C;_m-—1 Cam—1 :.fl {dy; da, 513)

a 16) C% Cl +C§ C, —I-(,'g Cst.. +C§,,,_1 Cam—1 =fz {e1, a2, 63)

Cﬁ c’1 "|"C§ C?- +C‘1§ CS + .. +c§,mw1 C2m-'1 =ﬁ( (a"ls 0«'2; 5‘:3}

Jezeli podstawié znalezione z tego uidade wspolezynniki C,, wystepujgce we WiZc-
rach (1.12)-(1.14), to moZna otrzymaé WZory na przemieszezenia # 1 w

{1.17) u=F(d,, @, a3, 1, z), w=F, (&, da, s, 1, Z).

W ten sposdb rozwigzanie zagadnienia sprowadzono do okreflania niewia-
domych wspdlczynnikéw 4y, a., ¢z, Do ich wyznaczenia konieczaa jest znajomose
przemieszezen w trzech punktach walca. Po wyznaczeniu wspdlezynnikow ¢, ds, a3
znane sa wszystkie parametry, od ktorych zalezg przemieszezenia walca. Umozli-
wia to okreflenic stanu odksztalcenia | napreZenia walca.

2. WYZNACZENIE ODKSZTALCEN SPREZYSTYCH WALCA BETONOWEGO

Przedstawiona metoda zostala zastosowana do wyznaczenia stanu naprezenia
i odksztalcenia walca betonowego. Wykorzystano przy tym wymiki pomiardw
odksztalcen wewnalrz walca betonowego {5]. Pomiary te prowadzono przy takim
obcigzeniu walca, przy ktérym nie wystepuja odksztatcenia nieliniowe. Zakladamy,
3¢ walec jest jednorodny i odksztalca sig sprezySeie w granicach stosowanych obcig-
7ef. Wymiary walca oraz cechy betonu przyjeto jak nastepuje: polowa wysokodci
k=50 cm, promieti przekroju poprzecznego R=22,5cm, wspdlizedne punkiéw,
w ktSrych sg znane odksztatcenia z pomiaréw Ay =16 cm, £, = 14 om, drednia wartesé
wspdlezynnika Poissona u=0,16, $rednia wytrzymalodé betonu ma podstawie
sciskania waledw prébaych =364 kGjem?, odpowiadajaca wartosé wspdlezynnika

. sprezystoéei F=3,4.10° kG/em?, modul sprezystosei na cinanie

G =1,465-10° kGlem?,

2 (140
napreZenie ciskajace na powierzchni boczne
6,(R, 2)=0,=14,2 kG/mc*.

Wstepne sprawdzenia wskazuja, Ze pray sumowaniu szeregdw wzgledem m w celu
okreflenia wspolezynnikéw C, (1.14) wystarcza uwzglednienie tylko dwéch
‘pierwszych skladnikéw, tj. m=11 3. Przy sumowaniu szeregéw wzgledem n ko-
nieczne jest przyjmowanie szescin wyrazdw, tj. n=1, .., 6.

W badaniach [5] umieszczano miedzy plytami prasy a podstawami walca
przekladki trzech rodzajow, ktdre dalej beda nazywane przektadkami typu 1, 21 3.
Przy rozwiazywaniu zagadnienia wykorzysiano zmierzone odksztalcenia przy
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obcigzenin walca sila 60 T i przekladkach typu 1, 2 i 3 oraz przy obciazeniach si-
fami 60 T i 180 T z jednoczesnym obciazeniem bocznym przy przekladkach typu
21 3. Narys. 2 oznaczono punkty, z ktérych zmierzone odksztalcenia wykorzystano
W ToZwigzaniu.

zh
7
—L i
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T ]
- M e
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y £ 1 2 134 5
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T &0 is e r
[
¥ Sl Bt
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Rys. 2. Usytuowanie punktdw, w ktdrych okreflono przemieszezenia na podstawie pomiarow w celu
wyznaczenia wspolczynnikow ay, s, a3

Skrécenie walca wywolane Sciskaniem jest réwne Ah=#he,. Tutaj §rednie
odksztalcenie przyj¢to na podstawie pomiaréw w. punktach 3, 9 i 12, potozonych
na osi walca. Warto$¢ tych odksztalcest przy rdznych przekladkach i maksymalnych
obciaZeniach podano w tablicy 1,

Tablica 1

Przekladki | Obcigzenie A irﬂ

typu w [T] [em]
Przed ; gg 8,008500{}0
sprezeniem ,00785333
3 60 0,00686667
Po 2 60 0,00676667
sprezeniu 2 180 0,02503333
: 3 180 0,02220000

WartoSci wspllezynnikéw Fouriera 1 1 2 sa obliczone wedhg wzoréw (1.10)
przy poszozegolnych typach przekladek i maksymalnych obeigZeniach. Okveslenie
wspOlczynnikow Fouriera na podstawie wzordw (1.7) sprowadza sie do wyznacze-
nia nastepujacych cafek:

R R
J,= f P Aarydr,  Ji= f ¥4Iy (AP dr
. Q

[0}

4
Ji= [ ¥, Gurdr
[#]
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Ogdlna postaé rozwiazania tych calek jest nasigpujaca:

R 2

R
JI:fi‘zfl (urydr=—— T2 (),

G

R
1= [ 1 =z | 30 RE 4, R) S0 G R -
; 5\ ]
()
SRR
F(‘?)_
167°(3) |

— 4 RIo (i R) Sa,1 G R)+ 10 |

- ’q“ll RJO (’111 R) S3, 1 (’Ll R) +

-

pis

1

A =f rAJ (A, ) dr = = [41,, RJy (A, R) S5, 0 (4, R)—
0 "

Obliczenie funkeji Lomela S, o (A4, R), Sz.0 (4 R), 3,1 (4 R), Sa1 (ha R)- wyko-
nano na maszynie cyfrowej.

W ten sposéb wspélezynniki Fouriera wynosza:

oy =—29,158755 g, —427,167440 a, —6717,872383 a;,

%y = —21,373399 a, + 464,954239 1, +9062,002196 as

&g = — 17,716480 o, —373,449008 a, —8279,84957% a,,

aa= 15466390 a, +344,0390714 a4, —7475,051516 a,,

us = —13,907360 a, + 306,269176 a, —6832,795376 ¢4,

ag= 12,740808 a, +285,073625 a, +6316,238377 d;.

W p. 1 poddno, 7e napreZenia na powierzchni bocznej sa okreslone przez funkeje
y (2) rozwinigta w szereg Fouriera. W przypadku badanego walca betonowego
napreZeniami tymi jest przyloZone na powierzchni bocznej obciaZenie réwno-
miernie, Wychodzac z tego i korzystajac z rozwinigcia '

Zy2[(—-1ym—1] | mn(z—h) |
i 81 2h -
m=1,3
mozna okredlié wspdlezynniki ¥,,. Jezeli m=1, to y,=—18,09171, a jezeli m=3, to

y3=—6,029723,
W ten sposéb zostaly okreslone wszystkie wielkodci wystgpujace w rozwinigeiu -
C,. Dwa wspdlezynniki C, i C; sa funkcjami parametréw a;, ¢,, a3 1 mogg by¢
wyznaczone 7z nastepujgcygo ukladu rdwnat:
b}_ C]_ +b2 C3:bsal +b6 a2+b7a3+dl »
by Ci+b, Ca=bga,+boay-rbipas+d,.
Wspolozynniki b, , . 1o oraz d, 1 d, Zostaly obliczone dla wszystkich etapéw
obciazenia walca.
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Rozwigzanie tego ukladu réwnan w szefciu przypadkach wykonano na maszynie
cyfrowej ODRA. 1204 w Instytucie Poedstawowych Probleméw Techniki. Wspdt-
czynniki C; i C; wynoszy:

Cy = —0,333499489 g, —0,571764208 d, — 19,325120400 ¢4 + ¢,
Cy=—0,076964351 a, +1,537315090 @, +27,160926400 s +- 5 .

3

@.0)

Wartodcl e, i e; zostaly obliczone we wszystkich etapach obciaZenia.

Po okveleniu C, i C; przemieszezenia u i w, okre§lone przez wzory (1.11), sa
- wyznaczone jako funkcje wspdlezynnikéw @, @, i a;. Po wykonaniu sumowania
wzgledem m we wzorach (L.11) i po preekszialceniach otrzymano nastgpujace
WwZory nd przemieszczenia w walcu: '

u=[0,031417, (0,0314 ) —3,8022591 I, (0,0314 /)] C,

sin (0,03142-1,57)
T 0,01982248716

—[0,0942 ri, (0,0942 r)—

5in (0,0942 z—4,71)
0,28124861

—4,6390172 1, (0,0942 1] C,
(2.2)

. 5 chi,z » o504
Z 3,36 ¢h 50 4,45 (22,5 A,) [B,(zth i, z—50¢ .
1

=+ 3936 ‘ln'fo (22,5 )“n)] Ji (}"H' P') H
w=—10,34553499 C, —0,03815913 C; —0,4047619 5 4
+10,4422591 1, (0,0314 1) —0,0314 r1, (0,03141)] C, »

cos(0,0314z—-1,57)
x
0,01982248716

=

+[1,2790172 I, (0,0942 r) —

cos (0,0942 z—4.71)

—0,0942 1L, (0,09421)] C3 — o0 o e

N shi, z ',5 N
2 3,3601’150/1".]0 (22’5 A") [Bn O 1. n_ZCt ,,Z+

n=1

b4

_%
)"fl

—3,364,J,(22,5 A,,)] Jo ().

Badanie sum w tych wzorach wskazuje, %e skladniki przy n>1 maja znikomy
wplyw na wartosci przemieszezen. Dlatego w dalszych obliczeniach przyjeto tylko
pierwsze wyrazy tych szeregdw.

We wzorach (2.2) przyjcto

B, =0,6908601474 C, +0,4105932072 C, +0,03204991152. 107 +0,097656 oLy .

Wartosci s 53 rozne dla kazdego typu przekladki.
W znalezionych wzorach na przemieszczenia walca pozostaly niewiadome tylko
wspdlezynniki ay, @, ¢a. Dla ich wyznaczenia zostana wykorzystane przemiesz-
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czenia w trzech punktach wewnatrz walca okreSlone na podstawie. zmierzonych
odksztalcen w walcu. 83 to punkty 7, 111 12 (rys. 2). Przy tym dla okreélenia prze-
mieszozen w punktach 111 12 wzieto odksztalcenie wzdluz osi z, natomiast w punkeie
1 zmierzono odksztalcenie promieniowe. Rozpatrzono odksztaleenia przy wszyst-
kich rodzajach przekladek i przy maksymalnych obciaZeniach walca. Odkszial-
ceria te s3 wyrazone przez réinice przemieszezef koficdw odpowiednich tamion
sond, za pomocy ktdrych zmierzone byly odkszialcenia [5]. Odksztalcenia przy-
jeto jako Srednie ze zmierzonych w dwoch symetryczaie usytuowanych punktach.
W punkcie 11 przyjeto drednie odksztalocenie odksztalcen zmierzonych w punktach
111 8. Podobnie w punkeie 12 — §rednie z punktéw 121 ¢ oraz w punkcie ] — érednie
z punktow J i 5. Wartoéé tych odksztalcen podano w tablicy 2. Przemieszezenia
obliczono na maszynic cyfrowej ODRA 1204 w Instytucie Podstawowych Problemdw
Techniki.

Tablica 2
i Przeldadki | Obciazenie | Punkt 11 punkt 12 punkt 1

i t T - S [— :

; ypu w [ ] SZ'IOG 83‘1{)6 8,-'}06
Przed 1 50 95 84 9
sprezeniem 2 60 76 80 31
3 60 70 67 68
To 2 60 65 67 10
sprezenit 2 180 . 242 251 20
3 180 224 220 37

Okreélajac  wspdlezynniki a,, o, 1 as wyznaczono ostatecznie funkcie e, To
pozwala na napisanie nastepujacych wzordw na przemieszezenia w badanym
walcu betonowym:

(2.3) u=[0,0314r1,(0,0314r)—3,8022591 I, (0,0314 r)] ¢, sin (0,0314 2 —1,57) —
—[0,0942 #7;,(0,0942 ) — 4,6390172 1, (0,0942 r}] £, 5in (0,0942 2 — 4,71} 5
+J1(=0,1703r)ch (—0,1703 2} {#; [2th (—0,1703 2) + 50] — 14},

2.4) we=ts2+[0,4422591 1,,{(0,0314)—0,0314 +1, (0,03141)}] £, cos (0,0314 z—
— 157+ [1,2790172 1, {0,0942 1) — 0,0942 1T, (0,0942 )] #, cos (0,0942 z—
~ 4,71y +Jo (—0,1703 #)sh (—0,1703 2) {¢, [— 63,857880 z —
—zeth (—0,1703 )]+ 1, }.
Wartodci wspolezynnikéw 1y, 15, 15,14 1 5 W poszezegdlnych etapach badan sa
ToZne. ‘
Znajac przemieszezenia w o ciskanym walcu betonowym mozna  wyznaczyd

odksztalcenia promieniowe ¢, i odksztalcenia wzdhuz wysokosci e,. Po okredlenin
pochodnych dufdr, dw/dz | szeregu przeksztalced otrzymujemy
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(2.5 &= »1;1 = 15 —0,0314 [0,4422591 1, (0,0314 r)
—0,0314 71, (0,03147) 1, sin (0,03142—1,57) —
—0,0942[1,2790172 7, (0,0942 )~ 0,0942 £7, (0,0942 1}
* %1550 (0,0942 27— 4,71) —Jo (—0,1703 1) {1, [—9,874999 e ( — 0,1703 z) —
—0,1703 2] +0,1703 ch (—0,1703 2) 7.} .

Podobnie po okreleniu pochodnych &u/dz, dw/or i przeksztalceniach mamy

du  ow
(2.6) Ppg =gt = {0 00049298 r I, (0,03147) -0 13690411 (0,0314r)—

o —0,00045298 11, (0,03145)] 2, cos (0,0314z—1,57)—
 —[0,01331046 17, (0,0042 r) — 0, 4632788 7, (0,0942 ) —

- —0,00443682 r1, (0,0942 )] £, 05 (0,0942 z — 4,71) -

+3,3599986 5h (— 0,1703 2)J, (—0,1703) 7.

W ten sposob po wykonaniu szeregu pracochlonnych obliczefi otrzymano wzory
na odksztatcenia walca . betonowego, ktéry jest przedmxotcm baddn doswiadczal-
nych w pracy.

Jezeli przeanalizowal przedstawiony sposdb okreflania odksztaiceﬁ, to mozna
zauwaZyé, Ze obcigzenie przytoZone na powierzchni bocznej walca wystepuje tylko
w wyrazach wolnych f1, fs, ..., £, ré6wnan (116} albo e, e3 w (2.1). To pozwala
na latwe wykoname obliczei przy réinych wariantach tego obquema i zhadanie
jego wplywu na stan odksztalcenia walca.

Opracowana metoda daje mozliwos¢ okreflania wazystklch odksztalcets i napre-
zeh w walcu o danych Wymlal_ach i wykonanym z dowolnego materiatu o znanych
wspotezynnikach g 1 E. Do tego jest potrzebna znajomogé ‘odksztaleent w kilkn
punkiach walca, a nastgpnie nalezy rozwiazaé uktad (1.16) i okreslié wspSlezynaiki
€y, Cay ey Co

Wyprowadzone wzory pozwalaja na okreSlenie odksztalcenn w kazdym punkcie
walca betonowego poddanego f$ciskaniu osiowemu, Szczegdlnie interesujace sa
odksztalcenia y,., na podstawach walca wywolane silami tarcia. Na rys. 3 pokazane
sa wykresy odksztalcen y,. wzdhuz promienia walca przy trzech rodzajach przekla-
dek w przypadku, gdy powierzchnia boczna walca jest wolna od obcigzefi. Na rys.
4 przedstawiono analogiczne wykresy w przypadku, gdy na powierzchni bocznej
walca przylozone bylo réwnomierne obcigZenie o,. Majac wykresy odksztalces
7= latwe mozZna otrzymaé wykresy napreZef- stycznych na podstawach walca.
Przedstawione wykresy pokazuja rozkiad odksztalcein na podstawach walca, wy-
wolanych przez tarcie. Przy istnieniu takiego tarcia zostaly zmierzone odksztal-
cenia wewnatrz walca. W rzeczywistoci wielkosci 1 rozklad naprezen i odksztalces
stycznych zaleZa od ‘szeregu czynnikow. Ich okreSlenie przez bezpofrednic pomiary
jest bardzo trudne, a w przypadku prébek z materialéw kompozytowych prawie
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niemozliwe, natomiast otrzymane wykresy odksztalcen stycznych pozwalaja na
ich ocene.

Z rysunkéw 3 i 4 widaé, zgodnie ze wzorem (2.6), ze odksztalcenia y,, zeruja
sic w §rodkach podstaw walea. To wskazuje, Ze niezaleznie od ich rozkladu wzdluz
promienia i obwodu frodki podstaw walca sa wolne od odksztalcen stycznych.
We wszystkich przypadkach najwieksze wartoéci odksztalcert wystgpuja na obwodzie
podstaw.

$rz10%
80 T |
b
60 |— P e
a0 . e l,/;fr 1
20 St L /
e i

0 b L T T s

GZr- | _gzr | O2r 12r | g2 | g2r 1 02r [ 02r | 02r | _0Q2r

= : Lo} f f-patt

05 walea

D=45cm

Rys. 3. Wykresy odksztatcen stycznych 3., w niesprezonym walcu. betonowym: @ przy
przekladkach typu 1, O--- - przy przekladkach typu 2, X--—-- przy przekladkach typu 3
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Rys. 4. Wykresy odksztakcen stycznych y,. w spreZonym walcu betonowym: @ PIZY prze-

Kadkach typu 2, O--—— przy przekladkach typu 3

Przedstawione wykresy wskazuja rowniez, ze w przypadku walca niespreZonego
odksztalcenia styczne sa najmniejsze przy przekiadkach typu 1. W przypadku walca
sprezonego odksztalcenia te sa mniejsze przy przekladkach typu 2 niz typu 3, .

Przy stosowaniu metody wyznaczania odksztalcen walca betonowego przyjeto
zalozenie, Ze beton jest materialem jednorodnym izotropowym, a wspolezynniki
4, Ei G sa jednakowe we wszystkich punktach. W rzeczywistoéci beton jest materia-
fem zlozonym i niejednorodnym, a odksztalcenia sa zmierzone w punktach
wewngtrznych walca, w ktérych nieznane sg dokladne wartofci tych wspdlezyn-
nikéw. Nalezy braé to pod uwage przy poréwnywaniu wynikéw teoretycznych
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i doswiadczalnych. Porownanie powyisze powinno pozwolié jednak na stwier-
dzenie ogdlnej zgodnodei wynikow., ,

Ze wzgledu na ograniczona objgtos¢ pracy nie podano tutaj szczegélowej ana-
lizy dokladnofei pomiardéw i jej wplywu na wyniki. Analize taks podano w pracy
[6] i wydaje si¢, ze bledy pomiarowe nie zepsuly ilofciowego obrazu uzyskanego
stanu odksztatcenia. Warto przypomnieé, Ze bledy spowodowane polozeniem przy-
rzaddw pomiarowych i ich ustawieniem w walcu nie przekraczaja wielkosci 5-10-6 —
czyli najmniejszej dzialki na skali mostka tensometrycznego. Podobnie nalezy
oceni¢ inne Zrédla bleddw bezpodrednich wskazad. Skladowe liniowe wykorzystane
W niniejsze} pracy nie zawieraja bleddw obliczeniowych, poniewaZ s okrelane
bezpofrednio z odczytéw odpowiednich tensometréw, natomiast skiadowe katowe
mogg mie¢ bledy wynikajace z wykonanych obliczen. _

Odksztalcenia(") wzdluz osi walca ¢, sg okreslone wzorem (2.5), z ktérego mozna
obliczy¢ odksztalcenia w tych punktach lezgcych w érodkowym przekroju walca,

E33° ‘TUEE
£z 70
100 I %

sof == e =
— —é"“—x-—-——-_x / el ._}é:‘::

] £z

70

50

50 : - :
T 2 3 4 5

Numery punktiw

Rys. 5. Wykresy odksztalcenn zmierzonych e;; i obliczonych &, w érodkowym preekroju nie-
sprezonego walca przy przekladkach typu 1
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Rys. 6. Wykresy odksztalcen zmierzonych a5 i obliczonych g, w $rodkowym przekroju nie-
sprezonego walca przy przektadkach fypu 2

(') Dla ulatwienia na wykresach 5-11 odkszialcenia otrzymane z pomiaréw oznaczono przez
£33, a odksztalcenia pionowe walca otrzymane 2z rozwiazania teoretycznego przez e;.
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Rys. 7. Wykresy odksztatcen zmierzonych &;4 i obliczonych &, w érodkowym przekroju niespre-
#onego walca przy przeckladkach typu 3
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Rys. 8. Wykresy odkszialcei zmierzonych &3 1 obliczonych &, w Srodkowym przekroju sprezo-
nego walca przy przekladlach typu 2
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Rys. 9. Wykresy odksztalcei zmierzonych 33 i obliczonych & w $rodkowym przekroju sprezo-
nego walca przy przekladkach typu 3
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w kiorych zostaly one zmierzone. Na rys. 8 i 9 przedstawiono analogiczne wykresy
w przypadkn walca spreZonego. Na tych wykresach odksatalcenia zmierzone
wykreSlono lintami ciaglymi. '
Wykresy obliczonych odksztalcen sg krzywymi lagodnie zmiennymi wraz
i najwiekszymi wartociami w osi walca. Poréwnanic wartodei zmierzonych
z obliczonych odkszialcen wykazuje réimice, ktére moga byé wyjasnione niejedno-
rodnoseig betonu. Na wszystkich wykresach najblizsze sa wartodei odksztalcen
w punktach 7 i 5.

Ogélnie mozna stwierdzi¢, Ze wartofci zmierzonych i obliczonych odksztatcert
s4 tego samego 1zedu, a charakter ich zmiennosci jest podobny. Wylaczajac punkt 4,
w ktérym wplyw niejednorodnosci betonu byl najsilniejszy, najwicksza réznica
odksztaleefi wystgpuje w punkeie 3 przy przektadkach typu 3 i wynosi 16%. Na
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Rys. 10. Wykresy srednich odksztatcet zmierzonych i obliczonych przy trzech rodzajach preekla-
dek w preypadku walca niesprezonego: X $rednie z odksztaleen zmierzonych, O---=
srednie z odksztalcen obliczonych
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Rys. 11. Wykresy Srednich odksztaleen zmierzonych i obliczonych przy dwoch rodzajach przekia-
dek w przypadku walca sprezonego: X §rednie z odkszialcen zmierzonych, O-- - -
srednie =z odksztalcen obliczonych

Bozprawy Inzynierskie — 8
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wigkszosci rysunkéw  wystgpuje jednakowe pochylenie wykresow odksztatceft
gmierzonych: i-obliczonych. Jezeli w kazdym z pieciu punktéw srodkewego przek-
 roju walca obliczy¢ $rednie odksztalcenia otrzymane z'doswiadczen przy wszystkich
rodzajach przekladanek i poréwnaé je ze ‘rednimi - odksztatceniami obliczonymi
teoretycznie, to moina zauwazyé dobrg zbieznosé tych wynikéw, Takie poréwnania
sq przedstawione na rys. 101 11, Z tych wykresow poréwnawezych widaé, ze wartosei
odksztalcei otrzymane na drodze teoretycznej i doswiadezalnej sg zadowalajaco
bliskie. To daje podstawe do stwierdzenia, Ze przyjeta w pracy teoretyczno-doswiad-
czalna metoda r’ozwiqzywanja Zagadnienia Jest prawidlowa. ' '
VA porownama Wykresow odksziakeent obhczonych i zmierzonych Wynika
7e w rzeczywistodel beton odksztaica 81¢ jak materiat n;ejednmodny Wykresy'
odksztalceri zmierzonych nie sa tak gladkie jak wykresy odksztalcen obliczonych,
chociaz wartodci odksztaloen réznia sie nieznacznie. Przeprowadzona analiza daje
jakoéciowsa oceng stanu odksztalcenia walca i pokazuje, w jakim stopniu moiliwe
jest poréwnanie wynikow uzyskanych metodami teorstycznymi i do$wiadczalnymi
przy rzeczywistych warunkach brzegowych.
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Pezmome

O 3ATAYM OITPEOEIEHUSA VITPYTHX JECOPMAIMIL B IIMIIMH/PE KOHEUHON
' JIFITHEL

Pemenne 3amavm HampaxeHEmit B HedopMamdil B yIPYTOM LARMHAPE BCTPEHacT TPYAHOCTH
m3-52 HeoOXOXAMOCTH yYeTa B TPAHMYELIK YCIHOBHAX DAaiUaNEHBIX HepeMeieHnii B KacaTe/b-
HBIX HAOIKEHM HA QCHOBAHEAX CIKEMZEMOTO THNHEADA. Ilennio paboTe: ABIAETCA YKA3aATE CHO~
co0 oIpelelcHEsA 3TEX Heopmauuil B3 OCHOBAHEAX, a TaJOKe nefhopMAPOBAHHOTC COCTOAHMA
UEHOro LGUMEIPE; XOTOA H3BECTHE MedlopMAIEH B HECKOABKHX €0 BRYTPOHHMX TOMKAX. Dr1a
3adaYd pelieHR IpH CMENIaHUEIX IPaHAIHBIX YCJICBHAX.
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SUMMARY

ON DETERMINATION OF ELASTIC STRAINS IN A CYLINDER OF FINITE LENGTH

5 an elastic cylinder Jeads in to a certain difficulty connec-
ted with necessity of takirng into account i+ {he boundary condiiions, i.e., at the ends of (he compres-
sed cylinder, the radial displacemenis or shoar siressas. The aima of this papor i3 to show a manner
for determination of the strains meationed above ai'the bases of the cylinder and the sials of de-
formations of the whols cylinder wiren the siraing are known in some interior points of the cylinder.
The problem above was solved a* the assumpiion of ihe mixed boundary coaditions.

Determination of stresses and strains i

CENTRALNE LABOBRATORIUM MECHANIKE FIZYKO-CHEMICZNEY
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