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NIESKONCZONA. SPREZYSTA BELKA TIMOSHENKI UDERZONA
POPRZECZNIE SKONCZONYM PRETEM SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

STEFAN JAN KOWALSKI (POZNAN)

W pracy rozwaia $i¢ problem uderzenia nieskoficzonej sprezystej belki przez skoficzony spre-
Zysto-plastyczny pret. Analize zjawisk falowych prowadzi sie wykorzystujac réwnanie Timoshenki
w przypadku_belki i réwnaniu jedrowymiarowych fal pedhenych w przypadku preta.

W pracy okresla sig: czas kontaktu preta z belka, sile kontaktowa, predkosé zginania, mo-
ment gnacy i sife tnaca w belce jak rowniez diugosci uplastycznionego odcinka preta, zmiane $red-
nicy preta spowodowang odksztatceniami trwalymi, moc preta oraz wplyw stalych {okreslajacych
‘wiasnofci fizyezne i wymiary geometryczne ukladu pret-belka) na zmiane w/w efektdw zderzenia.

Problem rozwiazano w sposéb $cisly, wykorzysiujac metode wykladnicze transformacii
Fouriera, transformacje Laplace’a i .metodg charakterystyk.

WYRAZ WAZNIEISZYCH OZNACZEN

xy wspdlrzedna mierzona wzdiuz osi belki od punktu ude- -
rzenia (rys. 1), N S
y: wspohrzedna mierzona wzdluz osi preta od punktu ude-
rZzenia (rys. 1), -
- f; czas, _
wy (x5, #1) catkowite ugigeie osi belki,
#, (y1, 1) przemieszezenie przekroju y, preta,
Wi (x5, t;} predkosé zginania belki, :
U (r1, #1)  predkoéé. przemieszezenn przekrojn v, preta,
Vie predkosé uderzenia, :
als

V]“‘:p . predko§é uderzenia odpowiadajaca granicy plastycznoéci,
rtis .

I; dlugosé preta,
r=(I,/E,)* promiefi bezwladnosci przekroju belki na Zginanie,
¢1,=(F,lp)t  predkosé propagacii sprezystej fali podheinej w precie,
C1p=(E/p,Y* . predkosé propagacii plastycznej fali podiuine] w precie.
co={(Ey/p,)* predkosé propagacii fali podhuznej w belce,

¢,=(kGyfp,)*  predkosé propagacji fali poprzecznej w belce,

I, moment bezwladnofci przekroju belki na zginanie,

Fy, vprzekrdj belki, ' C

F, przekrdj preta,

- B, modut Younga dla belki,
E, imodul Younga dla preta,
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modut odksztacenia postaciowego dla belki,

gestosé belki,

gestodc preta,

wspolezynnik $cinania belki,

odksztalcenic preta,

odksztalcenie odpowiadajace granicy plastycznofci,
naprezenie W precie,

naprezenie odpowiadajace granicy plastycznosci pr Qta,
funkcja obciazenia belki,

moment gnacy w belce,

sila tnaca w belce,

kgt ugiccia belki wywolany momentem zginajacym (kgt
obrotu),

funkcja Heaviside’a,

funkcja Diraca,

jednos¢ urojona

parametr transformacji Laplace’a,

parametr transformacji Fouriera.

W pracy korzysta sie z nastgpujacych zmiennych i prametrow bezwymiarowych:

X==X4/r, y=yilt; L=Llr, =ty cyfr,
w=w,/r, u=u,/r, W=Wilc, U=Ue,
Vo=Voifc, Vo= Vidcs c=cq/, Cy=0C14/Cqs
szclpfcg’ q=(cis'—clp)/(cls+clp)’ H=Pp Ap/pb Ab!
y=0,/c, a=2j(y—1), b=1/)/7,
B=V(+12,  N=(-Diy+D M=M; r|E, I,

T=T,[kGy 4y,

— 2 — 2
J—O'L/pp Cg: O-s_o'ls/pp Cg'

Rézniczkowanie wzgledem bezwymiarowego czasu oznacza si¢ kropka nad sym-
bolem (np. W), a wzgledem bezwymiarowej zmiennej przesirzenncj napisaniem
tej zmiennej u dofu wielkofci rézniczkowanej (np. wy). Transformate Fouriera
oznacza sig wezykiem nad symbolem (np. W), a transformatg Laplace’a kreska
prosta (np. w).

1. WsrEp

Niniejsza praca dotyczy problemu zderzenia w ukladach ciaglych. Obejmuje
fragment teoretycznych rozwazah nad efektami zderzenia dwoch ciat traktowanych
jako obiekty ciagle.

Z przegladu literatury dotyczacej tego tematu wynika, 7e dotychczas jedynie
problem kolinearnego zderzenia sig dwdch pretow byt dodé szezegolowo rozwa-
Jany. Znikoma jest natomiast ilo§¢ informacji na temat zderzenia w innych tech-
nicznie waznych ukladach np. w ukladzie pret-belka, pret-plyta, belka-belka itp.
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W ostatnich latach ukazato si¢ kilka prac na temat zderzenia preta i belkd..
Nalezy tu wymienié pracg RANGANATHA [19] z 1971 1., w ktorej rozwazano problem
uderzenia mieskoficzonej sprezystej belki przez péhieskoficzony sprezysty pret,
pracg RANGANATHA i CLiFToNA [2] z 1971 r., w ktérej podjeto powyiszy temat
uwzgledniajae dodatkowo plastycznosé belki, prace VoLka [23] z 1973 1., w ktérej
okretlono sik; kontaktowa na styku sprezystego preta i spregystej belki, uwzglednia~
jac przy tym efekt lokalny typu Heriza w miejscu uderzenia.

W 1973 roku autor ninicjszej pracy {15] rozwazal problem uderzenia nieskofi-
czone] spreZystej belki przez skoficzony sprezysty pret. W pracy tej chodzilo przede
wszystkim o przedstawienie niektérych efektéw zderzenia z uwzglednieniem odbicia
fal o koniec preta, a w szezegolnodci o okreslenie czasu kontakiu preta z belka.

Niniejsza praca jest kontynuacjy przedstawionego tam problemu. Uwzglednia
si¢ tn dodatkowo deformacje plastyczne uderzajacego preta zakiadajac, Ze pret
odksztalca si¢ wedlug modelu Prandtla ze wzmocnieniem. Podobnie jak w pracy
[15] ruch belki opisuje si¢ za pomoca réwnan Timoshenki, a ruch preta za pomoca
rownania jednowymiarowych fal podluznych. Zaklada sie tex ideainy kontakt
(plaszczyzny zderzenia idealnie gladkie, idealne zachowanie prostopadiego kie-
runku osi preta do osi belki). Do rozwigzania {ych réwnad wykorzystuje sie wyklad-
niczg transformacj¢ Fouriera i transformacje Laplace’a w przypadku réwnati
Timoshenki oraz metodg charakterystyk i transformacii Laplace’a dla réwnania
jednowymiarowych fal podiuznych.

Celem zasadniczym tej pracy jest okreSlenie czasu kontakin preta z belka, sily
kontaktowej, dfugosci uplastycznionej cz¢sei preta, zmiany $rednicy preta spowo-
dowanej odksztalceniami trwatymi, predkoSei zginania, momentu gnacego 1 sily
tnacej w belce, energii mechanicznej przekazywanej belce przez pret w czasie kon-
taktu. Ponadto zbadano wplyw stalych charakteryzujacych wlasnodci fizyczne
i wymiary geometryczne ukiadu pret-belka na zmiane mechanicznych efektéw
zderzenta. Otrzymane wyniki zilustrowano wykre$lnie w punkcie S tej pracy.

2. OGOLNE ROZWIAZANIE ROWNANIA TIMOSHENKI W TRANSFORMATACH LAPLACE'A

Teoria zginania Timoshenki jest powszechmie stosowana do zagadnien dy-
namicznego obcigzenia belek (por. np. [9, 24]). Napiszemy tu niektére zwiazki
wynikajace 7 tej teorii, ktére w literaturze ré#nig sie znakiem w zaleznodci od spo-
sobu znakowania momentéw gngeych i sit tnacych.

W naszym przypadku zwiazki pomiedzy momentem gnacym i katem obrotw.
oraz pomigdzy sitay tngea, katem cbrotu i ugieciem we wspolrzednych bezwymia-
rowych przyjmuja postaé [1]

(21) M(xs t)ﬂ W (xs t)» T(xs t)zwx (-x’ t) -y (x’ t) .

Warunki rownowagi myslowo wydzielonego elementu belki (rys. 1) okreflaja réw~
nania [1]

(2.2) —Totyw—gy, —M,—Tly+p=0,
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edzie
{2.3) g=g(x, H=P(£) 6 (x)

jest funkcjg obciazenia belki we wspolrzednych bezwymiarowych, Funkgje obcia-
zenia stanowi tu wypadkowa ci$nienia preta na be]kq P (), zmienna w czasie i przy-
Jozona w punkcie x=0.

P
i
|
N ; _
Beika -
L Pret
| =—— :
-—— -
TH“M - ) Yy "
| —
¥ ¥ o
T V’ Dodatnie kierunki .
! uglecia 1 kgta obrotu

Rys. 1

Zc: zwigzkdw (2. 1) i warunldw I‘OWnOWELg! (2 2) otrzymuje sie nastepujacy
ukiad réwnat Timoshenki:

(24) . ( xx V/x)Jr}’W—%-)’g, ng+(14’p;*i,if)/?—l;'}=0.

Zakladamy, Ze plzed uderzeniem belka jest w spoczynku, tzn. Ze
{2.5) w=w=y=3=0 dla = -0. .

Dokonujemy transformacji Laplace’a i wykiadniczej transformacji Fouriera
ma rownaniach {2.4) z uwzglgdnieniem (2.3) 1 (2.5), skad otrzymujemy

- ~ 0.~ 1V ~
@6y (o2 + yp*yw+ iy = pP(p), 17 W (?Lz +p7‘.+ -;) w=0,
gdzie . i
w (o, p)} {W(x,p)} i)
, =W(C’ 7 {o ¥ (x, 1) P (=) o,
Ww(x,p) - fwx, £ i '
= — d . '
@n {J(x;p)} /7 {yf(x,r)}exp( .

ﬁ(pl)=fP(t)eXp(—pt)dt..
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Z rozwiagzania uldadu réwnafi (2.6) mamy

a o JUbwpr—pid 1 leprog 1
@) wsz(P){ KA A B4 &'*Hi]’
- o1 PR
v +P(p)[af—ﬂ.§ W +1E AT a4 A
gdzie

i1=By/171/p+N Vir—a®, 1,=BVp l/p—f\fl/pl—a2 .

Po wykladniczej retransformacji Fouriera otrzymamy z (2.8) ugigcw i kat obrotu
belki, wyraZone w postaci transformaty Laplace’a:

2.9) W (x, p)=w* (x5, p) P(p), ¥ (x,p)=9"*(x,p) P(p),
gdzie funkcje

AZ—yp® Ay A2—wp? 2,
ok = ——y = —_ .
w¥ (x, p)= 5 [ NI exp(—4, |x]) W expl~Ai, lxi)]

@y _ 1
P (x, P)—m{exp (=2 Ix]) —exp (=4, [xD],

Rei; >0, Rei,>0

nazywaé bedziemy transmitancja lub transformata Laplace’a funkeji Greena odpo-
wiednio dla ugigeia i kgta obrotu, a funkcje 7 (p), ktéra wyznaczona bedzie w dalszej
czgfci pracy, funkcja wejSciowa Tub wymuszeniem.

Z réwnan (2.9) i (2.1) okreflamy funkcje wyjSciowa dla predkoéci zginania,
momenty gnacego 1 sity tnacej:

W (x, 2)=p (3, 2)= ¥ (x, ) P (p),
(Z11) M (x, p)=.=M* (x, p) P (p),
T(x’P)=wx_$:T* (x,p)f’(p),

gdzie transmitancje tych wielkosci wynosza odpowiednio

- _ 1 F A2 —yp® Ay , }L"—ypz As
{x, p)= 21 li—lz P exp (—Aq Ix)— 12 » ——exp(—4, [x])
gy = — | A )“2 A ]
(2'12) (x,p)— 2 i Ai“‘ig exp(_ 1 le) Wexp(_ 2 IxI) ?
_ A Al —yp? :
ik = —_—— — —_—— — >
T (x3 p) i 2 L /‘{%'—Ag exp( .;!'1 ixl) /'L::_Ag CXP( AL’ fxl)

Re 4, >0, Re 1,0,

Znak plus we wzorze (2.12); odnosi si¢ do x<0, a minus dla x>0.
W dalszym ciagu zajmiemy sie anahzq fal w precie, nd podstawie ktdre] usta-
limy posta¢ funkcji wymuszenia P (p). .

Rogppery Sndynierslie — 12
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3., ANALIZA ZJAWISK FALOWYCH ‘Wi PRECIE ‘SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

Przyjecie bllmlowej za!eznoscl miedzy napl@zemem ‘a. odksztalceniem preta
(rys. 2¢) umozliwia znaleziénie $cistego zwigzku migdzy sﬂ.elC kontaktowa a prgd-
koscia przekroju preta stykajacego sig z belka. Z warunku zgodnodei predkoéei

- preta i belki w miejscu styku site kontaktowa moZna wyrazxc Jako funkeje predkodci
belki dla x=0. W ten sposob funkcja obcigZenia (2.3) wyraZza sig za pomoca
predkoéci . Po wprowadzeniu tej funkcji do réwnaf (2.4) otrzymuje sig uklad
réwnah rozniczkowyéh, ktéry nalezy rozwiazywa ze wrgleduw nd w i w.

g . : t}b . o C
- . / 3
prt) Bez uwaglsdniania ‘ v !
sfekiu iokalnego
typu Herfza g L
B
T iS 0—5 L E‘N ;
I | /!
&Q\:} : i I;.'I Ls / l[ ;
~ I zqqg o
1
t [ i [ &5 £
Z uwxglednienterm e £
Sfektz? Ipkainega N N S "2
: Typu Hertza N Sl P - . _tm :
e ‘ " Modal- Prandfia
Rys v '

Pomze] przedstammy tok postepowania. H1perboliczne réwnanic ruchu ‘opi~
sujace proces falowy w precie, jest liniowe w kazdym z podobszardw (rys. 2b).
Moina wiec je zastapié rownowaznymi zwxqzkami wadbuz charaktetystyk:

o—cU=const’ wzdtuz y-—ci= const

G

gdzie

o4 cU=const’ wzdluz ~ y+ ct—const,

a 2) &, w obszarach odksztalcen sprgzystych i obszach oquiema
e { Cp w obszarach odksztakcenn sprqzysto—plastycznych -
3est pr@dkosma propa,gacﬂ fali w precie. \

Anahzujqc wymln obliczef numerycznych wykazemy, iz sila kontaktowa, po-
dobnie jak w przypadku uderzenia belki pretem sprezystym [15], osiaga swoje
makmmum w..chwili uderzema a ndstepnie monotonicznie maleje. W takim przy-
padku z punktu uderzenia Jednoczeéme propagoWac sie bedsa dwie fale silnej nie-
ciaglosci! fala sprezysta z predkoscia ¢, 1 fala plastyczna b pr@dkoéclq ey (c >c,,)
(rys 2b). Ta ostatnia jest rdwnoczefnie faly odciazenia. .

- Nalezy podkreslié; Ze gdyby w rozwazaniach uwzglednié efekt 1okalnego ung-
cia gornej powierzchni belki w miejscu styku w. stosunku do jej plaszezyzny frodko

[

R LR AR TR T T
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wej, to wykres sily na styku belki z.pretem w. poczatkowym okresie charakteryzo-
walby si¢ szybkim ale ciaglym wzrostem (linia przerywana na rys. 2a), Taki wynik
otrzymat J. VOLEK w pracy [23], gdzxe uwzglqdmal ten efekt opierajqc sig na teom

Hertza. -

Postugujac sig rédwnaniami (3 1) (c = ) 1 warunkami poczatkowyml

(33) - U(yat)it 0"'0 U(y:f)lt O_"_V{Js

okredlamy naprezenia 1 predkosel w I I obszarze plaszczyzn‘yl ¥, (iys. 2b):
An=0,  UGo=-V,,

(3.4) °
dn(y:'t)_— s Un(y’t)_‘_VO—l_V

W celu okteslema naprezen i prgdkoscx w TIT obszarze plaszezyny y, ¢ Wykm zystamy
warunek ciagtodei dynamicznej na fronme fali plastycznej

CORE OB ()~ o) = — ¢, UM ()~ B,
warunek zgodnosci predkodei i sit na styku belki z pretem. (por. (2.3))
1 r P@E
(36) O-(y’ t),y;():_/_? fg(x, t) dx:T} U, t)]y:oﬁw(x.: t)lx:o-

Obszar III jest obszarem odciazenia. Istnieja tu tak jak w obszarze sprezystym dwie _
rodziny charakterystyk, wzdluz kit6rych zachodza nast@pu_]a(:e ZW!E[.ZI(I i :

U ) Uy
o™y, )—c, U’"(y t) u-P(z—--) Cs W(O t—?)

3.1

r:r"’(y, De, U‘"(y, )-——V(l+q) —q~ ; P[ ( —cy—)]+
R B |
gdzie ‘ _ T _x,
(3.8) V= —‘(Gf,f+c!,.‘U__ﬂ)= V, (cf'u )+ ¢,

Z réwnatt (3.7) dla y=0 otrzymujemy. nast¢pujacy ‘zaleznodé miedzy predkoéeia
belki w przekroju x=0 a wypadkowym ciénieniem preta na belke:
(3.9 & [WO, —qW (0, g0)]=~V (1+g)— " [P &)+aP (g)].
Ze wzorn (3.9) okre§lamy funkcj¢ wymuszajaca ruch betki w nastepujacej postaci:
~dla preta sprefystego (c,—c; 1 g=0)
@1y P ()="-pt6, [Vort W 0, 1)];
dla preta sprezysto-idealnie plastycznego (c,—0 i ¢—1)

(3.11) . PO)=—pog,,
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dla preta sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem

(3.12) P)=—p i— V4, W (0, s)-—zcsZ (~"wQ©, ¢ t)]-

n=0

~Wzory (3.12) otrzymuje sig w sposGb nastgpujacy:

. Wzér (3.9) traktuje si¢ jako wzor rekurencyjny. Podstawiamy za ¢ kolejmo war-
tosci gt, g% t, .., g1, ..., @8 T 11 (por. Tys. 2b). Uzyskane réwnoéel mnozymy odpo-
wiednio przez (—gq), (—g)% .o (= @) ooy (— @™ 1 dodajemy stronami. Otrzy-
mujemy wtedy

. ,
—eg W0, 1)+ 2¢, 2 (—qP WO, @ D+(— e, WO, )=

n=0

. 1 1 .
=—V(l+q) Z (_‘])"_TJP(t)+(-—q)N+1 -;P(qN+1 5.

Przechodzae do granicy, gdy N-»oco, wobec g<1 i wynikajacych stad nastepujacych
granic (W (0, t) i P () sa funkcjami skorczonymi)
lim (_q)N+i W(O, qN+1 f)—>0, lim(—q)N“ P (qN+1 t) _)0
N—cow N-oow
otrzymuje sig wzér (3.12).
NapreZenie 1 predkosé w I obszarze sa nastepujace:

omr-a Scorrlo o2 oo (2]
00,1 ‘Z( 4)"{ [0 4"(“”)]””’[0 q"“(‘* y)]}

7 warunku ciaglosci kinematycznej na froncie fali plastycznej

(3.13)

(3.19) UM G) - U () = — ¢, [ () —en(3)]
obliczamy 'o'dksiteilcénic maksymalnev w danym przekroju: _
1 1 Ve 14g ( &y )
ur —_———_—— - _——
(3 15) amax(y) 8 (y) V ( Fs) ’ 1+q C

Odksztalcenie trwale (por. rys. 2¢) wynosi

. Ormen 4q [ e ( y)]
G16) 2= timas c? h c(l q) l+q 42 o Wi, 14g ¢l¥

gdzie

Jmaxﬂam (y’ t)lt=y[c >
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W obszarach IV i V naprezenia i predkosci s nastepujace:

oo

Ve, Vo y
o0, = = M =gy w0, gr{i—=)|,

317 N
VOCSHV [ y)]
v —_—— — it — =11
U, )= = =5 +20‘( ? W[o,q(r ol
' ¥y
Gv(y,f):—CS[VO-FWV (O,f'——)],
(3.18) . :
Uv(yst)=Wv(09r’——z}:)’

gdzie WY (0, t) jest predkoscig belki w punkcie x=0 dla t2y, (c,+c,)/c, ¢, (rys. 2).

Sila kontaktowa migdzy pretem a belka, réwna sile wymuszajacej ruch belki,
zmienia si¢ {w spos6b ciagly i nieciagly) w czasie ¢>0, co jest spowodowane odbi-
ciem fal o ofice preta i zakoficzeniem procesu uplastyczniania preta (por. punkt
f, na rys. 3a, b, c).

. b c
ey @ ) th
s
: . ks
Y O F VIIb q tp b 2
‘fﬂ;ﬂs - L b be Te >
21 g g > T, s i o< ile )
% w birg [ I , w
iy AR S s
T/ Y ST Ky / oo
S’,/ ACeb T/ #Cst
Y = T = I 4 /
T yL y y=L g
Rys. 3

W tej pracy ograniczymy si¢ do rozwaZenia takich przypadkéw uderzenia belki
skoficzonym pretem sprezysto-plastycznym, dla ktérych kontakt preta z belka
koticzy si¢ przy pierwszej niecigglej zmianie sily kontaktowej, tj. w chwili 7, =2L/e,.
Pokazemy na przykladzie, Ze taki czas kontaktu mozliwy jest w kazdym z preypadkéw
pokazanych na rys. 3a, b, c. Przypadek I (rys. 3a) zajdzie, gdy napreZenie na froncie
fali plastycznej zmaleje do granicy plastycznoéei, zanim front ten osiggnie przekroj

2¢, L
O+ 6
powiednio VII b i Xc nie beda przewyzszaly granicy plastyeznoscei.

Glownym kryterium okreslajacym czas kontaktu jest, podobnie jak w przypadku
preta sprezystego [15], Sledzenie znaku napreZefi na obciazonym koficu preta.
W czasie 0<#<2L/c, naprgZenia nd obeigzonym koficu preta sa $ciskajace. W chwili

Y, = . Przypadki IF i III (rys. 3 b, ¢} zajda, gdy naprezenia’ w obszarze od-
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i=2L[c, istnicje pierwsza mozliwodé zmidny znaku naprezen; gdyz W chwill tej
powraca do miejsca styku odc;qzajqca fala spwzysta odbita od swobodnego konca
preta y=L (linia p=2L— t, rys. 3).. : 5

Z warunku, aby naprgzenza. w przekroju y 0 pr@ta W chw;h t—2L/c +0 byly
dodatnie, okreslamy (dla danych whasnosci fizycznych i geometrycznych uktadu
pret-belka) odpowiednia krytypzng warto$é pr@dkosci uderzema odniesiong do
predkodol, odpow;adajqcej granicy plastycznosm Vol Vs Jezeli rzeczywista warto$é
Vol Vs nie przekroczy okredlonej wyZzej wartofci krytycznej, to w przekroju y=0
preta w chwili 7=2Lfc,-zawsze hastgpuje' 7miana znaky napreZeh. Zmiana znaku
naprezen w chwili tm2Lfc sW1adczy o przerwaniu kontaktu preta z belks, napres
zenla rozciggajace W przekroju y=0 prfgta moglyby powstac jedynie, gdyby pret
1 belka byly «skdejone».
© Przyklad ilustrujgoy powyzsze zagadmeme przedstawmny jest w p. 4 a szeze-
goiy dotyczzgce wyznaczama pol naprq:_zen i pmdkosm W poszczegolnych obszaz ach
plaszczyzny y,f mozna znalezc "v'v p1acy [16] .

4 RUCH 'fsE"LkI UDERZONEF  PRETEM. )SPi{EZYS"I‘O-I‘JLAS”;F‘YICZI‘\!:)‘{M.,:

W celu okredlenia funkcji zwiazanych z ruchem belki, tj. funkeji predkosel,

momentu gnacego i sily tngcej, wykorzystamy wzory podane w p. 2. Funkcie wy-

+e, -
cp. (rys. 2) okresla wzm 3. 12) We WZOTZE
-5 7D

tym WySTquJG plqdkosc belki dla x=0w chwm £ 0raz suma p1 QCH{OSCl W dyskretuych
punktach t,!—q" t(n 1, 2, 3 3 TY8..2). Na- podstaw;e 1ozmazama otrzymanego
dla p1zypad1<u uderzema belkl poin;eskonczonym pretem spigzystym [19 i 15]
stwierdzamy, 7 pr@dkosc belki w punkeie x 03 1>0 jest funqu monotonicznie
TOSN4CY I ogramczonac, gdyz W(x, )ls=0< Vol ‘Funkcj¢ taka moZna zawsze plzedsfa-
wi¢ w postam nas’[@pujqcego szeregu pot@gOWego -

@1y o W, = Zar

s
muszenia P (t) w ozasw O<t<y,

gdzie ., sa wspdlczynnikami rozwinigc. Fakt ten wykorzystamy réwniez tutaj,
przebieg bowiem funkeii piedkosei w przypadku uderzenia belki pretem ‘sprezysto-
plastycznym pOWHlan by¢ podobny: Przedstawiamy wige funkcjg prqdkosm w do-
WOlnej chwili t,l_q"'t (fz—l 2,. ) zd pomoca szeregu

@1y x ' W(O q'0= 2 @l z)f
Po podsiamemu (4 1) i, 1’) do. wzoru {3.12) otrzymujemy nastgpujqcac postac

. e+¢, .
funkeji wymuszepia w przedziale czasu 0<t€.yp :

s -p

R : T - qi+1 o L ‘ -
@n P(t)“‘uu[VH Tag % t*]- I
. Ld |
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Nieznane wspdlezynniki rozwinigé a; okreslimy z przyréwnania transformaty pred-
koéct, wyrazonej wzorem (4.1), z transformaty (2.11), dla x=0. Szeregi (4.1) i (4.2)
spetniajg warunkl p1zekszta1cama szeregn potegowego w adpowiadajacy im zbieiny
sZereg w dziedzinie obrazu Laplac€’a (twierdzenia 35.1, poz. [6]), moZemy wiec
napisac¢ (indeks { wymieniamy na )

3 gmp - - =l s Ty T TiE
"{ ) l 1) Z p"+,1 H p CA 1+q1|+1 pll+1

n=0 n=0

xi[fé—yp Ao di—wp? ﬁz]
Zea2 pt 2RI p

Funkcje w nawiasie prostokqtnym Z Prawej strony wzoru (4.3) rozwijamy w szereg
Laurenta;: ; 1
[Ai—l})pz A‘l }{f._-),pz )\’21] : 1; 1\211?" (0) ((l)im
-2 p A= pl 2 ”A_DJ nl \pl ’
gdzie F, (0 sa wspdlezynnikami rozwinieé [16]. Z rownosci (4 3) otizymujemy ze-
rowe wartodci wspdlezynnikdw a, o.wskaznikach nieparzystych i nastepujace war-
tosci wspotezynnikéw o wskaznikacl parzystych:

. V * ) Va‘ZI ‘*.: B .‘Va‘;' .*‘ ll Valnr
@A) o=V, @S TG, AT T e A= e s
gdzie C |

ﬂ F F, l—gq *]
a*_ B ]/y -,‘,? : a*u 4 {1]‘ 5 Cy I't mao i
o ‘ Dot T
1+—— 1
a -i‘;[ﬂ_c (le_‘] wy L P_q k)]
@ay g A2 T2 Mg DT 1rg? B/
. a,= p e y
P+ — _
eV s
A[B 5 R e )
N 4 | n! Sy (=)l 14 gt
a,,=
! 1 2n+1
1+£c 1

2 l/}' 1+q21r+1
Predkoé¢ belki w punkcie x=0 i sile kontaktowy okreSlaja wigc wzory

{at)?.r!

@) W o= U0 Dyeo= ¥ Z T

n=0
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OoTaAzZ

1 q2n+1 . (at)?.ﬂ
4.6) PO=1o (0, Obo=—aV |16 D 57 st G gt |

n==0
Na podstawie powyZszych wzoréw stwierdzamy, ze w chwili uderzenia mamy naste-

pujacy przyrost predkosei belki [W] i sily kontaktowej [P] w punkcie x=0 (dla
preta sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem {c,>0)):

g
v, [ s VY
I B e B
Vo Cy Cg 1+ _‘E;Vi
%)) c”z 7
T e e
— Ve )
v & 1+—c l/y

przy cZym wzory te sa poprawne, gdy
. V. 0o —
(48) —>1+e,5 V7.
: Vs
Warunek (4.8) otrzymuje sig ze wzoru (3.15) #adajac, aby odksztalcenie spehnialo
nastepujacy warunek:

Emax (y)‘y=0€ —&= T .

Z warunku (4.8) wynika, ze uplastycznienic preta uderzajacego w sprezysta belke
nastapi, gdy predkosé uderzenia ¥V, jest znacznic wigksza od predkosci odpowia-
. ]
dajacej granicy plastycznoéci Vs=f {Vom2V,, por. 1ys. 12).
£

Gdyby pret uderzal w sztywna Sciang, jego uplastycznienie nastapi, gdy ¥, mini-
malnie przekroczy V,. Warto tu nadmienié, ze warto§é [P] jest jednoczesnic maksy-
malng wartodcia sily kontaktowej.

Dia preta spreZysto-idealnie plastycznego (¢,—0)

# —
(4.9) Wi= - ¥y, [Pl=-o.un,
przy czym powinien byé spelniony réwniez warunek (4 8). Dla preta spreZystego

(cp—es)

B~
etV
(4.10) [W]=-Vy-————, [Pl=—V, .
Ll LaYon
1+cs2]/y 1+cs2 14

ue,
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Dla preta sztywnego (c,—00)
2 B
(4-11) [}’V.I="“Vo, [P]=—V0]/—?.

Identyczny wynik z wynikiem (4.11) otrzymat J, KsLry [13] rozwazajac zagadnienie
uderzania belki sztywna masa.

Majac okreslong funkcje wymuszenia (4.6) mozemy wyznaczyé predkosé belki,.
moment gnacy i silg tnaca ze wzoréw (2.8) i (2.10). Mozna to uczynié przez rozwi-
nigcie transformaty funkcji Greena W*, M*, T* w szereg Laurenta, a nastepnie
pomnoZenie tego szeregu przez szereg przedstawiajgcy funkeje P (p). Taka metode
zaproponowali W. FLUGGE i E. E. Zasac {7]. Moima teZ wyznaczyé funkcje Greena.
retransformujac W*, A7* 1 T*, a nastgpnie, korzystajac z catki Duhamela postaci

(4.12) Fu0=[f*(x =9 P (2 dr,

okreslié poszukiwane wielkodei. Tu /™ oznacza funkcje Greena danej wiclkosci.
Funkgje Greena dla prodkosei belki, momentu zginajacego i sily tngcej sa naste-

pujace:

{[~11 (x, )+ L (x, )] n (1 —|x[)+

+[_§_ V7 o=y 7D+, t)]f?(tﬂ/? !xE)},

£ =
W (x, 1) P

1
(@13) M¥(x I)=E {ls (6, ) =L (x, D] (= (X))~ L (x, ) 0t~/ y )},

1
T*(x, )= e {Us e, £)+Is (x, ) (1 — 1) —

Sl WGy T ) +Is s, D] 1= le)} :

Wprowadzone tu oznaczenia skracajace objasnione sa w Dodatku.

Do odwracania transformat (2.12) wykorzystano teorig funkcji zmiennej zespo-
lonej. Calki przeksztalcenia odwrotnego rozumiane w sensie wartofci gléwnej
Cauchy’ego otrzymano, dokonujgc catkowania po konturze Bromwicha-Wagnera.
Szezegdly dotyczace tej kwestii mozna znalezé w pracy [16]. Postaé funkeji M* {x, t)
podana zostala juz wezesniej przez M. GoLANDA, P. P. WICKERSHAMA i M. DENGLERA
[5]. Autorzy ci rozwazali uderzenie belki Timoshenki przez stalows kulke. Przyicli,
Ze uderzenie belki przez swobodnie spadajaca stalowa kulke ma charakter impulsu
typu delty Dirdca. Stad przedstawiony przez nich wzdr okreslajacy moment gnacy
pokrywa sig z podang tu funkcjg Greena M™, e te

W celu znalezienia rozwigzania w czasie 1>1¢,= ypif (por. 1ys. 2) wykorzys~

svp

tujemy zasadg superpozycji. Funkecig wymuszenia i predkoéci dla ¢ {, przedstawiamy
nastepijaco : _
P)=pa"™ 0,0 In ) —n(t—1)]+ 16V (0, 1y n{t—1,),

@14 WO, )=W0, 1) () -0t~ = WY ©, ) n(e—1,),
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gdzie o', W okreslone sa wzorami (4.5) i (4.6), natomiast (por. (3.18)) .-
(4.15) o= ¢, [Kot WY (0,0,

Nietrudno jest znalezé trdnsfmmaty Laplace a mieznane funkc31 WY, 0n (tAIP)
Jesh postiizyé §ig wzorem (2.11), dla ¥=0, do Ktérego podstawiamy transformaty
Laplacea funkql oznaczonych numerem (4.14). Tym' samym. okredlilimy trans-
for matq; Laplace a funkcii (4. 15) a zatém i (4.14);. Podstawiajac te ostatnia do wzo-
row (2 11) okreslamy {ransformaty Laplacea funkeji predkoscl, momentu’ zgina-
chego i sity tnqce] dla 1> £, Postac ich oraz retransformacje Czytélnik' znajdzie
W pracy [16] Ruch swobodny belki’ po odpadmecm preta okres]a 51@ rownieZ
wykomystujegc supe:rpozycj@ “Tak wugc 'pirgdkosc moment” gnqcy i §ile {ngca dla
tego ‘Tuchu znajdziemy  podstawidjac do “wzotéw (2.11) transformiaty’ Laplace’a
“nastepujacych funkgji:

(4 16) P(t) #JIH(O t) (1) r;r(t—l‘p)]‘l',uctv(() t)[fy(tﬁt,,) ﬂ(f“zL)] .

dla. przypadku pokazanego .Da, . Tys. 3a Qraz,

{4.17) P(t) ;m‘“(() z‘) lﬂ;r(t) r;r( —ZZ_E)]
Sr T 1

dla przypadku pokazanego na rys. 3b i 3c. Zaiozyhémy ti, 2e rozwazamy tylko

taki ~wariant. udeazema, dla ktérego. czas kon’fal{tu jest réwny podstawowemu okre-

sowi sprezystych drgan swobodnych i Wynom t,=2Lfcg.

Ponizej, na kopkretnym przykladzm ‘pokazemy,ze, czds kontaktu, t=2L]c,
mozliwy jest w kazdym z trzech przypadkow pokazanych. na 1y8. 3.

Rozpatrzymy pret o dlugoéei L=4 i 8 oraz kombinacje parametrow i, ¥, ¢, 4, .
wszystkich parametréw mogacych miec wplyw na- WEellcosc czasu- kontaktu. Wy-
niki zestawione sg w tablicy 1.

‘Jak wynika z tablicy 1, w przypadku T (rys. 3a) czas kontakin przy przy-
Jc;tych parametrach WYnosi zawsze tk—ZL/cs (t ;cst tutaj czasem oédmalywam@
plastycznego ryst 203). '

©Wprzypadku IT (rys. 3b) moze sie zd:u zy<, 76 prqt nie odpadnie od beikl w ‘crasie

2L/c dh hzemego i osmego zestawu paxametrow 1. gdy o :

Y
352<—r <376 dla L=4,

s

4,01 <«

Yo catt dia LS.
v, ST |

W pr zypadku i (rys 3(:) istnieje ‘mozliwosé odpaqucm paqta W cthh Ik—. :
==2L/c, jedynie dla p;a;[ego i dziesiatego zestawu parametrow, . gdy

Vo
- 3368<?<—7,47‘ dla L4,

b

Yo <1036 dia LS.
v Cdas=se

&

379«
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Piaty i dziesiaty zestaw parametrow odpowiadaja pretowi o duzym module wzmoc-
nienia (¢=0,2 lub E,=0,75 E,) czyli jest 10 pret wladciwodciami zblizony do spre-
zystego. Deformacje plastyczne takiego prefa 53 male (rys. 15).

5. ANALIZA WYNIKOW 1 WNIOSKI

Przedstawimy tu wykresy predkodei zginania, momentl gnacego i sity kontak~
towej (wykres sily kontaktowej jakofciowo odpowiada sile tnacej w przekroju
x=0%), jak réwniez zalezno$¢ dugosci uplastycznionego odcinka preta od stosunkn.
VolV,, zmiang $rednicy spowodowana odksztalceniami trwalymi oraz wykres mocy’
preta.

- Na wykresach predkodci (rys. 4-7) uwidoczniony jest wplyw takich statych,.
jak stosunek liniowych gestodci preta do belki y, stosunek kwadratu predkosci

(=3mft =20 =10
S |
-8 // l\"’l:"':_'_,:--;ﬁ-**’ e .
5 1 ] ’_,:’,—- : | —
/lyj/:};f/’,/ I ety
- - L

~04 ] I WS-
e —— W=t a2
- -
- V=8 )
-g2 - [ 0/5 q:qg
i i I o1
it 1% L e |
g 20 40 §0 20 T
Rys. 4
y ¥=40 y=3% y=256
Wity
il | )
T
-08 // T = ==Z1 1{ '.{ :
-6 e I B
1
:/
76:4 ] — P—
o/ Vs =4 y=3m/4
_p2 ﬁ#_;—_— Vo/Vs‘B% ce=10
q=06
11 | I
fo} % bitpitel |
a 20 40 60 a0 T
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e |
/ ]
i e
Rl e
a6 =
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»"///
/=4 F=412
o2 ——— /¥ =8 y=3m/a
i ! 1 I3 1 q=Q6‘
| | !
Tyl | 1% ol il I
7 20 40 60 8a T
Rys. 6
g=0 —pret sprezysty
wige [ g=0z2
-10 f
7 g=06 |
e e et et CE S
-a8 e :
%Tr ¥
_
-~
I |~
#aé' =
///
-
_q4
— %/l5=4 y=31
o ——— %/%=8 p=3mA
’ Ce=10
I { i
! ito b [
[ i) 40 50 80 T
Rys. 7
wio 5/,

<10
/J\’—-_F—_—_L\ 37.3'12
AN AN =10

-48
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=10 \\ [ S
’ u=28 —
-2 i :
! i
If I
|% 1k
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fali podiuinej do kwadratu predkosdei fali poplzecznej w belce 7, stosunek predkoder
fali sprqzys’(ej w belce do predkosei fali podiuznej w belce ¢y, paiameiru Zwiazanego-
z modulfem "wzmocnienia g (g=0 odpo‘wmda pretowl sprezystemuy, ¢= 1 pretowi
sprezysto-idealnié Pplastyczneniu,, 0<q<1 odpow:ada pl@*ow; sprezysto-plastycz-
nemu ze wzmocnieniem), czas kontaktu #;=2L/c, oraz stosunek’ predkosc uderzenia-
do predkodcei odpow1ada1ch granicy plastycznoéci Vo/V,=—na zmiang funkcji
predkoéei. Linia przerywang oznaczono prgt o granicy plasiycznodei dwukrotnie
nizszej od preta oznaczonego linig ciagla. Na rys. 8 widoczna jest predkos$é ruchw

| Mm.f)/’/o
16

Pret sprezysty p=3n/4

y=31
12 : cs=10 |
" T——rd
AN e YV fVs=8
=0

a8 »
//
,/ \ g=05
o4 i+
i
o 10 20 a0 40 50
t
Rys. 9
M(Xrt)/vﬂ
16
=10
i §=40
Cs""'!,a
" W NVg=4
Pret sprezysty ) _
% N ? -4
g4 , : —
SR _ \g=0
- | R N3=06
? 4 § -
‘ iy
ol
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swobodnego belki po-odpadnigeiv preta w. chwili 7,=40. Linig przetywana zazna-
czono na tym 1'3}5111’;1;11 predkosé belki w przypadky, gdyby cz.ésg kontaktu preta
z belka (parametr ;i'=.37z/4) byt dwukrotnie wiqkszyf: 0§6111ie mozna stwierdzié,
Ze istotny wplyw na ziiéng analizowanych funkeji maig: parametry g, Vo/V,, ¢, s
mnicjszy parametry y i ¢, jedli wziaé pod uwage oczywi §cie realny zakres zmian tych
parametréw. _ - L

Rysunki 9 i 10 przedstawiajg wykres momentu zginajacego w przekroju x=0Q
i x=1,5 oraz poréwnanie tych furkcji w przypadku, gdyby w belke uderzaly pret
sprezysty 1 spreZysto-plastycray. - o ‘

Rysunek 11 przedstawia wykres sily kontaktowej P (1) odnicsionej do predkodci
uderzenia ¥, jako funkeji czasu 7. Widzimy, Ze sita na styku belki i preta osiaga.
maksymalng warto$¢ w chwili uderzenia [warto$é maksymalnq okreflaja wzory
(4.7—4.11)}, a nastgpnie ‘maleje. Nagly wzrost w chwili uderzenia Jjest konsek-
wenejy zaloZenia idealnego styku. Jezeli uwzgledni¢ efekt lokalny typu Hertza

Pt} :
_—,:0 ,
R p=3mi .
-8 /__ — , .
| \/ r@ ‘ '
-5 : - S D B £

YA W=7 q-ap
I IV === G/=8 Gs=10
-0z T~
a
“Yp
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Y

w2t

L~
/L

/ / ij‘f/zz

impan

B
g=0
\

%% &0 44 38 42 46 50 &1 5& 62
Vo /Ve

Rys. 13

w miejscu uderzenia oraz nieréwnoéci powierzchni styku, to przebieg sily charakte-
ryzowalby si¢ szybkim ciaglym wazrostemr (zasygnalizowano to na rys. 2a), Taki
tez przebieg sily stykowej sugeruja dodwiadczenia.

Nieuwzglednienie efektu lokalnego w niniejszej pracy podyktowane bylo trud-
noéciami matematycznymi.

Rysunki 12 i 13 przedstawiaja dlugosé uplastycznionej czefei preta polnieskon-
czonego jako funkcji Vo/V, Zaleino§é te otrzymuje si¢ ze wzorn (3.15) przez
PrEYIOWNANe &per (Mlyey, = —&= —Vi/Cs €0 daje

* an
® @, 2qy, ] 1
V, 1+2q€s"‘§,1+q2“+1[(1—q)csa @n)!

= * 2u
L 2qy, 1
1-qQ —Q)csn§1*q2n+1[(1_q)csa] @yt

Z rysunku 12 widaé, Ze jeZeli gestosé liniowa preta jest réwna gestodci liniowej
belki, to uplastycznienie preta nastepuje przy predkosei uderzenia Vie=1,883 V.
Jezeli gesto§é preta wzrasta dwukrotnie w stosunku do gestoéci belki, to uplastycz-
mnienie preta wymaga wiekszej predko$ci uderzenia, Ve =2,766 ¥V, Gdyby pret
uderzal w sztywng belke, to Vi, =V,. Modul wzmocnienia, tkwiacy w parametrze

( _ 1”“Ew/Ep
9\1T 1 E,[E,
Z rys. 13 widaé, ze przy duzych modulach wzmocnienia (male ¢) diugoéé uplas-
tycznionej czesci preta jest duza. JednakZze warto$é deformacji trwalych w tym
przypadku jest mala, Widoczne to jest na rys. 15, przedstawiajacym zmiang §rednicy
preta jako funkeji odlegloéei y dla réinych parametréw wzmocniemia ¢. Rysunek
14 przedstawia te sama zaleznodé dla réznych gestosct u. Rysunek 16 przedstawia
‘wykres mocy preta sprezysto-plastycznego jako funkeji czasu dla réznych sto-

ki

) ma istotny wplyw na diugo$¢ uplastycznionego odcinka preta.
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sunkéw gestodci preta i belki y. Widoczne tu jest, Ze pret o niskiej granicy plastycz-
no$ci ma mniejsza moc w poczatkowym okresie kontaktu.. 7 czasem jednak moc ta
spada nieznacznie, a nawet warasta. Pole pod krzywymi przedstawia prace prze-
kazana belce przez pret w danej chwili. ' ‘

Z przeprowadzonych rozwazan wynikaja nasigpujgce wnioski:

1. Uplastycznienie sprqiysto—plastycznegb preta _uderzajaceg'o w spreZysta belke
nastapi przy predkosci uderzenia ¥V, o wiele wigkszej od predkodci uderzenia Vi,
przy ktérej pret uplastycznilby sig, pdyby uderzat w belke (ciato) sztywna:

i N
Vkr=(1+-5 e ]/y) V-

2. Istotny wpltyw na efekty zderzenia ma stosunek gestofci zderzanych obiektéw,
a nie tylko ich masy catkowite, jak to wynika z dyskretnej teorii uderzenia. Nie jest
wiec obojetne czy w belke, plyte itp. uderza pret stalowy, miedziany, aluminiowy
¢zy inny, mimo Ze masy wszystkich tych pretéw moga by jednakowe.

3. Najwigksze sily kontaktowe miedzy zderzajacymi si¢ ciatami powstaja, gdy
sztywno$é, gesto§é oraz granica plastycznofel ciata uderzajacego sa najwigksze.

4, Prety o wiekszych granicach plastycznosci (w szezegblnodei prety sprezyste)
maja wigksza moc w poczatkowym okresie kontaktu, jednak moc ta z czasem
zmmiejsza sie szybeiej niz moc pretéw sprezysto-plastycznych o niskich granicach
plastycznodci. :

DODATEK

a

U2 S it S e Sl S
Il:_._f;ﬁé__z_‘*dp, Izz_f ke
n P91 T .
(]
b

Lorup P2 Ui+ 03 f2 1 op Pa K3
Jo=— | - At - | =
3 ﬂfzcsBa oL dp, I anCsBd dp,
o a
U
2

_tre p L
I= ol Cs?(zﬂ3+ﬂ4)dp, A= . f
0 0 K

#y=c0s Bpy x ch (pt —Bg, x), i, =sin Bps xsh (pr—Bp, x),
pa=cos Bps x sh (pt—Bp, x),  pa=sin Bes x ch (pt—Bp, x),
K, =sin pt sh Be, x, #K,=cos ptchByp, x,

K3 =cos pf sh Bpg x,  Ka=sin pt ch By, x,

H i H
St =jcsB(pcorm ?3), Sz,:gcsB(epz P2 FHpes), ST ¢ By (90— P) s

Po= ]/m?, ("1:]/;;*;5, gb2=]/p (é—l—;}TQ,.
0s=VpE—pP2, 9a=VNppo—p*, &=V Nei+p".

Stale bezwymiarowe «, b, B, N objasnionc w wykazie wazniejszych oznaczef.
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Pezrome

BECKOHEYHASA VIIPYIAA BANKA THUMOWMEHKH W IIOTIRPEYNO VIAPEHBAMT

KOHEYHBIM VIIPVI® O-IITACTAYECKUM CTEP¥HEM

B pabore ofcyxnaerca mpobuema yaapa GecroneuHolt YOPYTroH Oaikd XQHEeYHBIM YOPYro-

TUTACTHYECKHM CTEPXHCM. AHANN3 BOMHOBAIX SNBNESHMH BEHETCH ONEPAACH HA BOHODOE YDABHE~
Hie THMOWEHKA B criyyae Gankuy ¥ Ha ypanfeRue OZHOMEPHBIX OPOXONBHEBIX BOAH B CAyuae
CTepPIKES,

B pabore onpenensitorca: Bpems KOHTAKTA crepxHA ¢ Gankoll, KONTAKTHAA C/Ta, CKOPOCTH.

wariba, mrEdaroumii MOMEHT H COBMIAIOMAS CHia B Oanxe, ¥aK TOWe IJIHHE ILTACTHYECKOTO
OTpeska CTCPIKHA, WIMEHCHWS JMAMETDA CTCPWHEA, BHI3BAHHOE OCTATOYHLIMH [edrOpMALHAMH,
MOUTHOCTE CTCPIKHA, 4 TAKKE BIHAHAEC DOCTOAHEEIX (OBPEACIAIONX QUIHICCKEE CBOUCTBA B
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FEOMETPAYCCKEE PASMEPHT CACTCMEL CTEPKeHb-0ATKA) Ha MIMEHCHHE BRIHICHEPETHCIEHHEIX hder-
“TOR COYHIApEHAS,

TIpoGrema pelmeHa TOYHBIM 06pazoM, HCTIONB3YH METO FKCIOHSHIMANBHOTO Ipeobpasoparms
PDypre, npeobpaszopapne Jlamoaca W MeTON XaPAKTEPUCTHK.

_SUMMARY

AN INF [NITE ELASTIC TIMOSHENK O-BEAM IMPACT TRANSVERSELY BY A FINITE
ELASTIC PLASTIC ROD ‘

The paper deals with a problein of impact of a finite elastic-plastic rod on the infinite clastic
beam. The wave equation for a Timoshenko beam and the equation describing one—d;mensmnal
| wave propagation in a rod are used for analysis of occuring wave phenomena In the paper there
are determined: the contact time of the rod and beam, the contact force, a rate of bending, the
bending moment and shear force in the particular sections of a ‘beam, the length of a plastic zone
of the rod, a change of diameter of the rod caused by the permanent deformations, the strength
of the rod, and the influence of constants (determining physical properties and geometncai de-
formations of the rod-beam system)} on the change of the mentioned above impact effects. ‘_
The problem was solved in a closed form by using the methods: expotennal Founer transform,
Laplace transform and method at characterlsttcs

:
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