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DUZE UGIECIA' KONSTRUKCJI OBCIAZONYCH DYNAMICZNIE
PRZEGLAD KRYTYCZNY STOSOWANYCH METOD '

TOMASZ WIERZBICK (WARSZAWA)

Praca stanowi probe klasyfikacii oraz krytycznej -oceny dostepriych w literaturze opracowan
na temat duzych ugige, plastycznych i Iepkoplastycznych konstrukeji poddanych obcigzeniom
dynamicznym. Omowiono cztery najbardziej rozpowszechnione metody przyblizonego rozwiazy-
wania zagadnien poczatkowo-brzegowych. Przeprowadzono dyskusje zalozed aproksymacyjnych
z punkta widzenia dokiadnosct i efektywnosei metod. Rozwazania zilustrowano przykladami dla
prostych konstrukeji belkowych, plytowych i powlokowych, )

1. Wstge

W _literaﬁn_ze ostatnich lat zaznacza sie staly wzrost zainteresowania zagadnie-
niami dynamiki cial i konstrukeji niesprezystych. Badania w tym kierunku, poza
elementami czysto poznawczymi, znajdujq‘m.in. ciekawe zastosowaﬁia w dwdch
waznych dziedzinach nurtujacych badaczy i praktykéw lat 60 i 70 w technice reékt_o—
rowej oraz przemysle samochodowym (zabezpieczanie pojazdéw przed zderzaniem).
Zagadnienia praktyczne prowadza na ogdl do formutowania zadah szezegélowych,
Obserwuje si¢ réwniez tendencje do opracowywania bardziej ogélnych metod rozwia-
zywania problemdéw, poprawnych dla szerokiej klasy konstrukeji i roznorodnych
warunkow obciazenia. Na szezegélna uwage zastuguja tutaj proby analitycznego
ujecia probleméw geometrycznie nieliniowych, co sig wiaze z wystgpowaniem w prak-
tyce skoriczonych ugieé konstrukeji. o : - ' ,

Z ‘wyjatkiem najprostszego przypadku belki plastycznej, gdzie udato si¢ uzyskaé
Scisle rozwigzanie, we wszystkich znanych pracach z omawianego zakresu WpTO~
wadza si¢ réZnego rodzaju aproksymacie badZ w sformutowaniu problemu mate-
matycznego, badz tez w jego rozwiazaniu. Czgsto autorzy dochodza do podobnego
rezultatu porornie mna réinyeh drogach w rzeczywistosci jednak wupraszczajace
zalozenia okazuja si¢ byé réwnowsazne tub niemal TéWnowa’ne. '

Niniejszy artykul jest préba klasyfikacji oraz krytycznej oceny znajdujacych sig
w dostepnej literaturze opracowan na temat duzych dynamicznych ugieé plastycznych
1 lepkoplastycznych konstrukcfi. Zamiast szezegGlowo referowaé poszezegdine opra-
cowania i ich wyniki, w artykule tym nacisk zostat polozony na przedyskutowanie
samego  sformufowania problemu. Omdéwione bedg te elementy, kitdre réznia
Jjedna metodg od drugiej lub tez wyréZniaja si¢ oryginalnodcia. Wreszcie, wykazane
beda trudnodei w uzyskaniu ‘wiaciwego Tozwiazania oraz metody ich przczwycie-
Zenia podawane przez réznych autordw. '
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Redagujac niniejszy artykul starano sig nadac mu taka forme, aby mdglt byé
czytany przez osoby interesujace si¢ problematyka konstrukeji plastycznych, natomiast
naszym celem nie bedzie zazndjomicnie ze specyfika zagadnien dynamicznych i bo-
gaty literaturg w tej dziedzinie. Bedzie to szkic rozwoin i poszukiwan nowych kon-
cepejt w rozwigzywaniu probleméw fizycznie i geometrycznie nieliniowych. Przedsta-
wione Tozwazania stang sie jednak bardziej wartosciowe i zrozumiale, jesli czytelnik
bedzie mégl dotrze¢ do szeregu cytowanych prac i, majge do dyspozycil niniejsze
krytyczne uwagi, sam dokona¢ oceny przydatnosei poszezegdlnych metod i rozwigzan.

Dufe zainteresowanie zagadnienjami dynamicznymi spowodowane zostalo
przez. znaczny postep, jaki dokonat si¢ ostatnio w statycznej analizie konstrukeji
plastycznych przy duzych ngigciach. Znaczenie tych badan polegato przede wszystkim
na uéwiadomieniu sobie, ze zakres powszechnie do tej pory stosowanej teorii zgig-
ciowej jest bardzo ograniczony i przy ugigeiach rz¢du grubodci Scianki konstrukcji
nastgpuje przejécie ze stanmu momentowego do membranowego, co daje znaczne
zwiekszenie wytrzymatosci konstrukeji [1, 2] W wyniku systematycznych badaf,
gléwnie DUSZEK, SAWCZUKA i JONESA, przeprowadzona zostala klasyfikacja réznych
uproszezeh w zwiazkach kinematycznych [3 i 4], podany zostal sposob uzyskiwania
yéwnah réwnowagi zgodnych z przyjetym stopniem aproksymacii dla zwigzkow
geometrycznych [5 i 6]. Najwiccej uwagi podwigeono teorii tzw. «umiarkowanie
duzych ugiet», gdzie wykazano koniecznoSé uwzglednienia geometrycznie nieli-
niowych wyrazéw w réwnaniach ruchu 1 zwigzkach kinematycznych [7]. W przy-
padku plyt o dowolnym ksztakcie odpowiednie grupy réwnan maja postaé nastg-
pujacq:

(1.1 _Aaﬂ=7(ua,ﬂ+uﬁ,z+w,mw,,g), Kapg =W, ug
O1az
(1'2) Naﬁ,m*]fpﬂ_m’:iﬁ‘:{): ‘.(Qa‘l'Nocﬁw,ﬂ),a'l'PaHm‘I’"_‘O! Qa=_ B, B>

gdzie M, i N, oznaczajg skladowe wektoréw momentéw i sil, odpowiadajace im
uogdlinione odksztafcenia oznaczone sg Preez. Kyp i Aqp. Skladowe wektordw cisnien
i przemieszezef w - kierunku stycznym -do- miezdeformowane; powierzchni plyty
oraz prostopadlymi do tej powierzchni oznaczone sg odpowiednio przez u,, p, 0Taz
w i ps. Przecinek ozndcza réZniczkowdnie wzgledem wspdhzednej X, (v=1,2)
w prostopadlym ukladzie wspéhrzednych lezacych na powierzchni srodkowe] plyty.
Réwniez w pracy [3] wykazano, ze postaé warunku plastycznosci F (Mg, Nog)=0
i stowarzyszonego prawa plynigcia w teorii umiarkowanie duzych ugie¢ moze byé
taka sama jak dla nieskoficzenie matych przemieszezen. ‘

Chociaz wspomniane powyZej badania nie wniosly w efekcie zadnych istotnych
modyfikacji w stosunku do znanych réwnan von Kéarména, opisujacych duZe ugigeia
plyt sprezystych, to jednak przyczynily si¢ do lepszego zrozumienia zalozen uprasz-
czyjacyeh, daly mozliwoéé formutowania konsystentnych réwnan dla dowolnych
powlok, a zatem stworzyly podstawy do opracowania ogélnych metod rozwiazy-
wania zagadnpien dynamicznych.
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2. ROZWIAZANIA DLA SCISLYCH 1 PRZVBLIZONYCH WARUNKOW PLASTYCZNOSCI

Rozwazmy na WStQplﬁ sztywno-plastyczng belke o dlugosei 27, dla ktdrej jeSt
dany jednorodny rozktad predkodci poczatkowej ¥,. Belka jest zamocowana, tzn.
Jjej kotice nie mogg si¢ przemieszczaé w zadnym kierunku, ani tez obracaé, Sciste
rozwigzanie tego problemu w ramach teorii zgigciowo-membranowej podane
zostalo przez SYMONDSA i MENTELA [6]. Poniewaz zagadpienie to do&¢ dobrze
charakteryzuje pewne typowe syluacje wystepujace w problemach duzych ugigé
plastycznych konstrukcji, najwainiejsze etapy rozwigzania oméwione zostang
dosé szezegdlowo. ‘
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-Rys. 1. Krzywa graniczna dia belid

W przypadku. prostokqtnego przekroju belki wykres warunky plastycznoscxr
zbudowany jest z dwoch Wycankow nastqpujaccej paraboli:
M)

, ' - ‘ - +._~.ﬁ=
@.1) i, F R

gdzie M,=0,25 o, bh*, N,=0bh oznaczdja calkowicie plastyczny moment i sile:
osiows, o, granicg plastycznosci materiatu, 4 b i & odpowiednio szeroko$é i grubosé
belki (rys. 1). Zgodnie ze stowarzyszonym prawem plyniecia stosunek predkosei
wydluzenia 4 do predkosci krzywizny # okreslony jest przez warunki .
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Ostatnia nieréwno$C wyraZa nastepujacy fakt. Jesli stan naprezenia bedzie okreslony
przez. wierzcholek krzywej granicznej N=+N,, to uogdlniony wektor predkodei
odksztalcefi mozZe przyja¢ dowolny kierunek migdzy normalnymi do dodatniej
1 ujemnej gatezi krzywej graniczaoej, :
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W przypadku obeigzenia impulsowego mamy pa=p;=01i odpowiednie Téwnanie
ruchu otrzyma¢ moina z ogdlnego ukladu réwnan (1.2) dla plyt prostokatnych.

W pracy [8] przyjeto ‘zaloZenie upraszezajace odnoénie sktadowej poziomej
wektora przemieszezenia 4 =i ==0." W Tonsekweneji z réwnania (1.3) otizymujemy
N'=0 czyh statosé sily ‘osiowe] ‘wzdhuz dlugosm belki. Pozostale réwnania 1uchu
redukuja si¢ w tym’ przypadktu do rownania

24 T c M'-'+Nw”+mw-¢0,

gdzie m jest masa belki na jednostkg dlugosci a «prim» oznacza rdzniczkowanie

wrzgledem zmiennej przestrzennej x. ' ' '
Ze wzgledu na nieciaglo§é wekfora normalnego do powierzchni plynigcia,
okre§lonej 1ownannm1 (2. 2) i (2.3), w ruchu belki moZna wyrézni¢ nastgpujace
fazy. W pierwszej fazie deformacje

Lett) | co T lastyczne zlokalizowane sa w stacjo-
—-———‘ % P y : a J_ \
L’i A4 e narnym przegubie plastycznym x =10

B To"(r) Wt i rtuchomym przegubie x={(2}/.
=V

ﬁi Z | — » Pole'\ predkofci posiada ksztaht tra-~
i - pezil, przy czym f§rodkowa czgSé
belki przemieszeza sig 7 predkoscia
poczatkowa V,, natomiast boczie
czgéei obracaja sig jako ciato sztywne (rys. 2). W chwili poczatkowej & (0)=0
spelnione s3’ zatem warunki poczatkowe dla jednorodnej statej predkosci Vi,
i zerowych przemieszczefi, PoniewaZ warunek plastycznodci spelniony jest jedynie
na koricach obracajacych sie czesci belki, przeto punkty podrednie nie odksztalcaja,
sie plastycznie. Czeéé frodkowa réwnie porusza si¢ jak cialo sztywne, chociaZ staty
moment 1 stala sita spelniaja warunek plastycznosci.
Z téwnafh kinematycznych i prawa plynigcia moZna otrzymad nastepujacy
WZOr ;.

Rys. 2. Trapezowe pole predkosdei dla belki

- ' 5 4NM, N
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dla N<N,. Powygszy wzor mowi, e jefli ugiccie §rodka & osiaga grubosc belki A,
to sila osiowa dazy do NN, a zatem moment gnacy na podstawie (2.1) dazy do zera.
Dla ¢>¢t*, gdzie 6 (t*)==h, belka jest jedynie rozciagana, przy czym N=N,, M=0.
Jest to druga faza ruchu, w ktérej belka staje sig plastyczng strung. Rzeczywiscie,
z réwnania ruchu (2.4) otrzymujemy teraz réwnanie falowe
Pw 1 Fw

@6 oxr @t
gdzie c=Ny/m=o,/p.

. Dia malej poczatkowej energii kinetycznej scharakteryzowanej przez parametr
A, 0<A<8

ml2 vy

2, =
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ugiecia nie przekraczaja grubodei- belki §/h<1 Maksymalne ugigcie §todka belki
&, otrzymaé moina rozwazijgc pole yredkodel z ruchomym a nastqpme sta0jo~
narnym przegubem plastycznym é 1. Wyn051 ono .

8 1 (Jf) A
28 | o w3\ T
Natomiast dla duzej emergii kinetycznej (1> 16) po osiagnigciu ugigeia réwnego-
grubosci w chwili #=1¢*, belka zamienia sic w sirune. Predko$é i przemieszczenie-
W momencie [={* wyznaczone z pierwszej fazy gietno-membranowej okre$laja
teraz warunki poczatkowe dla réwnania (2.6). Tak wigc w koficu oirzymuje sie:
nastgpujacy wzor na trwale ugiecie §rodka belki:

a1
2.9) = (i),

Warto wspomnie¢, Ze rozwigzanie tego samego problemu w ramach czysto zgie--
ciowe] teorii belek dane jest przez formule (2.8) przy zaniedbanin wyrazu w trzeciej:
potedze, czyli dyfhi=2A/a. _

Chociaz w omawianym przypadku zamocowanej belki uzyskano zamknigta.
posta¢ rozwigzania, to jednak uwzglednienie nieliniowego warunku plastycznosei
wymagato rozpatrzema kilkn faz ruchu oraz doéé pracochtonnych rachunkéw.,
ktére zostaly tu pommlcte W pracy JoNEsA :

9] uzyskano znaczne uproszezenie obli- o | M/,

czedl, zastgpujac paraboliczny Wwarunek
plastycznodci przez kwadrat wpisany Iub
opisany na wykresie odpowiadajacym
TZeczywistemu procesowi uplastycznienia
(rys. 1). W przypadku wpisanego kwa-
drate jego wymiary wynosza |M/M,!=
=[N/N,|=0,618. Nietrudno odgadnaé, 7e
mamy tu do czynienia z dolng lub gérnag
oceng wytrzymalo§ei przekroju  belki.
Otrzymane tq droga trwale ugiecia powinny
stanowié odpowiednio gdrne lub dolne osza-
cowanie na rzeczywiste wngigcle.

Zazpaczamy, Ze sa to jedynie rozwa-
Zania intuicyjne i nie dysponujemy do tej Rys. 3. Kwadratowy warunek plastycznosct
pory dowodem potwierdzajgcym ich pra- wpisany i opisany na paraboli
widlowo§¢. Jedli nawet tak jest, to powstaje _
pytanie, w jakim sensie rozwiazanie jednego problemu daje oszacowanie dla rozwia~
zania tego samego problemu przy innym wartunku plastycznosci. Czy wlasnoéé ta
dotyczy maksymalnych ugieé, czy $rednich ugieé i jak zdefiniowanych. Ten wazny
i ciekawy problem dynamiki cial plastycznych oczekuje dopiero na rozwiazanie.

Wracajgc do problemu belki, rozwazmy najpierw kwadratowy warunek plastycz-
nosci opisany na paraboli i stowarzyszone prawo plyniecia (rys. 3). Obraz deformacii.
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‘bedzie sie réinil od obserwowanego poprzednio. Pierwsza réznicg jest pojawienie
sie calkowite] wartodei sily osiowej N=N, natychmiast po rozpoczeciu ruchu.
Pole predkodci ma ksztalt trapezu i chociaz zmiany Krzywizny nastepuja w dalszym
.ciagu w przegubach plastycznych, to prawe plynigcia pozwala, aby odksztalcenia
osiowe i wystgpowaly wzdluz calych obracajgcych sig czeSei belki. RozwazZajgc
.«dwa etapy ruchn z ruchomym i stagjonarnym pizegubem plastycznym, otrzymuje
sie maksymalne ugiecie belki:

2.10 '5”—1[1/2; i 1]
@10 s |y 2]

Dla «wpisanego» warunku plastycznoéci nalezy zastapié 1 we wzorze (2.10) przez
A/0,618. Pordwnanie tozwiazania fcistego z «gdma» i «dolng» oceny oraz z wy-
kresem rozwigzania dla nieskonczenie malych ugigé przedstawiony jest na rys. 4.
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Rys. 4. Poréwnanie rozwigzania $cistego dla belki z «gorng» i «doInéw ocena

Procedura zastapienia nieliniowego warunku plastycznosei przez odpowiednia
wpisang lub opisang powierzchnie graniczng o prostszym ksztalcie, oméwiona na
przyktadzie belki, znalazta zastosowanie w konstrukcjach plytowych i powlokowych,
gdzie uplastycznienie nastepuje w ztozonym stanie naprezenia. Sposéb ten, powszech-
nie stosowany w statycznej analizie konstrukeji plastycznych, gdzie istnieja odpo-
wiednie twierdzenia o oszacowaniach, {ak dalece przyjal si¢ w problemych dyndmicz-
nych, e zagadnienic dokladno$ci rozwigzania przestalo budzi¢ watpliwosci. Na
0g6l odpowiednie rozwigzanie traktuje si¢ jako dokladne dla hipotetycznego ma-
terialn podlegajace takiemu lub innemu zlinearyzowanemu warunkowi plastycz-
noéci. Jak juz wspomniano w zagadnieniach dynamicznych sprawa, w jakim sensie hi-
potetyczny material aproksymuje material rzeczywisty, nie doczekala si¢ wyjasnienia,

W literaturze znale?¢ mozna niezbyt wielka liczbg analitycznych rozwigzan
probleméw duZych ugie¢ dla przyblizonych warunkéw plastycznoscei, gléwnie w pra-
cach Jonesa. Rozwigzania te dotycza jedynie konstrukcji osiowo-symetrycznych,
a wiec plyt pierdcieniowych [10], ptyt kotowych [11] i powlok cylindrycznych [13].
W pracach [11 i 12] rozwinigto konsekwentnie koncepcje aproksymacji warunku
plastycznodci dla belek, gdzie sity i momenty uplastyczniajace przekrdj byly od
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siebie niezaleZne i wykorzystane warunek plastycznosci tzw. «ograniczonego wspol-
dzialania» opisany nd wykresie warunku Treski (rys. 5). Podobmie jak w przy-
padku belki zamknigte rozwigzanie uzyskano dla prostokatnego i idealnego im-
pulsu cifnienia, rozpatrujae kolejno poszezegdlne fazy Tuchu.

nrg _ ned
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Rys. 5, Warunek plastycznosei «ograniczonego wspoldzialania» dla pivt

Rozwigzania probleméw osiowo-symetrycznych, nie wnoszac Zadnych nowych
koncepeji w stosunku do zagadnienia belki, otrzymane zostaly na drodze dosé
klopotliwych rachunkéw. Jednocze$nie niewielka zmiana w warunkach brzegowych
lub w sposobie obcigZenia prowadzi na ogél do zupelnie nowego problemu, ktéry
nierzadko siwarza powazne trudnofci analityczne. Poszukiwanie na tej drodze
tozwigzan problemdéw duzych ugigé konstrukcji nie majgcych osiowej symetrii
w ogdle nie wydaje si¢ mozliwe. Dlatego w szeregu prac z ostatnich paru lat podjete
zostaly préby opracowania przyblizonych metod znajdowania duzych ugieé cial
i konstrukeji; metody te odznaczaja sie prostota i duza dokladnoscia.

3. METODY PRZYBLIZONE DLA KINEMATYCZNIE DOPUSZCZALNYCH POL PREDKOSCI

Ze wzgledu na typ nieliniowoéci wystgpujacych w rownaniach w teorii cial
sztywno-plastycznych nie mozna bylo skorzystaé ze Scistych lub przyblizonych
metod matematycznej fizyki, dlatego wypracowane zostaly odrebne metody wyzna-

. czania rozwigzan przyblizonych. Polegaly one na wyodrebnieniu pewnych klas
funkeji, zwanych stanami statycznie i kinematycznie dopuszezalnymi. Funkcje te
nie spelnialy wszystkich rownan problemu, ale dawaly gérna lub dolna ocene na
wartoé¢ obciazefi, jakie przenie$¢ mogla konstrukecja. Pojecii stanéw statycznie
i kinematyczuie dopuszczalnych znalazly nastepnie zastosowanie przy dowodach
twierdzefi energetycznych dla dynamicznie obcigzonych konstrukeji przy nieskof-
czenie matych odkszialceniach [13, 14].

Jest rzecza naturalna, Ze te same proste metody starano sie wprowadzié przy
poszukiwaniu przyblizonych rozwigzafd rzagadpien dotyeczacych duZych ugied
konstrukceji. Jednakze definicje stanéw dopuszczalnych sq teraz nieco inne; zaréwno
w definicji kinematycznie dopuszezalnych predkosei ugied (i), Wi)e jak i statycznie



4172 ‘ TOMASZ WIERZBICKI -

dopuszezalnych naprqzen (M NS, P P2) Wystepuje konfiguracja ciala (i, w).
Fakt ten .utrudnia przeprowadzenie dowoddw. lub teZ uniemozliwia. efekiywae
korzystanic [15]. Tym nie mniej pojecie stanéw dopuszczalnych stanowi podstawe:
wigkszodci metod przyblizonych w dypamice konstrukcji plastycznych i lepko~
plastycznych przy duzych ugieciach. W tej sytuacji pozostaje jedynie kwestia wygody,
tzn. takiego doboru dopuszezalnej klasy funkcji, aby odpowiednic rachunki byly
najprostsze i maksymalne ugiecia obliczone byly ze stosunkowo najmniejszym nakia-
dem pracy. Wobec braku kr yter iow dokladnodci pordwnanie znanych metod przybli-
ponych dokonane zostanie z punktu widzenia wspommianego czynmka wygody
lub efektywnosci metody.

Préby Scislego wyznaczenia gériego oszacowania na ugiecia dla sprezystych
1 sztywno-plastycznych konstrukeji obcigzonych idealnym impulsem podane zosta--
na w dalszej czefei niniejszego opracowania,

Wzorujac si¢ nd pracach Sawczuka dla zagadniefl statycznych, Jomes zapro-
ponowal, aby przyblizone rozwigzanic poszukiwaé w klasie funkgji z rozdzielonymi
zmiennymi, gdzie ksztalt pola przemieszczen i predkodci przemieszczen jest staly
i taki sam, jak w odpowiednim rozwiazaniu zagadnienia statycznege dla nieskof~
czenie malych ugigt. Metoda ta opracowana zostala w [16] dla plyt o dowolnym
ksztalcie i uogdlniona nastepnie na przypadek powlok [17]. Jednakze nawet w takim.
sformulowaniu problem okazal sie zbyt trudny i wprowadzono dwa dalsze uprosz-
czenia, zaniedbujae skladowa pozioms wektora przemieszezenia i przyjmujac,
tak jak w teorii linii zalaméw, ze deformacje plastyczne lokalizujg si¢ wzdhiz
pewnej liczby prostoliniowych'linii przegubdw o dhugosci Lm. Wowezas z pray-
rOwnania wewngtrznej mocy dysypowanej otrzymuje si¢ dia przypadku plyt

(3.71)' f(p3—mw) wdSmZ I(N M)Omfﬂms '

m=1 [m

gdzie 8, jest wzgledng predkoseia obrotu w przegubie, Wyrazeme podca}kOW&
D=(Nw—-M) 0, mozna wyrazi¢ efekiywnic przez przemieszczenia, przyjmujac
odpowiednia forme warunku plasty- :
czno$ci. W omawianej metodzie PrZY- UL
blizonej réwnanie ruchu (1.4) spetnione 7/ “
. r - I
Jest w sposéb catkowy z waga w. Jed- I
nakze w dowolnym punkeie plyty nie | |
moZemy si¢ spodziewaé spelnienia réw- 54— — i b\ — S
|
|

nania dynamicznego réwnowagi. Réw-

niez warunki poczatkowe, jesli dane sa 4 e Zatoma

© w predkodciach, nie sa dokladnie spel- /2% A 4
nione przez przyblizone rozwiazanie. = =
Mime wyliczonych brakéw metoda Rys. 6 Z.amocowana plyta prostokatna

Jonesa daje zupelnie zadowalajace Te-
zultaty, co potwierdza przyklad plyty prostokatnej zamocowanej na brzegu (rys. 6).
W pracy [16] przyjeto ksztaks pola ugieé dla przypadku dynamicznego o iden-
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‘tycznej postaci co pole predkofci. zastosowane przez Wooba w statycznej anali-
zie podobnej plyty. Pole to Jest okreSlone przez nastgpujace wzory: obszar 1

Btg @—x'
G-2) 7 Bgd
-oraz obszar 2
. B—y
{3.3) weW .

Podstawiajac (3.2) i (3.3) do (3.1) i Wykorzystujécc paraboliczny ub kwadratowy
‘warunek plastycznofei dochodzi sig do nieliniowego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego na ugigcie §rodka plyty:

(3.4) =8,

gdzie wspblezynniki « i f zaleza od mechanicznych i geometrycznych parametréw
zagadnienia oraz od intensywnofei impulsu ci$nienia. Wyniki obliczef pokazane
sa na rys. 7. Linia ciggla oznacza wykres rozwigzania dla ndjprostszej teorii mo-
mentowej nie uwzgledniajacej sil
membranowych i nieliniowosci

W ow?

AlI/ulp) : Al
Doine geometryczne]. Rozwigzanie dla
oszacowanfe | parabolicznego warunku  plas-
=~""_| tycznoici reprezentowane jest li-
_ _,/_:,’:—--"6:___,,’ nia punktowo-kreskows, nato-
V== o e T Gdrrie miast «gdrne» i «dolme» oszaco-
s sl DSFACOWAE . . . .
- ﬁ" wanie dla tego rozwiazania przez
y 503 - | kwadrat wpisany i opisany (za-
' | znaczone sa 11111ac _przerywana).
.; I T
150 200 750 . Tréjkaty, kwadaljacskl i kéleczka
Mi/%)  oznaczajg punkty dodwiadczalne

dla plyt z aluminivm 6061-T6
o grubodciach odpowiednio H=
=0,244"", H=0,188"" i H= 0,122"", Plyty obcigzane byly réwnomiernie roztozonym
impulsem ci$nienia. Stosunek bokdéw plyty wynosit f=B/L=0,5931, Dobra zgodnosé
danych doswiadczalnych = wynikami przyblizonej teorii swiadezy o tym, ze ujmuje
ona zasadnicze efekty Wystgpujqce W . rzeczywistym proceme deformacji plyty.

W pracy [18] zaproponowano aby jako kinematycznie dopuszczalne pole
predkodei przemieszezen w problemie dynamicznym wzigé rzeczywiste pole pred-
kosei w rozwigzaniu podobnego problemu statycznego z sifg punktows P. Z za-
sady téwnosci wewugtrznej 1 zewnqtrzne; mocy dysypowanej w- problemie sta~
tycznym mamy

(3.5

Rys. 7. Przyblizone rqzwiqzania\dla plvty prostqkqtnej

P (%) 8% = f SKLEKL ave,

gdzw SKL Jest tensorem naprgzema Pioli-Kirchhoffa, a Ex; jest tensorem predkosei
odksztalcenia Greena, -
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Jak wiadomo, pole to zmienia si¢ W procesie deformacji i-ze wzrostem skalar-
nego parametru, ktéry moze byé -wartoScig ugiecia & w kierunku dzialania sity,
nastepuje stopniowe przgjicie ze.stanu czysto zgigciowego do stanu membrano-
wego. Dla statecznych konfiguracji -noénodé konstrukeji jest rosnacy funkcia pa-
rametry 6% Tak zdefiniowane pole statyczne identyfikujemy z rzeczywistym po-
lem w procesie dynamicznym przy impulsowym obcigzanin Zadajac, aby w kazdej
chwili 6* bylo rzeczywistym ugigciem §*==4 (f). Poniewaz funkcja (3.5) jest jedno-
rodna wzgledem predkodei, predkosé ugiccia mozuna okredlié niezaleinie, przyj-
mujgc, Ze jest réwna rzeczywiste) predkodei ugiecia 8% =4:

36 | E= j'df‘fS}LEKLdV

5

Postulujac réwnod§é calkowitych energii dysypowanych przez rzeczywiste poie
predkosci odksztateen Ey, i pole wynikajace z rozwiazania statycznego EY, otrzy-
mujemy

ty 5y

(3.7 &=fP@MmfP@ﬁ,
0

Znajqc krzywa sita-ugiccie P (6) w problemie statycznym i wykonujac catkowanie
dochodzimy do uwiklanego réwnania algebraicznego na trwale ugigeie konstrukcji
w procesie dynamicznym.
 Nalezy tu zaznaczy¢, ze w kazdej chwili moc dysypowana w procesie dynamicz-
nym i statycznym jest rdzna, a aproksymacja w omawianej metodzie polega na
zalozeniu, Ze calki wzgledem czasu (czyli warto$ci pracy) sa sobie réwne.

Przedstawiona metoda zastosowana zostala w pracy [18] do rozw;aczama kilku
problemdéw brzegowych dla plyt obcigzonych idealnym impulsem oraz uderzonych
pociskiem. Otrzymano dobra zgodno§é z doswiadczeniami [19] oraz z rozwigza-
niem uzyskanym na innej drodze [20].

Ogoélnie tzecz biorac nalezaloby sig tu spodziewaé wigkszej dok}adnosca niZ
w metodzie Jonesa, poniewaZ przyjete pole kinematyczne nie jest stale lecz zmienia
sie w procesie, dobrze charakteryzujac przejicie ze stanu momentowego do membra-
nowego w rzeczywistym problemie dynamicznym.
 Zaletq omawiancj metody jest prostota rachunkdw; co widaé ze wzoru (3.7);
podstawowq wada jest konieczno§é znajomosci Scislego rozwigzania odpowiedniego
problemu statveznego z silg skupiong. Takich rozwiazai niestety w literaturze jest
niewiele. Ponadto wzoru (3.7) nie mozna stosowaé w przypadku zaleznego od czasu
ci$nienia,

Pewnego rodzaju polaczenie cobu metod zaproponmowal miedawno KALISZKY
[21]. Praca ta zashuguje jednak ma krytyke nie dlatego, Ze formuiujac problem du-
zych odksztalcen stosuje si¢ miary odpowiednie dla infinitezymalnej teorii, ale
za brak konsekwencji w przyjmowaniu zatozed upraszczajacych. W zasadzie prac
wirtualnych autor wprowadza do pewnych wyrazow kinematyczne pole predkosei
z rozdzielonymi zmiennymi do innych wyrazoéw natomiast inne pole kinematyczne do-
puszezalne, odpowiadajace rozwigzaniu statycznemu przy duZych ugieciach, a wigc
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o zmiennym: ksztalcie. W efekeie interpretacja uzyskanej aproksymacji rozwigzan:
jest nicjasna. Z drugiej strony przedstawione przyklady liczbowe gwiadcza na ko-
rzy$¢ teorii. Stosowanie wspomnianej metody réwniez uzaleznione Jest od znajo-
mofci krzywej pokrytycznej dla podobnej konstrukeji pod dzialaniem sity punktowe;.

4. METODY PRZYBLIZONE WYKORZYSTUIACE DOPUSZCZALNE POLA NAPREZEN

W pracy [22] podane zostalo przyblizone rozwiazanie problemu duzych ugieé
lepkoplastycznej plyty kolowej zamocowanej na obwodzie z dariym jednorodnym
rozkladem predkoféci poczatkowej. Podobne zagadnienie dla swobodnie podpartej
plyty rozpatrywane bylo w pracy [23]. Zastosowana metoda aproksymacyjna.
uogolniona zostata na przypadek plyt i powlok plastycznych o dowolnym ksztalcie.
Przeprowadzajgc klasyfikacje omawianej metody nalezy uznaé, ze przyblizenie
polegalo tu na wprowadzeniu statycznie dopuszczalnego pola naprezen. Istotg
aproksymacji wyjasnimy na preykladzie réwnad dla duzych ugieé plyt lepkoplastycz-
nych. Za punkt wyjécia przyjmijmy réwnanie konstytutywne Hohenemsera i Pra-
gera dla materiatu sztywno-lepkoplastycznego z liniows funkcja relaksacji, W plas-
kim stanie napreZenia réwnania te przyjma postaé :

4.1 ; (‘ﬁ"’— 1) X YTk, =0 1,2
( ) Lap=7 & I/J_z“: ] 78, Egg=U, w, f=1,2,
" gdzie
1
4.2) J2 :? [36.24 Oup— G opsls Saﬂ=-3— {3amﬁ—ajj O]
Po odwréceniu rownan (4.1), wykorzystujac (4.2), (4.3) i {4.4), otrzymujemy
aﬂffi ]C . .
“3) . o Gaﬂ_kl/—J_ZZT(aaﬁ—EW Oug) -

Catkujac (4.3) w przedziale odpowiadajacym grubosci konstrukeji- przy. zatozeniu
hipotezy plaskich przekrojéw i prostych normalnych, otrzymujemy zwiazki ply-
nigoia dla sit i momentdw:

o 4k
(4.4) Mﬁﬁ*Muﬂ:T —“‘(IC“B-I-J'CW 05.,3) ,
(4.5) Nag—Ng= 4h (}van + Ay ‘Sa:ﬁ)
gdzie
4.6) M2, = f et zdz NS = f fe—t dz

' —h
Zauwazmy, Ze stan napreZenia, wystepujacy pod znakami calek (4.6), znajduje sig
zawsze na statycznej powierzchni plastycznodei. Oznacza to, Ze réwniez uogdl-
nione naprezenia spelniaé musza warunek plystycznoéei F (M5, Na)y=0,
Formufujge problem poczatkowo-brzegowy dla réwnath {44) i (4.5, moina
zastosowaC metode aproksymacyjna i zaloZzyé, aby stan «z kéleczkami» byt
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statycznie dopuszezalny, tzn. spefnial statyczn eréwnanie duzych ugieé plyt
uy=pa=0): o

(4.7) My (N W), o ks =0:
Rdwnanie dynamiceznej réwnowagi dla Scistego rozwiazania posiada natomiast postaé
@8 . — Mg, up -+ (Neg W, p), P = =0. 4

Mozna zauwazyé, e problem da sig sformulowaé calkowicie w wielkosciach w i W,
jedli utozsamiamy w Téwnaniach (4. 7) i (4 8): wh=w ;. Odejmujac stronami (4.7)
i (4.8) otrzymamy

(4.9) (Mg _Mags),aﬂ'_" [{(Nog —'Nfu) w, B], a (Ps'_Pg) =f‘l’11;1":

«co w polaczeniu z réwnaniami (4.4) i (4.5) pozwala catkowicie wyeliminowaé
naprezenia. ‘ '

a/R
a6 S
»" Teoria zgigciowa
N materiat
/- P szlypwno - plastyczry
a4 4 "y o
e Prifbki aluminiowe
B e ALEGBT-TE
s
7
e
azy- e Probke z migkkiej
Py silali AP85
)
i ! 1 H i ! ! |
a : oz - 04 o8 08 10

086 I°R/BLM,

Rys. 8. Ugiecie $rodka plyly kolowej jako funkcja impulsu dla prabek stalowych 1 aluminiowych

Nz przykiad dla wspomnianego problemu piyty kotowej otrzymuje si¢ naste-
pujace nielinfowe réwnanie tdZniczkowe czastkowe na ugu;cla plyty w(r):

{4.10) V4 aw+bp oW w w' =0.

Réwnanie to rozwiazane zostalo w sposdb przyblizony stosujge metodg ortogona-
lizacji Galerkina, Wyniki liczbowe przedstawione sg na rys. 8 (linia ciagla); dla
poréwnania linia przerywana pokazane jest klasyczne rozwigzanie Wanga dla
malych ugieé. Koleczka oznaczaja punkty dodwiadezalne dla plyt z migkkiej stali,
czyli wrazliwych na predkosé odksztalcenia (y=350), i dla plyt aluminiowych, czyli
niewrazliwych na predko$é odksztacenia (y—>co).

Zaletq omawianej metody jest mozliwosé Scislego spelniania warunkdw poczqtko-
wych dla predkosci i uwzglednienia leplkosci materialu. Powaznym jej niedostatkiem
Jest brak kryteriow oceny dokiadnodci. Chociaz w szczegdlnym przypadku plyt
poréwnania 7 do§wiadezeniem §wiadeza na korzyé¢ zastosowanej metody aproksy-
macji, to jednak wniosku tego nic moZna uogdinia¢ na inne konstrukcje i inne
typy obcigzefi. Ponadto same obliczenia w metodzie Galerkina sa do$¢ zmudne.



DUZE UGIECIA HONSTRUKCJII OBCIAZONYCH DYNAMICZNIE 417

5. OSZACOWANIA DUZYCH UGIEG SPREZ'.YSTYCH'.KONSTRUKCJI

Rozwazania przedstawione w tym rozdziale maja na celu zilustrowanie metod
energetyeznych w przypadku wystepowania Jjedynie niclinjowodci typu geometrycz-
nego. Punktem wyjdcia w dowodach stosowanych w geometrycznie linjowej teorii
sprezystofci sg wilasnodci- wypuldodci funkeji energii sprefystej W ey i energii
dopetniajacej £ (a;;). Wzorujac si¢ na wyprowadzeniu podanym w [24] dojdziemy
do zasady minimum energii potencialnej nogdlnionej na przypadek skoficzonych
deformagji. Stosowany bedzie opis Lagrange’a.

Wypuklos¢ funkcji energii sprezyste; wyraza si¢ przez nastepujaca nierdwnodé:

G.1) Wi(Ekr)— W(ES, )~ (Ex—E5,) S5, 20,

gdzie tensor odksztalcet Greena ma postaé

i
{5.2) EKL=E,‘(UK,L+ U x+Un x Un, 1),

Niech stan oznaczony litera s znajduje si¢ w statycznej réwnowadze. na powierzchni

{5.3) (SE+S5, Ug, =0 w PO
OTaz
(5.4) (SRS, UZ yON.=T% na A°,

gdzie N, oznacza skladowe jednostkowego wektora normalnego do niezdeformo-
wanej powierzchni ciafa. Catkujac nieréwnoéé (3.1), spelniong w kazdym punkcie
ciala sprezystego, po calej objetosci ¥° znajdziemy o

65 [ wEDdve- [ wg)ave - [ B8, avo+ [ ES, S3,avo20.
VD o T;l] VD

W teorii infinitezymalnych odksztaleen ostatnie dwie catli w wyrazenin {(5.5) zastg-
Pi¢ moina przez odpowiednie calki powierzchniowe. W teorii geometrycznic nie-
liniowej, dokonujac podobnych operacji transformacji, pojawia sie nowe wyrazy.
Wykorzystujac rownania (5.2), (5.3) i (5.4) mozna udowodnié nastepujace tozsamodei

1
(5.6 f S5, ey dVo= f T Ugddo = f S8 Us g [RUS, |~ Upg, ]V
ve A0 o
oraz
1
5.7 f S5, B8, Vo= f T§UdAC~ f S5, US, L US , ave.
Ve 4° A°

Po podstawieniu (5.6) i (5.7} do (5.5) zasada minimum energli potencjalnej, nogsl-
niona na duze odksztalcenia, przyimuje postaé

G8 [ WEdve- [rfUcdaos [ wEs)dave [ TEUSd4°+ R,
Rozprawy g:;iyunierskie — 14 o . -
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gdzie dodatkowy wyraz
5 re st s Sy apo
G9. R=_-2—_f SE (Upg - U, ) (U, 1~ U, ) AV°.
. R 4 _ 7

Wyraz ten uwzglednia zmiany geometri i ewentualng niestateczno§é konstrukeji.
Wyrazenie podcalkowe w (5.9) jest forma kwadratows; wspdlezynnikami formy
jest' tensor naprezenia Sy,. Wystarczajacym warinkiem, aby R bylo dodatnie,
jest dodatnio$é wyrazenia podcatkowego. Forma kwadratowd jest dodatnio okre-
§lona, jesli sktadowe tensora’ naprezenia spelniaja nieréwnofci: :

S s ’ .Sll 81 Ssl
(5.10) 8,,>0, U120 00 181, Spa S32020.
Sl?. Szz ’

Si:-) S23 SE|3

Jedli warunki (5.10) sa rzeczywidcic speinioﬁe, to dodatni wyraz w (5.8) mozna po-
minaé bez naruszenia znaku nieréwnosci. Zasada minimum energil potencjalnej
przyjmie wéwezas formalpie’ te sama posiaé, co W teotii infinitezymalnej:

(5.11) [ WEave— [ T3 UgdA> [ WEL)— [ TEUSdA".
vo A° vo 4° .

Formutujac problem oszacowan dla duzych dynamicznych odksztalcen konstrukeji
i ograniczajac sig do statecznych konfiguracji, MARTIN przyjat warunek statecznosci
w formie nieréwnodci (5.11), [25]. Warunek ten oznacza, Ze kazda skonczona
7miana przemieszezefi od konfiguracji réwnowagi powodowaé musi wzrost calko-
witej potencjalnej energii ukladu. Rozumujac W powyzszy sposob Martin uniknat
koniecznoéci badania znaku wyrazenia (5.9); zamiast tego zmuszony byl « priori
zdecydowaé, czy proces deformacii konstrukeji jest stateczny.

Jako ilustracje powyzszych Tozwazan wypiszmy zasade minimum energii potenc-
jalnej dia belki sprezystej -obcigzone] sila punktowg P* w zakresie umiarkowanie
duzych ugieé. Wychodzac z postulatu wypukiodci funkeji energii sprezystej

(5.12) WQ)—W(Q)—(g;—4) 2720,
gdzie skladowymi wektoréw uogdlnionych naprezen i odkszialeed sa @,=(M, N),

g;= (i, 1), i dokonujgc catkowania przez czeSet réwnah (1.1)—(1.5) przy zaloZeniu
Pa=uy,=0, otrzymujemy nastgpujaca postad zasady minimum energii potencjalnej:

1 i
(5.13) [ wigpdx—piwtz | W (g dx—P4w" + R,
. o 0
gdzie

, o
(5.14) - fz\r(W,,,ﬂmf,c)2 dx .
0




DUZE UGIECIA KONSTRUKCIL OBCIAZONYCH DYNAMICZNIE 419

Znak wyrazenia (5.14) zalezy do sposobu obgiazenia i warunkéw brzegowych -danej
konstrukcji. Na przyklad, sila osiowa N jest dodatnia w przypadku prostopadiego
obciaZenia belki, ale moze by¢ ujemna, jesli ta sima belka jest obcigzona hory-
zontalnie. Moma tatwo wykazaé, ze w przypadku : '
kotowo symetrycznych piyt i powlok __cylmdrycznych __ ph
wyraZenie R ma t¢ sama postaé, co w przypadku belki. 4
Martin w charakterzé przykiadu rozpatrzyl belke A
z danym sinusoidalnym rozkladem predkoéei poczat-
kowej. Belka posiadata moznoéé swobodnego obrotu
na blzegu, natomiast przemieszczenia jej koficéw byty
réwne zeru Proces deformacii belki jest stateczny, sita
osiowa jest dodatnia, na podstawie (5.14) R>01 ostatni’
wyraz w nierownosei (5.13) moze by¢ tu rzeczywidcie
pomini@ty. ._KTak_ Wige w tym k_.onlqr_f;‘_tnym przypadku Rys. 9. Interpretacia_graficzna
zasada minimuim energil potencjalnej i postulat statecz- energotycznego  oszacowania
no$ci konstrukeji prowadza do identycznej réwnodci.” _'ug@c spr@zy&tych konstrukqﬁ
Aby otrzymal gbrne oszacowanie na maksymalne' -
ugigcia belki w punkeie 4, Martin przeprowadzil nastgpujqce rozumowanie. Niech
wielkos$ci g, 1 w oznaczaja odksztatcenia i ugigeia. w rzeczywistym procesic dyna-
micznym, natomiast ¢ i w sa znanymi wielkosciami w pomocniczym procesie
statycznym, w ktorym {a sama belka obcigzona jest- sity skupiong dzm}ajch
w punkcie 4 (rys. 9). Wowezas z (5.13) otrzymujemy

[

. ) . 1 oL _
(5.15) PAw =)= [ W (g)dx—~ [ W(g)dx
0 . o )
Tub tez
_ p _ R [ _
(5.16) wzw, - esli [ Wg)dx> [ W(g)dx.
Q 0

Powyzsza nieréwnos¢ pozwala. uzyskaé gorne oszacowania ha poszukiwane prze-
mieszczenie, jesli znana jest catkowita energia sprezysta f W(qj) dx hab tez w1elkosc

wu;ksza od tej energii. W problemach. obcigzenia 1mpuISOWGgo g6rng ocena catko-
wilej energii sprezystej jest poczatkowa energia kinetyczna £, wprowadzona do ukfadu.
Jesli teraz wykreslimy krzywa sila-ugiecie w pomocmczym problemie statycznym,

to pole powierzchni pod ta krzywa reprezentuje catka f W (g dx). Warto§é ugiecia

w*, dla ktdrego calka ta réwna sie E,, stanowi poszukmanq gérng oceng maksy-
malnego ugiecia sprezystego w procesie dynamicznym (rys. 9).-
Poréwnanie uzyskanych tg droga oszacowat (kéfka i kwadraty) z dost@pnym
w literaturze dokladnym rozwigzaniem tego problemu (linia ciagla i przerywana)
przedstawione jest na rys. 10. W tym przypadku, dzicki doborowi rozkiadu poczat-
kowej predkosci belki w formie sinuscidy dokl:adnosc oszacowania jest bardzo
dobra.
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Przedstawiona metoda aproksymacji, zaproponowdna wezesnief w nieco innej forniie
dla przypadicu nieskonczenie malych ugieé [26], jest interesujqca, prosta 1 efekiywna.
W literaturze dotyczacej liniowych 1 mieli-
niowych drgafi sprgzystych konstrukeji jest

w zasadzie nie znana, zastuguje jednak na
znacznie szersze rozpowszechnienie, Znalezie-

20| /F{ nie oszacowafi na ugiecia wymaga tutaj zna-
/ jomoéci Soislego rozwigzania dla statycznic
H " obciazonej konstrukcji, a nie jedynie statycz-
nie dopuszezalnego pola naprezerl. Nie jest

’ ’
wme Swabodnie . . .
‘ N/ ,»5 podparta to problem trywialny. Czasamz celowe moze
- sie okazaé¢ poszukiwanie zaleznodci energii

Wi kT

2oMOCowWana

| L L sprezystej pochodrzacej od sity WYENACZONE]
o 1 T2 3 g/t z dodwiadozefh modelowych. W kazdym razie
Rys. 10, Poréwnania gérmsi oceny i roz- ~ jednak znalezienie kompletnego rozwigzania
wigzania écistego dla duzych ugie¢ spre-  Statycznego problemu duzych ugigé jest
Zystych belek znacznie latwiejsze niz rozwigzanie odpo-
' wiedniego problemu dynamicznego.
Metoda oszacowan dla nieliniowych konstrukeji spreZystych stata sie punktem
wyjécia do opracowania podobnych metod przyblizonych dla konstrukeji nie-
sprezystych. ' ‘

6. OSZACOWANIA DUZYCH UGIEC KONSTRUKCII NIESPREZYSTYCH

W niniejszym rozdziale przedstawione beda dwie metody znajdowania gérnych
oszacowah na trwale ugiecia sztywno-plastycznych konstrukeji obcigzonych idealnym
impulsem. Zakres stosowalnoéci obu metod ograniczony jest do umiarkowanie
duzych ugieé, tzn. zaklada sie malo§é odksztaleen, jednakze ugiecia sg na tyle duZe,
7e rdwnania dynamiki i zwiazki geometryczne zawierajg Wyrazy nieliniowe. Przepro-
wadzajac dowody odpowiednich twierdzeh oraz -podajac zastosowania, przyjaé
trzeba szereg dodatkowych zalozen i hipotez, kidre byly i sa krytykowane przez
wieln autoréw. Mimo iz sformufowanie twierdzes o oszacowaniack dla  duzych
ugieé jest dalekie jeszcze od doskonalosci, io jednak sidnowiq one plerwsze préby
okreslenia dokladnosci rozwiqzan przyblizonych i z tego punktu widzenia zastugujq
na dodé szczegdlowe omowienie. Znaczniemy od zreferowania koncepeji MARTINA
i PoNTERA [27]. ‘ :

Je§li rozwazaé bedziemy materialy, dla ktdrych istnieje zaleznoéé od drogi
obcigzenia oraz nieodwracalno$é odksztalcen, to twierdzenie wyprowadzone dla
konstrukeji sprezystych, np wzor (5.15), przestaja by¢ poprawne. ZaleznoC od drogi
implikuje nieistnienie funkcji energii sprezystej W (s;;) i energii depeiajace]j 2 (o75).
W pracy [26] Martin podat nastgpujaca nieréwnodé na ugiecia w procesie dynamicz-
nym dla niesprezystych konstrukcji, majaca zastosowanie w zakresie malych ugige:

GX)) : f S ds< f 3 (05)dV +E,
1 4

5
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gdzie £ (crf.i) oznacza energip dopelniajaca w elemencic ciala wyliczong dla drogi
w przestrzeni naprezen, kidra maksymalizuje Q (o}

5

O':.J.

(6.2) - Q2= [ ado,,
g

gdzie 2(o7)) obliczona jest dla dowolne; drogi. PowyZsze twierdzenie wyprowadzone
bylo przy zaloZeniu intuicyinym, Ze musi istnieé jedna lub kilka drég, ktére prowadza
do maksymalnej energii dopeiajacej. Spossb okredlenia maksymalnej wartosci
o] (afj) podaé mozna tatwo dla pewnych szczegdlnych przypadkdéw. MoiZna ‘wykazad,
ze nastepujace drogi maksymalizuja energie dopelniajaca:

1) jeshi wystepuje tylko jedna skladowa- wektora uogdlnionych naprgzen (np.
moment zginajacy w belee) i nie wystepuje zmiana znaku napreZenia;

2} jeSli koficowy stan naprezenia o7, osiagnaé mozna wzdiuz drogi odwracalnej
(tzn. «sprezystej»);

3) jesli materiat jest sprezysto-plastyczny z izotropowym Wzmocnieniem i obeig-
Zenie jest proporcjonalne. '

rzeprowadzenie fcistego dowodu nierdwnodei (6.1) dla matych ugigé oraz
uogolnienie metody oszacowan na duZe ugiecia moziiwe bylo dzigki podstawowej
pracy MARTINA i PonTERA [27]. Autorzy ci podali precyzyjng definicje deformacyjnej
teorii plastycznodei, ktéra pozwala traktowaé materiaty -plastyczne («zalezne
od drogi») w ramach koncepcji nieliniowych materiatéw sprezystych.

Dla materialéw niesprgzystych nie istnieje jednoznaczna zalezno&é pomiedzy
napreZeniami 1 odksztalceniami, Jezeli naprefenie zmienia sie od o,;=0 do Ty,
to odpowiadajacy stan odksztalcenia &, zaleZy od of; oraz od drogi obcigZenia.
Zaiéimy jednak, Ze historia naprezenia od ¢,,=0 do a}; ograniczona jest do takich
drdg obciazenia, dla ktérych energia dopelniajaca osiaga ekstremum. Wéwezas
otrzymuje sie jedno-jednoznaczng zalesnoéé odksztalcen od naprezen tak, jak w
deformacyjnej teorii plastycznodei. Ponadto w pracy [27} vdowodniono podsta-
wowa wlasno$é ekstremalnej pracy dopemiajacej, polegajaca na tym, Z¢ staje sie
ona potencjalem dla odkszialcen. Innymi stowy wykazano, Ze nieréwnosé {6.2)
(gdzie symbol 2 (07;) oznacza energie obliczong wzdhiz dowolnej drogi) jest wystar-
crajgcym warunkiem, aby

aQ
63) | 6=

5 -
i3

iy

Podobny wynik zachodzi dla funkcji energii W (2:). Rozwazajac drogi w przesirze-
ni odksztaleen od &;;=0 do &}, wyr6zni¢ mozna pewna klasg drog ekstremalizujacych
funkeje W (g;)): '

h
e, .
L]

(6.4) Weyswe)=[ ayde,.

0
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NapreZenie oblicza- sig’ teraz ze- wzoruw - -

e |
©.5) ob,=

b .
36” ai.i‘

Yatwo wykarzaé, e droga, ktéra maksymalizuje -Q‘("a;-j) minimalizuje jednoozes-
nie W (e;). '

Wreszcie mozna wykazaé whisnoéé wypukiodel funkeji Wie,) i & (c,). Na
przyk_}ad mamy y L .
(6.6) L W)W — el ol 20
Podobna nieréwnosé (5.12) otrzymahsmy dla’ materla}ow sprqzystych Wypuktodé
wspommnianych funkcji pozwala na wdowodnienie nowej wersji twierdzed o maksi-
mum calkowitej energii dopeiajacej i minimum calkowitej energii potencjainej

dla konstrukeji lub ciata z- «h1potetycznego» statecznego materiati spr@zystego
Otrzymuje sig

6n  [e@)d- [pudsz [QEpdV [ powas
Oraz ! " ’ ;
(6.8)' ) f W(eu)a’V f pouy dS> j W(eu)dV* f piti; dS.

Z powysszych nierdwnodci otrzymuje sie oszacowatie (6 1) hub tez. alternatywna
postaé [28] : : :

CUNEE fﬁf(zli—uf)dSéEk— f We)av,

fmmalme 1dentycznq z (5.15). Tak jak poprzednio dla materiatéw splgzystych
nieréwnosé (6.9) i (6.8) interpretowa¢ mozZna albo jako zasade minimum energit
potencjaluci dla matych ugigé, albo jako obrane kryierlum dla skoficzonych ugies,
jesli konfiguracgja _]est stateczna.

W tym miejscu pojawia sie pewna irudno$c. W przypadku mdteuaiow spr@-
zystych klycenum (5.15) ma sens fizyceny, gdyz odpowiada wymaganiu, aby w po-
loZeniu statecznej T6Wnowagi calkowita cnergia potencjalna by}a najnizsza. Dla
materialow plastycznych, zastepowanych w pracy [28] przez hipotetyczny materiat
sprezysty, energii W {g;;) nie mozna odzyskad, jest ona nieodwracalnie stracona
i zamienia si¢ na cieplo, Nazwa «catkowita energia potencjalna» [w odniesienin
do nieréwiosci (6.8)] jest czysto umowna i wprowadzona zostala przez formalne
podobiefistwow wzoréw (5.15) i (6.8). W rezultacie interpretacja nieréwnosci (6.8)
jako warunku statecznodci dla konstrukeji z materiatu niesprezystego jest zupelnie
niejasna. W tym miejscu tkwi zasadnicza slabos$é metody Martina i Pontera. '

Mimo braku absohitnej §cistodei teoria omawiana prowadzi do zadowalajacych
ocen ugigt w wielu waznych zagadnieniach praktycznych. Jako ilustracje rozwazmy
ten sam problem zamocowanej belki sztywno-plastycinej, omawianej wyczerpu-
jaco w p. 2. Aby zastosowaé (6.9) nalezy w pierwszym rzedzie znaleZé statyczna
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zaleznoéé sity punktowej P od ugiccia frodka. belki & w ramach deformacyjnej
teorii plastycznosci.

Droga, wzdhz ktdrej praca osiagga wartoéd mlmmalng W deformacy;nej teorii
plastycznosc, nie moZe Zawierad ani obciaZenia, ani neutralnego obcigzenia wzdiuz
powierzchni graniczne]. Stosujac zasade prostopadiodei calkowitego wektora odksztal-
cenia do powierzchni granicznej,- otizymuje si¢ nastgpujace rozwigzanie k:-

P 35)2 N P8\ s N
10 5 =lvg (}1 N 2 =h "ﬁ:"z(z) W
Wyniki obhczen i pordwnanie z innymi teoriami oraz punktaml doswmdcza]nyml
przedstawione jest na rys. 11, W poréwnaniu ze $cistlym rozwigzaniem jest to osza-
cowanie z nadmiarem zgodne z przewidywaniami.

‘

da/hh _ _
Oszacowanie dia matych ugled
gl Gdrne oszacowanie,
tegria deformacying Giirne asracowanie
feoria przyrosiowa
5 -

[s]

Funkty doswiadezaine

M ! Lo

i 2 40 67 W/ hi

Rys. 11. Oszacowania duzych ugiec. plastycznych belek

PrzejdZzmy z kolei do omdwienia drugiej koncepcji sformulowania zagadnienia
oszacowan, zaproponowanej w- {29]. Dowdd podstawowej -nierdwnoéel . przepro-
wadzony bedzie dla odrodka trojwymiarcwego, patomiast przykiad - dotyczyd
bedzie duzych ugiet plyt kolowych.

Rozwarmy dwa ideniyezne sztywno-p]astyczne cala w stanie meodkszta}cahym
Niech jedno cialo obciaZzone bedzie idealnym impulsem (sily powierzchniowe réwne.
sa zery, dany jest rozikdad predkosdci poczatkowyeh), drugie natomiast statycznym
ukladem sit dziatajacym na czefci‘powierzehni, Obliczmy catkowita moc napreZef
w problemie statycznym dla rzeczywistych predkosci w procesie dynamicznym.
Poniewaz powierzehnie zdeformowanych: cial s w obu przypadkach -na ogét
rézne, wspomniana moc zdefiniowana jest poprawnie w odniesieniu do poczatkowei,
niezdeformowanej konfiguracji. Stosowaé bedziemy zatem opis Lagrange’a.. Sta-
tyczny uklad S%,, US, 7% spelnia réwnania statycznej réwnowagi (5.3) i (5.4).
Nieralezny uklad wielko$ci kinematycznych oznaczmy przez Uy, Uy, Exg; -gdzie
pochodna wrzgledem czasu tensora odksztalcen Greena (5.2) wynosi

6.11) 2EKL;U.IK,.I..+UL,K.+ﬂM,K UM,LJr UM.K IjM,L .
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Wrykorzystujac (6.11), moc naprezens S5, na predkosciach odksztalcen Ey;, przeksz-.
takci¢ moZna do postaci

(6.12) [ 85 B dVo= [ (Sky+Stae Ur,u0 U, 1 dV°.
Vﬂ V!.l

Latwo zauwazyé, Ze sily okreSlone przez wyraZenie w nawiasie po prawej stronie
réwnania (6.12) nie sa w réwnowadze ze statycznym obcigzeniem Tj. Aby mdc
zastosowaé Téwnania {5.3) i (5.4), musimy dedac i odjaé wyraz S5, UF ;. Przeksztal-
cajac ofrzymane wyralenic za pomoca twierdzenia  Gaussa znajdziemy

6.13) [ SiEadve= [T5U.dS°+ [ %, Us,x WUy ) dve.
Vo 50 b

Jest to uogolnienie zasady mocy wirtualnych na przypadek duzych odksztalced.
W powyiszym wrzorze wielkodel statyezne i1 kinematyczne sa od siebie niezaleine.
Dodatkewy wyraz w (6.13) zeruje sig w nastepujacych przypadkach: 1) jesli gra-
dienty przemieszczed sg male Uy &0, Uy . ~0 (nieskoticzenie male odksztat-
cenia); 2) jedli pola przemieszezed w rozwiazaniu problemu statycznego i dynamicz~
nego 54 takie same Ug=U2; 3) jesli wielkosci statyczne i kinematyczie odpowia-
daja rozwigzanin tego samego problemu brzegowego, Wowezas (6.13) wyraia
rowno§¢ wewngtrznej 1 zewneirznej dysypacii:

(6.14) f Sep b, V0= f Ty Uy dS°.
'V'D SD

Nas interesuje jednak petny wzér (6.13). W przypadku obcigZenia impulsowego
sily powierzchniowe rdwne sq zery, Tx=0, natomiast réwnanie (6.14) musi by¢
uzupelnione przez sily bezwladnodci:

(6.15) [ Sp g dVo=— [ mUc Udve.
ve ve

Odejmujac stronami (6.13), catkujac wzgledem czasu w granicach [0, 7,] i wykorzys-
tujgc postolat statecznodei materiahu

(6.16) (Sx— S5V Eg 20,

otrzymujemy

6.17 B> [d [ TEURdSO4R,
o] 5¢

gdzie poczatkowa energia kinetyczna wynosi

(6.18) | E;=ffdf [ (~mUQUxav,

natomiast ’ i

Ty .
(6.19) R={ dt [ 85, Un,x(Uss, .~ Upy, AV
[s) 5°
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Niech statyczny. ukfad cbeigZen skiada si¢ z sily skupiomej. Dla geometrycznie
statecznych konfigurdcji sila ta jest rosmaca funkcja statycznych przemieszezeid
US lub tez pewnej normy przemieszezenia ¢°=[|Ugl. Podobnie norme przemiesz~
czenia dynamicznego oznaczamy przez Jd={ Ukl Wowezas (6.17) przepisaé moina.
w postaci

. 5
(6.20) Exz [ TE()dUAR.
. 4]

Jedli kierunki wektordw Ti i Uy sa takie same, to mo?nd méwi¢ o absolutnych
diugosdciach i nierdwnodé (6.20) moZna zastapié prrzez

R dr. -
(6.21) Exz [ ITE@do+R.
. o

Przy wyprowadzanin powyzszej nierédwnosei nie bylo do tej pory mowy, w jaki
sposob wielkosé & zalezy od wielkosci 8. Z kolei mozna zrobi¢ uzytek z dowolnosci
wyboru &° I statyezne ugigeie zwigzaé tak z ugieciem dynamicznym &, aby wyraz
R, zdefiniowany przez (6.19), byt nienjemny. Jedli taka zaleinoié uda sie uzyskad,
to R moina pomingé w (6.21) bez naruszenia kierunku nierdéwnofci i wzor na gorna
ocene ugied uprodci sig do postaci

: &f
(6.22) Ex< [ TR0, 8 =1(5).

Zasadnicza trudno$¢ w zastosowaniu przedstawionej metody do oszacowania
dynamiczirych ugieé konstrukgji polega nd okredlenin znaku wyrazenia R. Zgodnie
z (6.19) wielko¢ ta zalezy od rozwiazania problemu statycznego, a wige od Si,,
U,, . (przyjmuje sig, Ze wielko$ci te s3 znane) oraz od niewiadomego rozwigzania
- problemu dynamicznego, tj. od Uy, Uy W odréznieniu od geometrycznie nieli-
niowych zagadnieti spreZystych [wzory (5.9) 1 (5.14)] wyrazenie podcatkowe w
(6.19) nie jest formg kwadratows i nie mozna latwo podaé warunkdéw dodatniodei
tego wyraZzenia. Na przykiad dla belki nieliniowy wyraz R przyjmuje postaé

L

(6.23) R= f N (w  ~w)dx,
0

natomiast dla plyty kolowej

R
(6.24) R= f Nove(w  —wS)rdr,
o

gdzie N jest sita membranowg w kierunku radialuym. W pracy [29] wykazano
nieujemnoéé fankeji (6.24) dla problemu dynamicznege z jednorodnym vozkladem
predkodci poczatkowej i problemu statyeznego z sila punktows w érodku plvty.
Przyjety byt nastepujacy warunek normalizacji statycznego pola ugied:

w(r, 1)
w(r, £}

(6.25)

=1,
r=0
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czyli 6==4°. Poréwnanie uzyskanego ta droga oszacowania z przewidywaniami
iinych teorii ‘oraz wynikami doéwiadczen jest przedstawione na: rys. 12

" g ——t - - :
Oszacowanie y
Marting 7/
12 /’
/ C 7 oc.- _‘ﬁ‘_ . —2-516'
0 s *Tem, 7R ]
‘ /A . Rozwigzanie Wanga
8 £ :

: // Obecne
s  |oszacomante | ]
e e — %)
) 7 /
. 00 R
L d / Bomm ==~ =
- __,,_.-5‘1" \ Wyniki

7 et 8 _ . doswiadczen

2 5 —
s Rozwigzarie
&~ Jonesa

0 10 20 30 40

Rys. 12. Pordwnanie rozwiazania écislego 1 oszacowan dla maksymalnych ugieé plyty plastycznej

Tlodciowe rdéimice pomiedzy oszacowaniami obliczanymi na podstawie dwdch
T62nych teorii sg niewielkie i maja si¢ do siebie tak, jak odpowiednie rozwiazania
statyczne dla przyrostowej i deformacyjnej teorii plastycznosci. Jednakze potizebne
53 dalsze badania w tym kierunku, aby wyeliminowaé niektére dodatkowe zalo-
Zenia i niesci$todci w dotychczasowych dowodach. ‘

7. METODY WARIACYINE

W ciqgﬁ ostatnich para lat sformulowano caly szereg zasad ekstremalnych,
«charakteryzujgeych rézne zachowania sig ciat i konstrukeji w zakyesie plastycznym
w wynikn przylozonych obciazefi dynamicznych. Zasady te przedstawiaja duze
potencjalne mozliwosci wykorzystania w problemach praktycznych, jednak do t¢j
pory mnie znalazly jeszoze tylu zastosowah, na ile zastuguja. WigkszoS¢ znanych
twierdzen dotyczy infinitezymalnych odksztalcen, jednakie najnowsze badania
przyniosly uogodlnienie tych metod na skonczone deformacje. Na uwage zashugnje
‘tu praca LEE i N1 [30], w ktérej sformulowana zostala zasada wariacyjna i zasada
minimum dla skoficzonych wariacji pola przyspieszed.

Stosowany bedzie opis Lagrange’a. Oznaczmy przez Uy dopuszczalne pole
pizyspieszefi, spelniajace kinematyczne warunki brzegowe oraz warunki niecigg-
to$el. Niech dane beda w ciele siy masowe Fuy napreZenia Sk, predkoéei Uy,
przemieszezenia Uy oraz sily T, dziatajace na powierzehni S° Wielkosei Sy,
Ui, T spelniaé musza naprezeniowe warunki na brzegu ciala:

{71.1) Skr(Oprt+ UM,'L) NK =T
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Rzeczywisté pole przyspieszen i/, zawarte w klasie kinematycznie dopuszczalnych
POl Spehna dodatkowo rownama dynamwznej rownoWag1 '

'(7'-2) S [SKL@ML'F Ur, 1)}, K"“pﬂ (FM Use)=0.

Kmematyczrue dopuszczalne pole przyspleszen odkszta}cen EKL, wymkajqce 3 Ug
zdefiniowano za pomocq WZoru

(7 3) E;LZ_(U; L+ ﬁ:K"{' ij;:f.KUM,L-I- ﬁ:f,LUM,'K+2UM,KUM, L) .

Ronazmy Z kolel nast@pujacy funkcjonal:
{7.4)

T (U= f-po U2 ave+ fSKLEKLdV"M f Ty Uy SO f o Fa Uy dV0.
o © o ’ yo i

S

Postugujac sie wzorami (7.1)~(7.4) fatwo wykazaé stacjonarno§é funkcjonat (7.4), '
tzn. znikanie pierwszej wariacji d,..J=0. NaleZy jeszcze raz zaznaczyé, ze przy
obliczanin wariacji funkcjonahy J wielkodci Sy, T 1 Fy traktuje sie jako znane,
natomiast przyspieszenie moZe ulegaé skoficzonym zmianom. Sformulowana za-
sada stacjonarnosci moZe by¢ pomocna przy formutowaniu zagadnien matematycz-
nych, poniewaz réwnaniem Eulera dla funkcjonaln (7.4) jest rowmanie ruchu.
Mozna udowodnié silniejsze twierdzenie. Oznaczmy przez J* funkcjonal (7.4)
obliczony dla kinematycznie dopuszczalnego pola przyspieszen:

(7.5)

1 - o "
- f po Uiz dvo [ Sypkp dvo— f T U dSO = f po By U2 V.
Vo po yo

()
Sy

Obliczajac réznice funkcjonatéw J i J* otrzymujemy
1 o
(1.6) J-dr=—— f po (Uye— USY2 AP0,
e '

Ponicwaz calka po prawej stronie powyisze] rownodci jest dodatnio okreflona,
2z (7.6) wynika zasada absolutnego minimum: -

(17 : JE=J,

W ten sposéb wykazano, Ze rzeczywiste pole przyspieszed minimalizuje funkcjonat
{7.5). Udowodniona zasada moze by przydaina przy opracowaniu numerycznych
metod rozwiazywania problemdéw poczatkowo brzegowych. Brak jest do tej pory
studiom poréWnanzego,' pokariyjacego zalety stosowanid wiasnodei minimum
funkcjonaty w stosunku do metod réznic skoficzonych lub elementéw skoficzonych.
W szezegdlnych przypadkach, kiedy kinematyéznie dopuszézalne pola Up i Ug
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zawierajg rzeczywiste rozwigzanie, naprezenie we wzorze (7.5) moina wyliczyé ze
stowarzyszonego prawa plynigcia Sgp=a4D (ELy)/6Ezy 1 wykorzystaé wiasnosci
minimum furkcjonaly J* przy poszukiwanin rozwigzan analitycznych, Taki wlasnie
przypadek rozwazyt Lee i Ni jako ilustracje zaproponowanej metody. Przyjmujac
pole przyspieszefi dla zamocowanej belki z dokladnoscia do kilku swobodnych
parametrow lub funkeji i stosujge zasade minimum, otrzymano w pracy [30] $ciste
rozwigzanie tego problemu, uzyskane na innej drodze przez Jowrsa [9].

Taki przypadek traktowal nalezy jednak jako wyjatkowy, poniewas na ogot
nie znamy g priori §cistego rozwigzania lub teZ rozwigzanie to nie wyraza si¢ preez
elementarne funkcje. Dlatego tez, jeéli chodzi o technike analityczna rozwigzywania
problemdéw, zasada minimum sfo1mu10wa.na w podanej formje nie moZe mie¢
wigkszego zastosowania.

Omawiajac zastosowania metod wariacyjnych do zagadnien duzych, dynamicz-
nych ugie¢ konstrukeji odnotowaé nalezy jeszeze prace Tava i Mura [31]. Autorzy
ci zaproponowali uogdlnienie zasady stacjonarncéci Hamiltona na przypadek
ukladéw mniezachowawczych, jakim sq sztywno-plastyczne konstrukcje poddane
obcigZeniu impulsowemu,

Zasada Hamiltona glosi, 2e rzeczywisty ruch zapewnia funkcjonalowi J stacjo-
narno$¢ ze wzgledu na wszystkie mozliwe wariacje pola przemieszczen, spelniajace
dane warunki na poczatku i koficu ruchu. Funkcjonat J ma postaé

(7.8) J= f 1 (T— U dt,

gdzie T i U oznaczaja odpowiednio catkowita energic kinetyczna i potencjalng
ciala. Dla uktadéw niekonserwatywnych postuluje sie w [31] wiasnoéé stacjonar-
nosci w sensie znikania pierwszej wariacii,

(1.9) 81, =0,

zmodyfikowanego funkcjonalu J,, w ktérym wystepuje dodatkowo funkcja pracy
plastycznej E:

Ty
(7.10) J = f (T—U—E)dt.

Ty

Wiasno$¢ (7.9) dla funkcjonatu J,, podana zostala bez dowodu w postaci postulatu.
Autorzy nie ustosunkowali sig do zasadniczej trudnoéci w opisie cial plastycznych
polegajacej na tym, #e dobrze zdefiniowana wielkodcia jest nie praca plastyczna,
lecz moc D=F, Jedynie w szezegllnym przypadku pdl predkosci o stalym ksztalcie
w trakcie calego procesu deformacii, catkujac moe wzglgdem czasu, moZna w prosty
sposéb obliczyé prace. Dlatego tez podajge zastosowania proponowane] metody
Taya i Mura ograniczyli si¢ do rozwigzafi dla belek i plyt = rozdzielonymi zmien-
nymi. W tym miejscu mozna znalezé punkt stycznoci z przyblizonymi metodami -
KALISZKY'EGO [21} i Jongsa [16], gdzie rdwnie? vrzyjmuje sie rozdzielenie zmiennych.
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Na przykiad dla belki wspornikowej ze stacjonarnym przegubem plastycznym,
funkcjonat (7,10} przyimuje postaé

Ir tr
1
(1.11)  w=6 f dt f (—2—mw2+pw) ds = f d f Mo do,

gdzie # jest katem obrotu w przegubie. Zaklada sie liniowy rozklad pola pred-
kogei;

(112 | W=wo(1—%)

oraz przyjimuje sie funkcje amplitudy zawierajace dwa swobodne parametry
1
'{7.13) WDE-E_CI (t—tf)z‘l‘Cz-

Funkeja ta toZzsamosciowo spelnia warunck dla konca ruchu w, (¢,)=0. Z wa-~
runkdw poczatkowych w (0j=0, w (0=, otrzymujemy natomiast
Vo Cy

(7.14) tp= ——— C7_=_—2—l‘;.

Stata C; oblicza sie z warunku stacjonarnodci funkcjonalu 8J/3C, =0,

Naszkicowana powyzej metoda rozwigzania moze byé stosowana dla innych
konstrukeji rowniez w zagadnieniach duzych ugies. Zasadniczym jej brakiem jest
korzystanie bez dowodu z uogdhnicnej zasady Hamiltona. Ponadto wiasnosé
stacjonarnofci, W przeciwiefistwic do wlasnofei minimum, nie daje mozliwosci
rozstrzygnigcia, kidre z dwdch rozwiazan przyblizonych jest dokladniejsze. W oma-
wianym przypadku dokladno$é zalezeé bedzie zaréwno od wyboru przesirzennego
pola predkosci (7.12) jak tez od przyjecia odpowiedniej liczby wyrazéw w szeregu
na amplitude,

Mimo przedstawionych uwag krytycznych zapropenowana w [31] metoda
wariacyjna jest inferesujaca i zaslugnje na uwage, ponlewa? stapowi probe oparcia
przyblizonych metod Kaliszky’ego [21] i Jonesa [16] na $cislejszych podstawach
teoretycznych.

8. UWAGI KONCOWE

W przedstawionej pracy dokonany zostal krotki przeglad znanych w literaturze
metod przyblizonego rozwigzania dynamicznych problemdw plasiycznoéel w zakre-
sie skoficzonych odkszialcen. Metody te charakieryzuja sie réZnym  stopniem
zlozonodct oraz precyzji w przyjmowaniu zalozen i wyciqganiv wnioskéw. W czeei
omawianych metod wykorzystywane bylo w pewien sposdb pojecie stanu sta-
tycznie dopuszezalnego (w zagadnieniach oszacowah wystepuje $ciste rozwigzanie
problemu statycznego, kidre jest zarazem rozwiazaniem statycznie dopuszezalnym).
Znalezienie maksymalnych trwaltych ugie¢ w procesie dynamicznym sprowadzone
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zostalo wigc do rozwigzania odpowiedniego problemu statycznego. Wkiad pracy
Przy takim sformutowanin bedzie oczywifcie znacznie mniejszy jednaksze stoso-
walno§¢ omawianego podejécia ograniczona jest do przypadkéw, dla ktérych sta-
tyczne rozwiazanie problemu duzych ugigé jest znane. Z kolei uproszezone metody
wykorzystujace pojecie stanéw kinematycznic dopuszezalnych wolne sg od - tef
nicdogodnodei, jednakze wymagaja bardzigj pracowitych - obliczen., :

Nie sposdb jest wskazaé na jedna najbardziej przydatng i uniwersalng metodg.
¥azda z nich wnosi pewne oryginalne elementy do analizy teoretycznej i stosuje
si¢ do nieco odmiennych przypadkéw (np. do plyt kolowo-symetrycznych Iub
prostokatnych, do materialdw sztywno-plastyczaych Iub sztywno-lepkoplastyez-
nych). Analizujac przykiady liczbowe podane przez réinych dutordw dla zilustro-
wania. proponowanych przez nich metod, stwierdzi¢ nalezy dobra lub tei bardzo
dobrg zgodnoéé z nielicznymi «cistymi» rozwiazaniami bad? tez wynikami dodwiad-
czen. Nalezy by¢ jednak ostroZnym przy uogdinianin powyzszych wnioskéw na inne
konstrukeje lub nawet na inne warunki obeigzenia Iub podparcia dla tej samej
konstiukcji.

Najwazniejsza Wadac wszysikrch pmponowanych metod Jest brak moztiwosci
oceny dokladnofci uzyskanych wymkow Préby $cislego wypr owadzenia gormej
oceny na ugiecia, omdwione krytyczmc, w p. 6, nie zostaly uwiefczone do tej POTY
pelnym powodzeniem. Ponadto zadna z przedstawionych metod nie pozwala na
dowolne zwigkszanie dokfadnosci przyblizonego rozwiazania, np przez przyjecie
wiglszej iloSci wyrazéw lub wolnych para,metrow

Nie podwazajac zaufania do uiytecznosci omowwnych teorii 1 kierujac sig
wzgledami wygody przy dokonywanin wyboru ktdrejkolwiek z nich, nalezy jedno-
czefnie zdawad sob;e Sprawe z natury uproszezen | odpowiednio traktowad przybli-
zone wyniki.

Nalezy sadzié, ze dokontjacy si¢ szybki postep w badaniach nad dynamika
konstrukeji plastycznych przyniesic w niedtugim czasie rozstrzygniecie wielu
spornych kwestii i doprowadzi do opracowania zadowalajgcej metody analitycznej
analizy duzych ugieé konstrukcji.
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PezromMe

BOJIBIIME TIPOIWELT KOHCTPY KU HATPYKEHHBIX JTUHAMITYECKH
KPUTHUECKOE OBOIPEHUWE CYBECTBYIOIMX METOIOB

PaSota cocrasmser NOOBITEY ¥naccEpmrKam w KDHTHIECR0M OncHKE AOCTYBHEIX B JMTepa-
TYPe paspaboTOr HA TeMy GojsHmy IporuGoR WIACTRYECKTX & BASKONMIACTEYSCKIEX KOHCTPYKiIuH,
TONBEPTHYTHY  IMHAMHYCCIHM HATPy3RaM, OB6cyinenm HCTHIDE HambBomee PacupOCTpANEHHEIX
METONA BprGamKeHnoTO PEUICHIS HAY B0~ pAa AU HBIX saxay. poseneno obcysaenme ANEPOKCH-
MATHOUBEIX TPeAHoNoKens ¢ TOYKE 3PEHMA TOYHOCTH M sthdexTurEocTH METOA0B. Paccywnenm g
HILTFOCT PHPOBAHE] IIpUMeEpaMu I8 NpocTeX Oan0YHLLX, IHATONHMX B 080/I09e R b kOHcﬁprlcuHi‘i.

SUMMARY

LARGE DEFLECTIONS OF DYNAMICALLY LOABED STRUCTURES
A CRITICAL REVIEW OF EXISTING METHODS

An attempt is made ta classify and critically evaluate the existing literature on large deflections
-of plastic and viscoplastic structures subjected to dynamic loading. Four mast widely used appro-

discussion of simplifying assumptions is made with an emphasis on efficiency and accuracy of a
given techrique. As an illustration examplary problems are solved for sitnple structures including

bearns, circelar plates and cylindrical shells.

POLSKA AKADEMIA NAUK
ANSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBIEMOW TECHMIKE

Praca zostala zlozong w Redakcji dnia 6 wrzesnia 1975 p,






