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NUMERYCZNA ANAEIZA ZGINANIA ZY.OZONEJ PEYTY O ZMIENNEI
SZTYWNOSCI

. EDWARD WALICKI, ANDRZEITOPOLINSKI (BYDGOSZCTZ)

W pracy przedstawione numeryczna analize zginania plyty o zmiennej sztywnosci zhozonej
z elementéw prostokatnych, Do rozwazan numerycznych uzyto prostych schematéw réznicowych.
Otrzymane rownania rdZnicowe rozwigzano przy uzycin metody iHeracyjnej. RozwaZono plyty
© brzegach swobodnie podpartych, utwierdzonych oraz plyty o mieszanych warunkach brzegowych.
Wyniki obliczen przedstawiono w postaci wykresoéw ugieé plyty i wykresdw momentow.

WsTEP

“Sciste rozwiazania analityczne plyt o zloZonych ksztaltach na gruncie teorii
sprezystofei jest bardzo trudne, szezegdlnie jesli chodzi o rozklad naprezefi i odksztal-
cen w calym obszarze plyty [9 i 10].

Dobre wyniki w takich przypadkach daje zastosowanie metody réznic skoni-
ezonych [l -5]. Zalety tej nieskomplikowanej w praktyce ingynierskiej metody
rosng przy zastosowaniu elektronicznej techniki obliczeniowej [7 i 8]. Dokladnosci
rozwigzafi uwarunkowane sj jednakZe pojemnofcia pamigei zastosowanych kom- -
puteréw. W -przypadku plyt o symetrycznych ksztaltach, mozna prowadzié obli-
czenia jedynie dla czefei plyty wydzielonej osiami symetrii, Ma to niebagatelne
znaczenie, poniewaz mozliwe jest zastosowanie maszyn cyfrowych z niewielkimi
pojemnosciami pamigei, nie umniejszajace przy tym dokladnoéei obliczen [6].

W niniejszej pracy dokonano préby numerycznego przebadania prostokatnej
plyty o zmiennej sztywnofci przy réznych warunkach brzegowych.

1. ROWNANIA PODSTAWOWE., WARUNKI BRZEGOWE

Rozpatrujemy plyty pokazane na rys. 1. Tak obrémy ich ksztalt jlest' uogdlnie-
niem pewnego ksztaltu symetrycznych wzgledem dwoch centralnych osi plyt zlo-
zonych z prostokgtow.

Réwnanie réwnowagi dla cienkich pht o zmlennej sztywnoscx ma postac

2D d*w D &w "D 82w) ;
dxdy dxdy ax* ay:  ayr ax*) PO

(1.1) Vv*(DV? w)+(l-v)(2.

gdzie D oznacza sztywno$¢ plytowa, w ugigeie oraz po=p, (¥, ) obcigZenie ze-
" wnetrzne,
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Réwnanie (1.1) mo#na przedstawi¢ w postaci réwnowaznej (dogodniejszej do
obliczen numerycznych) dwéch réwnani drugiego rzedu:
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2. R_éWNANIA RéZNlcow_E_ PQV__V_IBRZCH_N[ UG!E.QIA

Podzielmy obszar plyt prostymi réwnoleglymi do 0si wspoirz@dnych przy czym
)odiegloéé migdzy IOWnolcglyml w obu kierunkach Jest stata i wynosi h (rys. 2),
Wspétrzedne x, y dadza sig wobec tego plzedstawm w postac1 _

xmxg (=D A,
Y=po+(=1h, #,j=123,.

Punkty przemf;c]a sig prostych bedziemy nazywaé qulami Krok siatkd A do-
bierzemy tak, aby wezly znalazly si¢ na brzegach plyty. Wezly takie nazywac bg—
dziemy brzegowymi. : :
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© Zastgpujac pochodne z ukladu (1.2) ilorazami réZnicowymi

(‘921") Wi 341 =2Wy, 54 Wi j-y :
_ I ——— e
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otrzymujemy nastepujacy uklad réwnaf réznicowych:
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. . <[24Wi 41, 141 = QAT CY Wy jo i — QA+ B wy g 4+

+2{A+B+C) Wi g Bw_q,;—Cwy ;. 1)]}.

) ) el
“\axay ni T\ ax? 0y YA

3. ROZWIAZANIE ROWNAN ROZNICOWYCH

gdzie

Roéwnania réznicowe (2.1) i (2.2) rozwiaZemy tzw. jawna metoda iteracyjng,
polegajaca na’ obliczeniu poszukiwanych wartoSei w oraz M z wezla na wezel
przy uzyciu wartofci kolejno wyliczanych. W pierwszej iteracji wykorzystano .
zalozone wartosci mozliwie bliskie przewidywanych.

W przypadku plyty o brzegach swobodnych funkcje w i M sg stale na brzegach
i nie wymagajg poprawienia, Inaczej wyglgda ten problem dla plyty o brzegach
utwierdzonych. W tym przypadku ugigcie jest stale (1.5), lecz w trakcie procesu
iteracyjnego M musi by¢ przyblizone, Dokonano tego Z4 POmocy przedstaw:onego
nizej postgpowania. :

Rozwazmy wartosei M w otoczeniu punktu O lezqcego na brzegu rozpatrywa—
nego obszaru (rys. 3). Rozwijajac M w sz.ereg Ta.ylora wzglgdem zmicnnej y w oto-

czeniu punktu O dostajemy
h? (Baw)
31 \an? [ 77

- _ h(aw) +'h2 (Bzw) N
( . ) . WZ:WO“%“. 3’1 o 2! anz‘ o
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7 réwnania (1.3} otrzymujemy

| () =20 -153)
G2 Va2 l, \bls \os2 [y

Rézniczkujac koleino (3.2) znaidziemy
af? o 81’& D o BS Bi’? 0’
a]’l [¢] an D 0 aS 3’2 0
a3t 1 l@nz D |0 l I\ D L..

(3.3)

&k w
Uwzgledniajac (3.3) oraz ( 3.9") =0, szereg (3.1) moZemy napisaé w postaci
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Réwnanie (3.4) z uwzglednieniem (3.6) mozna napisaé w postaci

3.7 - (M) il (M) N [V2(£M_)1 s
' Y=\ D), 6 \p /), 24 b1,
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' dw ) L
Biorge pod uwage, Ze —| =|——7=—1=0 i pomijajac male wyiszego rzedu
X ast [y \ds"an*T .

‘wzgledem kroku siatki, mozna przyjaé, Ze

[# (3], e
(3.8} v E'OME_[V M.

Réwnanie (1.2) na brzegn w punkcie O (rys. 3) przybierze postaé:

*D (M
62 =0 |5 (E)L"”“'

Uwzgledniajac (3.9) oraz (3.8) w (3.7) otrzymujemy
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Z powyiszego dostajemy

(M _ D, D I
{3.11) TDM)O = _ e Kof]— v) ——

- B 3
gdzie

X _(azp)
- Ho T 357 0-

W celu untkniecia nieustalonych oseylacii funlecji M, nie zastosujemy w oblicze-
niach bezposrednio wzoru (3.11), lecz kombinacje liniowa z wartodcia wyznaczong -
w poprzednim cyklu

(M (M)(n— 13 1 (M {n) (M)(nﬁl)]

. ——— —_f— _}_ — N —_ R

(3.12) D)o D/, Z[D)O D/,

gdzie (M/D)?~" oznacza poprzednia warto$¢ brzegows, (M/DY, nowsa wartosé

brzegowa (3.11) oraz (M/D), warto$¢ brzegowa wprowadzong do nowego cyklu
iteracyjnego.

Wzér (3.12) dla n-tej iteracji cyklu iteracyjnego przyjmie postac

hl M () 24w(n)
) Do [3130_ +4 (—5) + __h.z.&_]
(313) M, =— M(n—l)_ 0 0 3
1] 2 o h? K, (1 *V) .

D,
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4, PRZYKEAD LICZBOWY

Do obliczen przyjeto plyte przedstawiong na rys. 4. Grubod plyt zmienia si¢
Wg WZOTu

_ 2(x*+y%)
H= Ho - »
€L
obcigZenie zewnetrzne
x4y
p=pot—
b2

Przyjeto nastgpujace wartosel liczbowe:
a=2{m], po=2[T/m?*], Ho=01[m], v=03,
E=21.107[T/m?],. h=0,1[m], c¢,=1000[m}, c,=1000[m*T].
Wykresy linii ugiecia w=const, momentéw gﬁqcych M, =const, Myzconst_,

oraz momentéw skrecajacych M., =const przedstawione na rys. §, ..., 16, Z uwagi
na symetrig plyt wykresy sporzadzono dla 1/4 ich powierzchni.

“f

a a aq

{ Tl e

to

Rys. 4

. |

"5, UWAGI XONCOWE

Z przeprowadzonych rozwaZafi Wynika zasadniczy wniosek ogdlny dotyczacy
przydatno$ei metod réznicowych do oblicze -plyt o skomplikowanych ksztattach,
Rozbicie pola obliczet na dwa pola prowadzi do ukladu dwéch réwnafi réznicz-
kowych czgstkowych drugicgo rzgdu, co ma dod¢ istotny wplyw na dokladnosé
prowadzonych obliczed i pozwala na uZycie prostych schematéw rozmcowych
charakteryzujacych si¢ dobrg zbieznodeig i stabilnoscig [4]. Wprowadzenie dwéch
pol obliczen powoduje koniecziiods — w przypadku utwierdzonych brzegéw —
poprawienia wartodci brzegowych zastepezego momentu. Wyprowadzony w pracy
wzér (3.11) pozwala na dogé dokladne przybllzeme tych wartodci momentu za-
stepczego.
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Rys. 5. Plyta o brzegach swobodnie podpartych. Wykres ugigé w [m]
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Rys. 6. Plyta o brzegach swobodnie podpartych. Wykres momentow gogeych M, [Tmyjm]
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Rys. 7. Plyta o brzegach swobodnie podpartych. Wykres momentdw gnacych M, [Tm/m]
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Rys. 8. Plyta o brzegach swobodnie podpartych. Wykres momentéw skrecajacych My, [Tm/m]
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‘Rys. 9. Plyta o brzegach uiwierdzonycﬁ.' Wykres ugied w [m]
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Rys. 10, Plyta o brzegach utwierdzonych. Wykres momentow gnacych My [Tm/m}
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Rys. 11, Plyta o brzegach utwierdzonych. Wykres momentéw gnacych M, [Tm/m}
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Rys, 12, Pivta o brzegach”utwierdzonych._ Wykres mom_entéw skrc;cajqcy_ch M., [Tm{m]
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Rys. 13. Piyta z mieszanymi warunkami brzegowymi. Wykres ugie¢ w [m]
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Rys. 14. Plyta z mieszanymi warunkami brzegowymi. Wykres momeniow
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Rys. 15. Piyta z mieszanyml; warunkami brzegowymi. Wykres momentow gﬁqcych M, [Tm/m}
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Rys. 16. Plyta z mieszanymi warunkami brzegowymi, Wykres momentow skrecajacych My, (Tm/m]
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Peazyome

YHMCIEHHBIA AHAJIM3 M3TMBA CHOXHONM IUIACTHHBE O NEPEMEHHOM
KECTKOCTH

B paborc npedcTasneH 4HCASHHBIH aHaans u3rnba UNACTHHLI, O TEPEMEHHoH KEeCTKOCTH,
cocTosieli 13 NPAMOYIOJLHBIX teMeHTos, UHCHEHHLIC PACUCTRI BLIGOMHEHLI NYTeM OPHMCHES-
Hisl NPOCTRIX  KOHEYHO-PA3HOCTHRIX (opMyl. ITONYYCHHBIC KOHCMMO-DA3HOCTHEIC —YPABIGHMS
penicHel Gnarogaps IPHMCHCHHIO METOMA ABHOH HOCTeNEGHHOH MTCPaLRM. PaccMOTpEHBL NIHC~
TRHEL C APHHPHO 3aKPEIVICHHBIMIL H HECTKO 3aCEIMH KPASMH, 8 TAKKS TNACTAUL O CMELLAHHEIX
3aKPEIACHHX KPad. PesyapTaThl BHUHCICHHHA BPOBSACHS! B FOPMe TPAGHKOB IONEPEYHBIX OTKHO~
HeHlE 1 rpa@HKOE MOMCHTOB,

SUMMARY

NUMERICAL ANALYSIS OF BENDING OF COMPOSITE PLATES
OF VARIABLE RIGIDITY

The paper presentes the numerical analysis of a plate of variable rigidity composed of rectan-
gular elements. Simple difference schemes are used. The difference equations obtained are solved
by iterational methods. Plates with simply supported edges, clamped or subject to mixed boundary
conditions are considered. The results are presented in the form of graphs of plate deflections and
bending moments.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 3 listopada 1975 r,





