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POLODWROTNA METODA OTRZYMYWANIA ROZWIAZAN ZUPEENYCH
NOSNOSCI GRANICZNEJ PLY'T

JOANNA SOK OL-STUPEL (WARSZAWA)

W pracy rozwazane sa sztywno-plastyczne plyty izotropowe z maferialu spelniajacego warunek
plastycznoéci Johansena. Ograniczono sig do plyt o polach sit i predkoscl przemieszezen opisanych
ukladem rownan rozniczkowych typu parabolicznego. Przedstawiono metode ofrzymywania roz-
wigzan dla takich plyt. Podano szereg nowych rozwiazai zupelych dia réwnomiernie obcigzonych,
swobodnie podpartych plyt, ksztaltem zblizonych do prostoksta.
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OZNACZENIA

wspolrzedne kartezjanskie,
dhigo$é odniesienia,
grubosé plyty,

moment graniczny,

wspotrzedne bezwymiarowe,

dlugosé plyty otrzymana w wyniku obliczes,
diugo§é plyty dana do obliczed,
obcigzenie rownomiernie rozloZone,

jntensywno$¢ obcigZenia,

glowne momenty zginajace,

sity poprzeczne,

bezwymiarowe momenty,
hezwymiarowe sily poprzeczie,

prodkoéci zmian krzywizn glownych,

mnoznik w stowarzyszonym prawie plynigcia,

kat pomigdzy trajektoriami momentn i, i ‘wektorem normalnym
do brzegu, )
wspolrzedne obwiedni charakterystyk,

rézniczka tuku obwiedni charakterystyk,

rzedna punktu przeciecia obwiedni charakterysiyk OS z osig
symetrii KL.
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1. Wsrep

Zginanie cienkiej plyty sztywno-plastycznej opisuje ukiad nieliniowych réwnait
réZniczkowych. Rozwigzanie problemu brzegowego dla tego ukladu réwnan daje
tzw. rozwigzanie zupele zagadnienia nonofci granicznej. Na takie Tozwiazanie
zupehe sklada si¢ wyznaczenic sit wewngtrznych, predkosci ugieé i wartogei obeig-
Zenia granicznego. Dla izotropowych plyt z materiatu speliajacego ‘warunek pla-
stycznodci Johansena réwnania sa quasi-liniowe typu parabolicznego lub hiper-
bolicznego [11. .

W obszarach parabolicznych charakterystyki tych réwnan sa prostoliniowe
i maja obwiednig, ktérej ksztalt zalezy od réwnania brzegu plyty. W tym przypadkn
. uzyskanie rozwiazania zupelnego wigZe si¢ z wyznaczeniem obwiedni charakterystyk.
Dopuszczalné jest laczenie réinych rozwigzan analitycznych wzdiuz charakterystyk,
a wige Igczenie odpowiednich obwiedni. Uzyskanie rozwiazan zupelnych jest sto-
sunkowo latwe, gdy obwiednia charakterystyk redukuje sie do punktu, co ma na
ogdd miejsce w przypadku dziatania obciaZen skupionych [21 3], Dla plyt obcigzonych
w sposob ciagly numeryczna metoda gemerowania obwiedni charakterystyk
zostala podana w [4]. Z prostszym zagadnieniem niZ poszukiwanie obwiedni dla
danego swobodnie podpartego brzegu mamy do czynienia, gdy znana jest obwiednia,.
a poszukujemy ksztaitu konturu plyty. Postepowanie takic stanowl istole metody
polodwrotne;.

Metoda pélodwroina, razem z mozliwodcia laczenia régnych rozwigzan wzdluz
charakterystyk, pozwala na znalezienie rozwigzad zupelych dla ptyt o zaokraglo-
nych narozach, a tym samym na ocene nosnosci plyt prostokainych. Pozwala ona
réwniez oceni¢ uklad trajektorii momentdw glownych, co jest istotne np. dla racjo-
nalnego ulozenia zbrojenia plyt.

W niniejszej pracy, korzystajac z mosliwodel {aczenia ré2nych rozwigzah wzdhuz
charakterystyk {1 i 2], poszukujemy metods poélodwrotna rozwigzan znpelmych
dla plyt réwnomiernie obcigzonych, w przypadkach gdy w calym obszarze plyty
wystepuja paraboliczne pola siti ugieé. W szczegdlnoécel poszukiwane sa rozwigzania
zupelne dla swobodnie podpartych, réwnomiernie obcigzonych plyt o brzegach
odcinkami prostoliniowych, polaczonych brzegiem odpowiadajacym danej obwiedni.
Opracowana jest technika genérowania ksztattu brzegu i podane sa oceny obcigZenia
graniczuego dla réwnomiernie obecigzonych swobodnie podpartych plyt, zblizonych
w ksztalcie do prostokata. Otrzymane sa uklady trajektorii momentdw ghownych
i okreslone strefy zginania momentami wemnymi w narozach.

2. ROWMANIA PODSTAWOWE

Réwnania plastycznego zginania plyt podlegajacych warunkowi plastycznoéci
Johansena rozpatrzone sg w [1]. Warunek ten w plaszezyznie momentdéw giéwnych
m,. 1 my moZna napisa¢ w sposéb nastepujacy:

. 1 1
2.0 X (m1, — i) i? (1, + 1) £ 1=0,
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W dalszym ciggu rozwazaé bedziemy paraboliczne stany s:l wewnqtrznych
o momentach ghéwnych spehiajgeych nastgpujace warunki:
(2.2) _ my=1, —l<m<1.

Charakterystyki réwnaf sa w tym przypadku trajektorami momentu m,. Pole sit
wewnetrznych, odniesione- do ukladu trajektorii momentéw gléwnych (rys. 1),
opisane jest wzorami [2]:

2.3) =1, —1+A(6)+—+—fpr2d: fpf'dr,

A(G) 1
(2.4) ' ty=0, t=—r——— fpfdi

sy

Rys. 1

gdzie 4 (6} i B () nalezy wyznaczy¢ z warunkdw brzegowych., Na podstawie stowa-
rZyszonego prawa plynigeia przyrosty krzywizn odpowiadajacego mu pola pred-
kosct ugieé wynosza

df 1 ow 1 aFw 1 aw

g =—~ Yy e o . T
k=0 GTRY 50 G R 87 iR o
©.5) :
2w
k,=—77>=0,

81.2 -

gdzie R jest promieniem krzywimy rzntu trajektorii wyprowadzonej z punktu &
(rys. 1) na plaszezyzng xy. Powierzchnia predkodei ugieé w jest wiec powierzchnia
rozwijalng, a tworzgcymi jej sa trajektorie momentu m,.

Rozpatrzymy plyty o brzegach swobodnie podpartych, obeiazone réwnomiernym
cidnieniem p=const i charakferyzujace si¢ symetrig wzgledem linii prostej (KL na
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rys. 1). Funkeje A i B wystepujace we wzorach (2.3) i (2.4) wyznaczamy z nastepuja~
cych warunkdow brzegowych:

(2.6) na czeSci SK osi symetrii m,=1, £=0;
2.7 na swobodnie podpartym brzegu m,= —tg* §(0).

" Linia SK odpowiada stanowi izotropowego zginania, gdyzme=m,=1.
Po wprowadzeniu odpowiednich wzoréw na 4 i B przy p=const otrzymujemy
nastepujace wzory okreflajace sity wewngtrzne w plycie:

: pr? s\ 2s
| {2.9) m,=1— G 1—7 l+? ,  hp=1,
p s
{2.9) t,.=2(“;_"““?'), 10=0.
PoniewaZ na brzegu plyty zachodzi geometryczna zalezno§¢ (rys. 2)
dpFdl
(2.10) tg f= odd

przeto warunek (2.7) prowadzi do réwnania réiniczkowego na krzywa brzegows
F=g (0} -

SRy .
(2.11) —= iﬁ+ g[ps (25—=3p)+p(pp - )],

a—y{f

siig)l; (x(6), y (&) jest biezacym punktem obwiedni (rys. 1). Gérne
znaki w réwnaniu (2.11) odpowiadaja dodatniemu (rys. Za), a dolne — ujemnemu
przyrostowi zmiennej # w czasie catkowania (rys. 2b).

gdzie 5=

yl

Rys. 2

W przypadku gdy obwiednia redukuje sig do punktu lezacego na osi symetrii,
tzw. s=0, dl=0, réwnanie (2.11) sprowadza si¢ do rownania

d 2
(2.12) : (_fi) _%p4+p2:0,
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ktérego rozwigzaniem jest réwnanie prostej:

(2.13)

p=V6p[sin(0—6,),

T 3
0y + H"é 0<0,+—

4 ™

gdzie 8, jest staly calkowania, lub okrag o promienin

(2.14)

p=Véip,

0<f<2m.

Rozwiazania zupelne cechujace sig tym, Ze jedna rodzina trajektorii zbiega sig
w punkcie; mozliwe sa wiec tylko dla plyt o brzegach opisanych na okregu (rys. 3).

W pozostatych przypadkach prosto-
Hniowe charakierystyki majg obwie-
dnie. Wowczas catkowanie rowna-
mia  (2.11) nalezy przeprowadzi¢
numerycznie.

3. METODA POLODWROTNA

Metode pélodwrotng w zastoso-
wanin do okredlenia ksztaltu brzegn
przy danym rownanin obwiedni
charakterystyk — rozpatrzymy na
przykladzie plyty, ktdrej éwiartke

p=V6/pjsin{E-85)

ok
3

Rys, 3

pokazano na rys. 4. W obszarach I i I prostoliniowe trajektorie iworzg wach-
larze odpowiednio z centralnymi punktami O i S. Odcinek OS jest obwiednia

Rys. 4

>

prostoliniowych trajektorii momentu
m, w obszarze II. Zadaniem naszym
bedzie uzaleZnienie ksztaltu brzegu DE
od ksztaltu obwiedni OS5 i od zasiggu
stref o prostoliniowych brzegach oraz
zblizenie sig z odeinkiem DE do linii
Y=L =const.

Mamy wiec do czynienia z lacze-
niem odrgbnych pél parabolicznych
wzdtuz charakterystyk OD i SE, przy
czym wymagaé bedziemy ciaglosei pola
momentdw a2, wzdhuz jednej z wymie-
nionych charakterystyk, mianowicie
wzdluz trajektorii OD.

Pola sit w czgdciach 1 1 Y1 wynikajg z (2.1} 1 (2.2) i wyrazaja sie naste-

pujacymi wzorami:
w czesei 1

2
(3.1 my=1— =T 1
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gdzie ‘
3 “6{l+a) b4 o m
= = — sl
STsing T 1432 0 4772
w czesci ITE ‘
2
Par PaF
(3.2) m,-.1———‘6——, L= 5
gdzie
6 0<d b
=" é ..<__7*
p3 gz

Poniewaz plyta jest obcigZona cisnieniem jednakowym na calej powierzchni (p, =p,),
przeto ofrzymuiemy nastepujacy zwiqzek:

14+3a
1ta

(3.3) %

migdzy parametrami charakteryzujacymi wymiary plyty.

Postepowanie w metodzie pétodwrotnej polega na wyznaczeniu ksztattu brzegu
r=p () oraz katéw 0, i 0, okreslajacych zasieg strefy II przy zalozeniu, Ze trajektorie
momentu m, bgda w tej strefie styczne do krzywej O:S oraz Ze znalezione rozwiazanie
bedzie spetialo wszystkie wymagania rozwigzania zupelego. Cheemy wige pola-
czyé dwa obszary plyty o znanych rozwigzaniach (3.1) i (3.2) trzecim, tak aby calo$é
byla rozwigzaniem zupelnym.

Rozwiazanie problemu sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu réwnan zioZonego
z dwéch réwnan algebraicznych przedstawiajacych w prametrycznej postaci réwnanie
obwiedni charakterystyk: '

' Y81, 0o, a)— =0,
n~g—x (0, b, 1)=0
i rownania rézniczkowego okredlajacego ksztalt swobodnie podpartego brzegu
plyty

(3.4)

(3.5 .dp:__dl_pl/i[ 52 (25— 3p) +p (pp* — 6)]
’ 40 Jo 6 D S—I0)TPAPP
przy warunkach
. 14« g
3.6 T . B
( ) P (90) sin 90 » P (91) cos 91

W wyniku rozwigzania ukladu (3.4)<3.6) otrzymujemy warto$ci katow 0, 1 8,
parametr okredlajacy obwiednie @ oraz ksztalt brzegu p=p () w strefie II. Aby
otrzymane rozwigzanie bylo zupehne, musi ono spelniaé nastgpujace ograniczenia:
po pierwsze zapewniaé dopuszezalno§é statyczng, tzn.

(3.7)
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a po drugie wypelni¢ wymaganie dopuszezalnofci kinematycznej. Wymaganie to
dla rozwazanych stanéw momentow (2.2) sprowadza sig do koniecznodei zapewnienia
nieujemnoéci sktadowej obwodowej krzywizny .

Aby spelni¢ ten warunck naleiy nafoiyé na wspdlrzgdne krzywej brzegowej
w czedel 11 nastepujace ograniczenia:

xﬂ:p(9)0059+x(61 90: (Z)-.<.,x(91, 90: a)+g, 91~.<__0€90,

(3.8
( ) yp.éy,,:p(ﬂ)smﬁ—l—y(ﬁ, HD,H)QI-I-OI, glgggg():

Y2—y){x,— %)
(X2 —%1)
‘dwa wystarczajaco bliskie siebie punkty krzywej brzegowe] (xg, y:) 1 (xa, ),

odpowiadajgea odcigte] x,.

gdzie y,=y + jest tzedng linii prostej, przeprowadzonej przez

4. SPOSOB ROZWIAZANIA

Sformulowane w poprzedniej czedci zadanie zostalo rozwigzane numerycznie.
Jedng z niewiadomych jest warto$é argumentu warunkuo poczatkowego dla réwnania
rézniczkowego (3.6). Okreflony przez (3.8) jest tylko przedzial jego zmiennodci.
Ustalamy podzial tego przedziatu i dla kolenych punktéw poczawszy od 8y=n/4,
rozwiazujemy uktad (3.4)-(3.6). Réwnania algebraiczne (3.4) dla ustalonego &,
rozwiazujemy, stosujac jedna z metod rozwigzywania rownan nieliniowych.. W wyniku
otrzymujemy wartos¢ kata &, i parametru g. Nastepnie catkujemy réwnanie réznicz-
kowe (3.5) w przedziale (8y; 0,) z pierwszym z warunk6w (3.6). Przy czym 6, jest
pierwiastkiem rownafn (3.4).

Do rozwiazania réwnania rézniczkowego zastosowano mefode Rungego-Kutty
czwartego rzedu. Po otrzymaniu wynikéw sprawdzamy jak dalece drugi z warunkdw
Jest spelniony, tzn, czy zachodzi

@) p(0)—

cos ), e
gdzie ¢ jest wymagang w zadaniu doktadnoscia. Jesli warunek (4.1) zachodzi, konczy-
my obliczenia, jesli nie, obliczenic ponawiamy dla 8,4+ A8,.

Pontewaz ukiad (3.4)-(3.6) mozZe mie¢ kilka rozwigzan, w powyiej podany spo-
86b przeszukujemy caly dopuszczalny zakres 6,. W praktyce ustalamy duzy prezyrost
48,, badajac na kazdym kroku znak iloczynu réinic (4.1) dla sasiednich punktéw
85 1 844 48,. Znak minus oznacza, Ze miedzy tymi punktami lely poszukiwane
rozwigzanie. Dalej tradycyina metoda polowicnia zageszezamy przedzial, az do
znalezienia rozwiazania o danej doldadnodei e.

Wedlug opisanego sposobu postepowania wykonano program dla obwiedni
charakterystyk OS (rys. 4), bedacej tukiem okregu o réwnaniu

{4.2) x=a(sin §p—sinf), y=alcosf—cosby).
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W tym przypadku dla ustalonego kata 0, uklad (3.4) moina rozwigzaé wprost,.
otrzymujge nastepujgce wzory na #; i a: .

o+ acosfy
{4.3) | =arecos——

B o+ (1 —g)*
) [(n—g)sin 8y —wcos byl

(4.4)

Istotnymi danymi wprowadzanymi do obliczen sa: parametr « jednoznacziie
zwigzany z intensywnoscig obeigzenia granicznego 1 poczatkowa dhugos$é plyty #,.
Obliczenia wykonano dla réznych par («,#,). Celem bylo znalezienie rozwigzafi
" dla réznych stosunkdw wymiarowych plyty o krzywej brzegowej najbardziej zbli-
zonej do prostokata. '

-

—_—

100

74

, G20

Rys. 5

Na 1ys. 5 pokazano kilka rozwigzan uzyskanych miejako po drodze do rozwia-
zania najlepszego z naszego punktn widzenia, czyli najbardziej zblizonego ksztattem
do prostokata. Wszystkie plyty maja te sama nofno§é graniczng p=4,5. Kolejne
rozwigzania zostaly otrzymane dla réznych #, i stalego parametru «=0,2.

5. NoSNOSC PLYT PRAWIE PROSTOKATNYCH.

Opisang wyzej metoda pélodwroing otrzymano rozwiazania zupetne dla réwno-
miernie obcigzonych plyt swobodnie podpartych zblizonych ksztaltem do prostokata.
Miernikiem tego zbliZzenia jest parametr ¢ wprowadzony jako stosunek pola po-
wierzchni plyty otrzymanej w wyniku prezentowanego rozwigzania do pola po-
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wierzehni plyty prostokatnej o tych samych wymiarach charakterystycznych. Obli~
czenia wykonano dla obwiedni charakterystyk bedacej fukiem okregu. Stwierdzono,
ge w tym przypadku rozwigzanie zupelne zadania postawionego w czesci 3 istnieje
dla paramétru « € (0; 3,4) (rys. 4), co odpowiada plytom o intensywnosci obcigZenia
granicznego 6> p>4. Dla kazdej intensywnoscei granicznej zawartej w tym przedziale
wyznaczono rozwigzanie, dla kidrego prametr ¢ jest najwickszy. Wykres najwigk-

szych parametréw & jest pokazany P :
na rys. 6. Ponadto podano na nim 80 160
wykres intensywnogci . granicznej p \
w zaleznoci od dfugosci plyty 7 56 \ : ™ q92
(krzywa p) i dla poréwnania wykres £ N
) L . a2 q9s
intensywnoéci  uzyskane) metoda 50 \
linii zaloméw dla plyty prostokatnej ' . nar
krzywa p,). '
Gezywap) 25 N \
Intensywnosci obcigienia gra- \\ 095
nicznego plyt o zaokraglonych na- ' ‘ \j
, A 40 096
rozach s3 nizsze od odpowiednich 10 11 12 73 o 0
gérnych ocen noénofci dla plyt .Rys. p

prostokatnych. Formalnie nie mozna

traktowaé otrzymanych w pracy wynikéw jako ocen obciaZenia granicznego dia
piyt prostokatnych. Natomiast dzigki temu zabiegowi otrzymujemy jednoznaczny
rozklad sit wewnetrznych w plycie i uklad trajektorii momentéw giéwnych; znamy

—

4\1'\,._ ———

L]
Sl
kY
§
% ijekrar.'bme !
= e
BE ‘ ~ a
._sr_y oz - :
8 135 %L
(v %
-5

Rys. 7

réwaiez strefy podlegajace zginaniu momentami wjemnymi. Na rys. 7 i.8 pokazano
dla przykdadu rozwiazania dla ptyt o intensywnodci p=4,5 i p=4,1. Liniami cigglymi
zaznaczono trajektorie momentéw gléwnych. Linia przerywana oddziela czesc
narozng, zginang momentami ujemaymi, od pozostalej czecl plyty.
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Dotychczas nie znaleziono rozwigzania zupehego dla plyty prostokatnej. Znane
$g tylko goérne i dolne oceny noénoici granicznej i dla stosunku wymiaréw plyty
ne(l; 1,5 oceny te réznia sig miedzy soba nie wigeej niz o 1%, Mozna zatem
uznad, Ze warto§é obcigZenia granicznego jest znana. Jednak do wiasciwego zapro-
Jektowania plyty na no§no$é¢ graniczna, poza jej wartoécia, konieczna jest znajomosé

|

100

100

=1 L 1
my=ty*- P /6]

o e e e b e e |

) =135

—f
p|

Rys. 9

pola sif wewngtrznych w chwili zniszezenia konstrukcji. Tego nam metody przy-
blizone nie daja. W rozwigzaniu statycznym otrzymuje si¢ co prawda dopuszezalne
pole sit wewngtrznych, ale nie mozna okreélié, jak ma si¢ ono do rzeczywistego
pola sit w plycie w chwilt wyczerpania jej no$noéci. Na rys. 9 pokazano uklad trajek-
tofii momentéw gléwnych, ktéry odpowiada statyczmemu rozwigzaniu przy zalo-
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zeniu parabolicznych rozktadéw momentdw m, m, [6]. Z takim polem nie mozna
zlaczyé kinematycznie dopuszezalnego mechanizmu. Porownujac siatke trajektorii
rozwigzania statycznego (rys. 9) z siatka trajektorii dla plyty prawie prostokatnej
{(rys. 7) widzimy, ze nieznaczne odstepstwo od ksztaltu prostokata pozwolito znalezé
pole momentéw odpowiadajace mechanizmowi zniszezenia.

Mechanizm zniszezenia plyty prostokatnej obserwowany w do$wiadczeniach
jest zblizony do otrzymanego W prezentowanym rozwigzaniu dla plyt prawie pro-
stokatnych. Dlatego mozna przypuszezad, ze chavakter rozkdadu momentéw, ukladu
trajektorii i stref zginania momentami przeciwnych znakow — jest taki sam w plycie
prostokatnej, jak w odpowiednicj plycie prawie prostokatnej. Znajomos$¢ powyiszych
elementéw rozwiazania jest niezbedna do wlasciwego zaprojektowania konstrukcii
plytowej. '
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TBOPAIOLIETO YCHOBMIO LIACTHMHoCTH Moramcema. OrpaEHYHBAIOTCS NINTAME HA YOIAX CHILH
.CKOPOCTEil TIEpeMELIeHIE OMECAHHBIX CHCTEMOH muddepeHIMAnEHE ypasHeRwil mapabonmec-
KOTo THIA, [IPencTaBlel METOX TOJYUCHHS PElWeHm A1 Taxux unar. Jaeres paa HOBBIX HOI-
HBIX PEHISHE AT PABHOMEPHO HATDYMEHHbIX, CHOGONHO NOJREPTHA IUTAT, GopMoii COMMKEHTILIX
K MPAMOYIOTBHELRY. .

SUMMARY

SEMI-INVERSE METHOD OF OBTAINING COMPLETE SOLUTIONS IN THE THEORY
OF LOAD CARRYING CAPACITY OF PLATES

Rigid-plastic isotropic plates made of materials satisfying the Johansen yield condition are
considered in the paper. The considerations are confined to the cases in which the force and velo-
city fields in the plates are described by means of a parabolic differential equation system. The
method of deriving the solutions for such plates is presented. A number of original complete sotutions
are given for the cases of uniformly loaded, simply supported plates of nearly rectangular shapes.
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