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W pracy podano rozwiazanie zagadnienia pélplaszezyzny o brzegu wzmocnionym pasmem
plytowym. Rozwigzanie skonstruowane zostalo przy uzycin transformacji Fouriera, uogdlnionej
na przestrzen ultradystrybucji, Otrzymane rezultaty porownano z dotychezas znanymi, przy ¢zym
uwzgledniono zaréwno aspekt jakociowy jak i ilofciowy. Jako ilustracje zamieszezono przyklady
liczhowe. Zakoficzenie stanowia wnioski o charakterze postulatow praktycznych.

1. Wstgp

Problem péiplaszezyzny o wzmocnionej krawedzi nalezy do tych zadan, ktérych
rozwigzanie obok waloréw czysto poznawczych ma istotne znaczenie praktyczne,
W zaleinodei od charakteru wzmocnienia oraz ewentualnych dodatkowych zato-
zefh moze on by¢ traktowany jako idealizacja rozmaitych konstrukeji lub ich czesci
spotykanych w praktyce inZynierskiej. Jako przyktad wymienié mozna belke podsuw-
nicowa. Przyklad ten jest o tyle charakterystyczny, Ze belki podsuwnicowe naleza
do tych elementéw konstrukcji hal przemystowych, ktére najczesciej ulegaja uszko-
dzeniom. Szereg obserwacji charakteru tych uszkodzet oraz ich zwiazku z czasem
eksploatacji sklania do przypuszezenia, iz przyczyna moze by¢ zmgezenie materiatu.

Racjonalne uwzglednienie zmegczenia w wymiarowaniu wyinaga znajomosci
17eczywiscie panujgcego w Srodniku stanu napreZenia, wywolanego obcigZeniami
cksploatacyjnymi. Tymczasem znane rozwiszania polplaszezyzny o wzmocniongj
krawedzi skonstruowane zostaly przy dosyé daleko idacych zalozeniach upraszcza-
jacych.

Pierwsza pracg podejmujacg wymieniony w tytule problem jest pochodzaca
z roku 1932 praca MELANA [1]. Rozwiazany w niej zostal przypadek pdlplaszezny,
ktérej krawedZ wzmocniona zostala pretem pryzmatycznym, a obcigZenie stanowi
para przeciwnie skierowanych sil, dzialajacych wzdhiz osi preta.

Nastepnym badaczem, ktdry podjat temat, byl GIRKMANN, W pracy [2] po-
chodzgeej z rokn 1936 podat on rozwiazanie dla pSlplaszezyzny o krawedzi wzmoc-
nionej pretem pryzmatycznoym lecz w przypadku, gdy obcigzenie stanowi sita sku-
piona, pizylozona do preta i dziatajaca normalnie do jego osi. Rozwigzanie skon-
struowane zostalo przy zatozeniu, Ze napreZenia styczne wzdiuz kontaktn preta
1 pélplaszezyzny réwne sa zerw. Wyniki tej pracy zyskaly szerokie zastosowanie
w praktyce projektowej i do chwili obecnej sa podstawa normowych zasad wymia-
rowania belek podsuwnicowych.
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W roku 1950 Brouns w pracy [3] adaptowal wyniki GRxMaNNA dla belek
nitowanych uwzgledniajac jednoczesnie wplyw uZebrowania §rodnika na rozkiad
naprezen kontaktowych.

Nastepnym badaczem, ktéry podjat temat jest Szeremsrisw. Uzyskane wyniki
opublikowal w pracach [4 i 5] odpowiednio w roku 1961 oraz 1963. Zwhaszcza

. druga z wymienionych prac stanowi istotny krok naprzod pod wzgledem adekwat-
nofci rozwazanego modelu. SZEREMIETIEW podal w niej rozwigzanie dla pasma tar-
czowego, ktdérego obydwie krawedzie wzmocnione sq pretami pryzmatyczaymi.

- Obciazenie stanowig sily styezne i normalne przylozone do wzmocnienia zardwno
gérnego jak i dolnego, W pracy obok konstrukcji rozwigzania znalez¢ moina
przyktad liczbowy. Autor dochodzi do dwu istotnych spostrzezed. Zgodnie
7z pierwszym z nich. pomijane dotychczas naprezenia styczne osiagaja znaczne
wartoéci, zgodnie za$§ z drugim — zastapienic pasma tarczowego modelujqcego
§rodnik poélplaszezyzna prowadzi do . istotnych blqdow ]edyme w przypadku
przekrojéw «krepychy.

Wymienione wyzej prace (*) maja, jak tatwo zauwazy¢, pewng cechg wspolna.
Posluguja sie mianowicie modelem, w kidrym stan napr¢zenia we wzmocnieniu
daje si¢ opisaé wystarczajaco dokladnie formulami elementarnej wytrzymatosci
materiatéw. Wyniki mozna wige uznaé za dolkladne jedynie w przypadku, gdy
najwickszy i najmniejszy z rozmiaréw przekroju wzmocnienia réznig sig dostatecznie -
malo. Jest to szczegdlnie dobrze widoczne w nastgpujacym przejécin granicznym.
Za¥ozmy, ze wzmocnienie posiada przckro_] prostokatny o szerokosci 25 i wysokodci
2h. Badajac granice lim rozwiazafi, o ktérych mowa, latwo stwierdzié, Zze kazdora-

b—>o0
zowo jest ona rowna zeru. Oznaczaloby to, Ze w przypadku, gdy wzmocnieniem
jest nieskoficzona piyta cienka, stan naprefed w pélplaszezyinie jest tensorem
ZErOWYiILL,
Celem niniejszej pracy jest rozw;qzame zadania pol‘plaszczyzny o wzmocnionej
krawedzi przy przyjeciu takiego modelu feoretycznego, ktéry pozwolitby uniknaé
wspomnianego wy#ej mankamentu.

W dalszym ciggu rozwazane beda nastgpujace modele ukladu pas-srodmk

Model A. Péiptaszezyna sprezysta ma krawedz wzmocniong pasmem p]:ytowym
o szerokosci 2b i stalej grubofci 2h. Obciazenie stanowi sila skupiona, skierowana
normalnie do plaszczyzny srodkowej wzmacniajacego pasma plytowego. Zaklada sig
ponadto, Ze napreZenia styczne w kontakcie réwne sa zeru. Jest to wigc model ana-
logiczny do modelu Girkmanna.

Model B. Pélplaszczyzna sprezysta ma krawedZ wzmocniong pasmem plytowo-
-tarczowym o szerokosci 2b i stalej grubosci 2k, ObcigZenie stanowia dwie sity sku-
pione, z kt6rych jedna skierowana jest normalnie, a druga stycznie do plaszezyzny
érodkowej wzmacniajacego pasma. Zaklada sig jednoczesnie, %e kontakt polozony

(Y) Ograniczono sig jedynie do tych prac, kiére zdaniem autoréw sg najbardziej charaktery-
styczne w procesic ewolucii modelu belki pedsuwnicowej. Literatura przedmiotu jest znacznie
bogatsza, a niektére z prac podano na koficu.



STAN NAPREZENTA W POLPLASZCZYZNIE O WEZMOCNIONES KRAWEDZI 69

jest na plaszczyZnie réwnoleglej do plaszezyzny $rodkowej pasma wzmachiajacego
cdleglei o / od niej.

Model jest wigc poréwnywalny z modelem Szeremietiewa. Réznica — obok
charakteru wzmocnienia — polega na lokalizacji kontaktu (w modelu Szeremietiewa
polozony jest on na osi preta wzmacniajacego). Ponadto w przypadku obn modeli
zakiada si¢ izotropig i _]ednorodnosc utrzymujge Wszystkle niezbedne zaloZenia, aby
zadanie moglo by¢ rozpatrywane w kategoriach plaskiego unogdlnionego stanu
naprgzenia oraz aby «stan tarczowy» pasma mogt byé rozpatrywany niezaleznie od
«stanu plytowego». Funkcjami poszuklwanme sa: w przypadku modelu A —
rozklad naprezeti normalnych, w przypadku za§ modelu B — rozldad naprezen
normalnych 1 stycznych wzdluz kontaktu.

W celu znalezienia tych funkcji przyjeto zwykly sposdb postgpowania, polega-
jacy na rozwigzaniu kolejno pasma plytowego, pasma tarczowego oraz pdlplaszczyz-
ny, a nastgpnie «zszyciu» otrzymanych rozwiazaf przes, wykorzystanie warunku
réwnofcl przemieszezetr wzdhiz kontaktu.

W pracy niniejszej wykorzystano wyniki wezeéniejszych publikacji [6 1 7], w kt6-
rych podano odpowiednio: w pierwszej konstrukcje funkcji Greena dla pasma
plytowego, w drugiej zaé konstrukcje funkcji Greena dla pasma tarczowego przy
wykorzystaniu funkcji Greena dla pasma piytowego. W obu pracach konstruujae
rozwigzania poslugiwano si¢ transformacja Fouriera wogdlniona na przestrzen
ultradystrybucji(*). Réwniez w niniejszej pracy postuzono sig ta metods jako wy-
jatkowo efektywns i ogolnac, w szczegllnosei pozwalajgeg zrezygnowaé z klopo-
tliwych zaloied dotyczacych zachowania sie Tunkcii w nieskoficzonodcl oraz ich
regularnosci, a ponadto bardzo wygodng przy stosowanin przyblizonych metod
dla znalezienia transformat odwrotnych (szczegdlowiej korzyci te omdwiono
w pracy [6]). _

Rozwigzanie polplaszezyny jest ogdinie znane (zadanie Flamanta), Tutaj nalezy
jedynie zaznaczy¢, Ze na mocy inkluzji: S*<Z*, gdzie $* oznacza przestrzen dy-
trybucji temperowanych oraz Z® przestrzefi ultradystrybucji; moze byc ong trak-
towane jak ultradystrybucja.

2. ROZWIAZANIE POLPLASZCZYZNY ZE WZMOCNIENIEM KRAWEDZI W POSTACI PASMA
PEYTOWEGO ‘

Model A. Celem jest opis stanu naprezenia na styku pélplaszezyny ze wzmac-
niajacym jej krawedZ pasmem przy nastepujacych zalozeniach: 1) naprezenia styczne
wzdluz prostej idealizujacej styk pélplaszczyny i pasma p{ytowego réwne sg zeru:
[612]x,=0=0; 2) uklad rozwaia si¢ w kategoriach plaskiego, uogélnionego stanu
naprezenia; 3) jedynym obciaZeniem ukladu jest jednostkowa sita skupiona, przy-
lozona w punkcie x,=x;=0, normalna do wzmocnienia.

(*) Wyczerpuigey wylkdad znale?é mozna w pracach [8, 9, 10, 11, 12 i 13]. Podstawowe definicje
i okreslenfa podano roéwniez w pracach [6 i 7).
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Uklad wspétrzednych przyjeto w sposdb nwidoczniony na rys. 1. Przyjmujemy
nastepujace oznaczenia:

' (", “us) wektor przemieszezenia wzmacniajacego pasma plytowego, ob-
cigzonego obcigZzeniem normalnym do jego plaszezyzny $rod-
kowei;

24 (uy, 2uz)  wektor przemieszezenia polplaszezyzny obcigzone] obcigzeniem
normalnym do jej krawedzi;

E, 2rp? 2E, B
24— 30—

sztywnof¢ plytowa pasma, pizy czym stale materiatowe dla
pasma wyrézniono indeksem 1;

pxa)y=[ol;, -0 naprezenia normalne w polplaszezyinie wzdhuz prostej x, =0,
F=0  x =0,

Xy

Rys. 1

Niewiadoma jest w zadaniu funkcja p (x;) opisujaca rozklad naprezeri normal-
nych wzdluz prostej x;=x;=0.

Réwnania niezbednego do wyznaczenia tej funkcji dostarcza warunek natozony
na przemieszczenia wzmacniajgcego pasma plytowego oraz polplaszezyzny:
2.1) [lui]xlsoz[z’*‘i]xl:o-

x3=0 ¥a=0

Jak wspomniano w p. 1, rozwiazanie pélplaszczyzny jest ogdlnie znane, a transfor-
mata(?) przemieszezen &, jej krawgdzi ma postad

2
(2.2) il —0= ?E“ﬁ

Xx3=0
przy tradycyinym oznaczenin =%, [..].
Do wyznaczania pozostaja przemieszczenia pasma plytowego 'u;. Wykorzy-
stujac skonstruowang w pracy [6] funkcje Greena, ktdrej transformata %, ma

postaé:
N 1
(2.3) G= Ak 1580 X3 (oex5 chouxs —sh ooxs) =
{(1+v)sh?A—dch?i—(1-v)2 A2 (14+v)sh? A+2ch? 4

TSN [GrvshAcha-A(l—n] T @ rw)shachi—A(1-v) °‘x3+5h“x3}’

o0
(®) Symbol F &f f ..e~ 1% Jv. oznacza wogblniong transformacfe Fourlera wcZ, a Z

- w

plaszczyzng  zespolong.
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gdzie A=ab oraz E=E,, v=v,, poszukiwane przemieszczenia moina napisa¢ w po-
taci splotu '

(24 tuy=Gx[d(xz, X3)—p (x2) 6 (x3)] =

= [ [ Glra—Ea xa—E) 0, £)—p (&) SEVUE, dE .

- -b

Uwzgledniajac wlasnosei splotu oraz dzialajac na (2.4) operatorem &, otrzymuje sie
(2.5) Yy =G (o, x3) [1 -5 ()],

a stad uwzgledniajac, Ze

-1 (+vysh*A—4ch? 1—-(1-1)?* 12

4 A (- [(3+v)shichi-2 (-]’

(2.6) G (a, 0)=

otrzymuje sig _
" _ =1 (1+4vsh*A—d4ch?i—(1—»)* 247 . )

@D Pide-0= g G )G rwshachi-a—w] 12Ok

przy oznaczeniu

(14v)? sh? A—4ch? A—(1—v)? 42

@.8) ()=

(1= [B+v)shAchi—A(1-w)]
znajdziemy
-1
(2.9) iy =5 PO -5 @)

Poddajgc réwnanie (2.1} dzialaniu operatora &, wyraZa sie ono przez transfor-
maty przemieszezed W nastepujacy sposob:

(210) [iﬁ]..}x,_= Q = [Zﬁiixt= 0>
xX3=0 Xa=0
a stad po podstawieniu (2.9) oraz (2.2) réwnanie przybiera postaé

2
(2.,11) : W@[i—p]=ﬁp.

Rozwiaznjac (2.11) ze wzgledn na §, otrzymuje sig
&
2.12) p=

K
@—‘80(.2_}_';}‘

albo po podstawieniu (2.8)

‘213 p= | _
(1+v)sh? A—4ch? A— (1 —v)? A2

% .
(1+v)sh2].m4chzi—(l —~WA2[3+wshdchi—A(1-w)]8 Eb"’—(lwv)2 A%
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Transformacja odwroina ;! [§] wyrazenia (2.13) jest poszukiwanym rozwiaza-
niem zadania.

Pewne cechy tego rozwiazania mozna jednak wskazywaé poshugujac sig postacig
(2.13). Mozna mianowicie pokaza¢, ze ma ono trzy nastgpujace wiasnosci.

‘1. Rozklad naprezenn normalnych w kontakcie spelnia warunek réwnowagt.

Aby uzyskaé t¢ wlasnosé rozwiazania (2.13) wykorzystano nastgpujace wlasnoscl
transformacji #,: : .

.14) [ffe"‘“xdx];=ﬂ= [ fix=5, [lemo=[lemo.
W —w . i

Jak latwo zauwazy¢ .

2.15) [ Pedn=o=1.

2. W granicznym przypadku, kiedy sztywno$é plytowa pasma jest réwna zern,
rozklad naprezef w pélplaszezyZnie powinien by¢ identyczny z rozwigzaniem zadania
Flamanta, czyli p (x,)=4 (x,) lub réwnowainie §(2)=1.

Fatwo zauwazyé, ze
(2.16) . Im#()=1,

K—+0
a wigc rozwigzanie ma omdwiong whasnosc..

3. Rozwigzanie jest wolne od omdwionego w p. 1 mankamentu, zwigzanego
Z przejiciern granicznym b—ooo,

Istotnie

(2.17) lim 5 (o) =

b

gU—W0B+Y) K
342 E"

Formula (2.17) jest wige rozwigzaniem zadania w przypadku, kiedy wzmocnienie
krawedzi pélplaszezyny stanowi nieskofczona plyta o sztywnosci K.

Jak wspomniano wyZej rozwiazanie zadania wymaga wykonania na wyraZeniu
(2.13) operacji F 4%, co ze wzgledu na jego budowe nastrecza zasadnicze trudnofei.
7 tego tez powodu zastosowano w dalszym ciagu przyblizona metodg obliczania
calek Fouriera podana przez Kryrowa [14], co pozwolito uzyska¢ wyniki liczbowe
przy ustalonych wartociach parametréw. Zaznaczy¢ nalezy, Ze aczkolwiek kon-
struujac rozwiazanie (2.13) postugiwano sie uogdlniong transformacjq Fouriera,
z czego wynika, ze nalezy ono do przestrzeni ultradystrybucji, to jednak na mocy
inkluzji S*<Z* moze byé traktowane jako dystrybucja temperowana, a wiec
spetnia warnnki stosowalnosci metody Krylowa, ktdre zadaja, aby funkeja pod-
catkowa dawala si¢ przedstawié w postaci :

F(w)
(2.18) f(«)=w,
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gdzie lim F («)=const, Mozna bowiem napisaé

Lo g o]
@) FO=y o
gdzie :
{2.20) | - . | y/=M.
o - @—sz—K——
E

Postac (2.18) ‘ponalé zauwazyé, ze s=2, co dopuszeza aproksymacje wielomia-
nami Legendre’a; zapewnia to w zasadzie dowolnie wysoka doktadnoéé procedury
przyblizonej przy dostatecznie duzej liczbie wezléw interpolacji (bedacych miejscami
zerowymi wielomianéw aproksymujacych). Ze wzgledéw technicznych wzigto 9
weziéw. interpolacji 1 poshigujac si¢ tablicami wspdtezynnikéw interpolacji, kidre
podaje Kryeow w pracy [14], wykonano niezb¢dne obliczenia na maszynie cyfrowej
ODRA 1013 przy przyjeciu nastepujacych wartodci parametréw:

' S b=50, k=1, R=1;
2 b=30, h=1, h=1;
23 b=15 k=1, h=1;

4 b=5, k=1, k=1
oraz P=1, v=y,=0,3 we wszystkich przypadkach.
Wyniki obliczeri przedstawiono na rys. 2 zachowujac wyzej podana numeracje
przypadkdw. _
Dla poréwnania dla kazdego ze wspommianych przypadkéw wyliczono maksy-
malng warto$é naprezeni w kontakcie wg modelu Girkmanna, Wyniki poréwaania

a3 a6 12 2] 46 48 &0 72 84 Xz
Qoo 13 08 g9 1 1

P ET e
B A
Ay g g [ |\

I

qoa

410

D
o
O

AN

Pf@)"’[@uﬁ{ka _
Rys. 2
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przedstawiono na wykresie pa rys. 3. Zaznaczy¢ naleZy, ze 167nice Pray W przypad-
kach 1 i 2 wg modelu A sa juz nieznaczne, co uzasadnialoby stosowanie dla
przekroju wzmocnienia spelniajacego warunek b/hz30 formuly (2.17). Jest ona
znacznie prostsza i mozna by w tym przypadku uzyskac ogdlng i écisty postac retran-
sformaty. Jest to jednakze o tyle nie celowe, ze W praktyce projektowej tak smuk-
‘ Iych przekrojéw paséw nie stosuje
Pmax=l0nly -g si¢ ze wzgledu na niebezpieczen-

5 *e=¢ stwo utraty statecznosci lokalnej.

N _ Na zakoficzenie celowe wy-

s S "]  daje si¢ zwrécenie uwagi na pe-

020 — A wien pozorny paradoks, Polega

AN ‘ : on na fym, e uzyskana za po-

N 3 moca formuly Girkmanna war-

015 G : : : to§¢ naprezen mormalnych, pa-

\\ nuigeych w  kontakcie, dobrze

~_0 ' “zgadza si¢ z wynikami pomiar6w

o0 —f———P———_—] (co obok prostoty uzasadnia

wprowadzenie tej formuly do

a0 praktyki projektowej). Tak wicc

04 | wyniki uzyskane za pomocg mo-

a delu A, uwzgledniajacego w wigk-

aot ‘ szym stopniu wlasnofei wzmoc-
5 0 1 w25 p A

: nienia, sa znacznie gorsze (co jest
Rys. 3 wyraznie widoczne na rys. 3). Po-

zomosé tego paradoksu wyjasnia

spostrzezenie, Ze model Girkmanna zaktadajac, iz stan naprezefi we wzmochieniu
daje si¢ opisaé formutami elementarnej wytrzymalodci materialéw, jednoczesnie
przyjmuje [G,],, -o=0. Zalozenmia te prowadza do niwelujacych sic bledow

x3=0

(w granicach praktycznie stosowanych przekrojow paséw) w ocenie naprezef
normalnych. Model A natomiast utrzymuje tylko drugie 'z zalozen Girkmanna,
a zatem rozbieinosé z doswiadczeniem, uzyskiwanych na jego podstawie wielkosci

naprezen normalnych, wynika z niespetnienia w praktyce warunkn {Gy2],.0=0.
Xa = 0
Uwagi te uzasadniaja potrzebe budowy modelu uwzgledniajacego pojawienie si¢
naprezen stycznych, majacych jak si¢ okazuje istotne znaczenie dla prawidlowej
oceny stanu naprezenia w kontakeie. Cechg te posiada model B, bedacy przedmiotem
rozwazan przytoczonych w nastepmym punkcie.

3, ROZWIAZANIE POLPEASZCZYZNY ZE WZMOCNIENIEM KRAWEDZI W POSTACI PASMA
PLYTOWO-TARCZOWEGO

Model B. Celem jest opis stanu naprezenia w styku polplaszezyny ze wzmac-
niajacym jej krawedZ pasmem przy nastepujacych zalozemiach: 1) uklad ztozony
z péiplaszezny i wamacniajacego jej brzeg pasma rozwaza sig W kategoriach plaskiego,
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nogolnionego stanu napreZenia; 2) obcigzenie ukladu stanowi -stta  skupiona
P35 (x5, x3), skierowana normalnie do plaszezyzny Srodkowej pasma, oraz sila
skupiona 79 (x,, x3), przylozona stycznic do plaszezyzny $rodkowej pasma.
Obydwie sity przylozone sa w punkcie x,=x;=0

1

1 A
=)

| { N 1 — -

X3 Xp'
h
s
V X4 Xy
Rys. 4

Uklad wspétrzednych przyigto w sposéb uwidoczniony na rys. 4. Przyjeto
rdwnieZ oznaczenia:
Y (Yuy, uy) wektor przemieszczenia pasma wzmacniajacego, obciaZonego obcigzeniem
normalnym do jego plaszezyzny érodkowei;
24 (®uy, %u;) woktor przemieszezenia pasma wzmacniajacego obcigZonego obcigzeniem
stycznym do jego plaszezyzny $rodkowej;
33 (Puy, 3n;) wektor przemieszezenia polplaszezyzny obciaZone] obeigzeniem normalnym
do jego krawedzi;
“7 (%, *u;) wektor przemieszezenia polplaszezyzny obeiqzone] obcigZeniem styczunym do
jei krawedzi; -
#{x2)={G12)y, =0 napreZenia styczne wzdhiz prostej x3=x2=0.

Xx3=0

Pozostale oznaczenia jak w p. 2. ’
Niewiadomymi w zadaniu sé funkcje p (x;) oraz s(x,), opisujace rozklad na-
prezen, odpowiednio normalnych i stycznych wzdiuz prostej x, =x;=0.
Rownaf niezbednych do rozwigzania zadania dostarczajs warunki nalozone
Tia przemieszczania pasma i pOlplaszezyzny:

{3.1) [1”1];:1:0:[3”1 +4”1]x1=0’
x3=0 x3=0
(3.2) ['a42 +2ua],, 2o =[Pur +4112) 2 -
xa=0 x3=0

Dla wyznaczenia wystgpujacych w réwnaniach (3.1) 1 (3.2) przemieszczent zgodnie
z uwagami z p. 1. poshuzono sie wynikami prac [6 1 7].

W sposdb analogiczny do pokazanego w poprzednim punkcie mozna uzyskac
wyrazenie dla przemieszczen:

B P—p—ioh§ (1+v)*sh? A—4ch? 1— 4% (1-v)?
"(3‘3) [1u1}x3=0: - 3 _ _ 5
4K A—-v)[3+v)shichi—A(1—¥)]
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a wykorzystuiac zasade Kirchhoffa bez trudu otrzymuje si¢ skladowsq Yy,
ih(P—p—iahs) (1-+v)*sh? A—dch? A= 22 (1—v)?
4Ka? (1= [(3+v)shichA-A{1—v)]

G4 MBl=e=

Przemieszczenia pasma tarczowego 24 otrzyma¢ mozna wykorzystujac funkcje
Greena dla pasma plytowego (w obu przypadkach w réwnaniach wystgpuje bowiem
ten sam typ operatora). Szczegblowo komstrukcja rozwigzania pokazana zostala
w pracy [7]. Postuguiac sig jej wynikami mozZna napisaé '

§—T 4ch’i+(1+2A2—(1—v)*sh? A
8hal shichid+A )

(3'5) [2ﬁ2]x3= o =

Pozostale przemieszczenia na podstawie znanych rozwigzafi poiplaszczyzny i uwzgled-
niajac uwagi z p. 1 dotyczace zaleznoéci pomigdzy przestrzenia dystrybucii tempe-
rowanych 1 przestrzenia ultradystrybucji, mozna napisa¢ w postaci

L

@7 ' Eﬁz]ng ;LSE;ﬂp(v),_'i' .

e ru] - s, N
(3.9) | | . {uz}ii_g——f(a).' |

Kolejnym krokiem jest rozwigzanie réwnan (3.1), (3. 2) Dzla}ajqc operatorem &,
otrzymuje sig

(3.10) ' [16F )y = 0—[3u1+ #ily—0>
. xl—O x3=0

(3.11) [ilo 428, =0 =Pl + “fale,=0>
x3=0 xa—U

a stad po podstawwmu (3. 3) do (3.9) i przyjmujac oznaczenia
4ch? A4+(1+v)2 12— (1—v)?*sh? 1 P ()
shAch A+ 4 (@)’
(1+v)?sh? i—dch? A~ 22 (1= @5 (e)
(=) [@E+n)shichi—2(1-1)]  ¢a()

rownaniom nadamy postad

3.12) w (@)=

(3.13) & ()=

| C ptihas—P 2 i(1-)
3.14 ET a="j ;
(3.14) N T A
. h(P—p—ihed)  §-T  —i(l—»_ 2
3.15 : - = P+——35.
( ) 4Kz - @ 8hoF v olf P okl s
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Rozwiazujac réwnania (3.14), (3.15) otrzymano nastepujace wzory na transformaty
Fy poszukiwanych funkeji: : : .

Plp, ?zKE+16972 93 KER+8¢, g3 (1) h? KEo—
—iT[pq @, hKFo—4 (1 —v) @1 oo K2 ?]

(3.16 = ’
@lo 2= 91 ¢2 KE+8p, 93 KERTA® 0 — (1 ~v) o+ 11—

—8K2 ¢y pyo* —32K2hps 9y (3+20—v2) o2
(3.17) 5= iPp, g3 [16KER" o= 8(1 = hKE]+ T[p, g KE—8K? 9y 94 0°]

¢1¢2KE+8¢2¢3KEh[hZ (1= ha+1]—
' 8K g, Pao —32K2hq03 go4(3+2v —v?) &2

Podobnie jak w przypadku modeiu A wykazac mozna, ze otrzymane rozwigzanie
ma nastgpujgce wilasnofci:

1. Spehione sa warunki réwnowagi, co mozna Wykaza;c wykorzystujqc Wspom-
nlanac juz whasnosé transformaty Fot ‘

o

AL I 15 () kmo= f P(x)dxo=P,

o

1(3.1'9) _ - [s(a)a, 0= j s(xz)dxz__

=

2. W pranicznym przypadku h=0, przy czym }ednoczesnle K20, a wige wzmoc-
nienie nie posiada «sztywinodci tarczowej», rozwiazanie (3.16), (3.17) jest identyczne
Z rozwigzaniem przy zaloZeniu modelu A i przy zalozonych obciazeniach.

Wspommniang wyZej wlasno$é rozwiazania mozna wykazaé badajac granice

(3.20) ﬁmﬁ ()= 2 ALK o 91 04
- - p-+0 K 9192 KE—8K? @y 9,0%°
g2 8 B Pq0
(3.21) lim §(a)=T.
>0

Aby zinterpretowaé otrzymany wynik wygodnie jest wprowadzié oznaczenia

192 . @ P P&
’( ' ) D= K = K , ’
¢Z+S—E(ﬂ4-ocz -@—SEOC

39 4T(1 - K?e?
G23) N =T

przy takich oznaczeniach naprefenia normalne w kontakcie mozna przedstawic
w postaci sumy:

{324 P=P1+P5,.
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Pierwszy skladnik tej sumy jest identyczny z rozwigzaniem modelu A przy obcigZzeniu
sity normalna P. Drugi skiadnik po przeksztalceniach daje si¢ doprowadzi¢ do po-
staci

ir'{1-v) n 25, PP

(3.25)

«E  aE  4Ka®’
a stad, uwzgledniajac (3.6) oraz (3.8) oraz fakt, Ze
o

4KG(.3 =‘9TG [_pZ *G}x;;:O >
latwo zauwazyé, ze réwnanie (3.25) jest identyczne z nastepujacym warunkiem
nalozonym na przemieszczenia:
(3.26) 45, (T) + % (p2) =14, [p,]. _
Warunek ten wymaga, aby przemieszczenia pasma i pdlplaszczyzny byly réwne
przy zaloZeniu, Ze jedynym obcigZeniem modelu A jest sita 7. A wige wyraZzenia
(3.20) i (3.21) s istotnie rozwiazaniem modelu A przy zaloZeniu, Ze jest on obcia-
zony sita normalna P oraz styczng T (przylozong bezpofrednio do krawedzi pok-
plaszczyny).

3. Przy przyjeciu K=0 oraz jednocze$nic A=0 rozwaZane zadanie przechodzi
w zwykly przypadek péiptaszezyzny o swobodnym brzegu, obcigzonej gitami P oraz T.
Latwo to stwierdzié wykonujac przejScie gramiczne:
3.27 limp="P,

=0
X—=0

(3.28) lim §=T.
h—+0
K=+0

4, Rozwiazanie jest wolne od wspomnianego w p. 1 mankamentu zwigzanego
Z przejéciem graniczoym b—oo.

Istotnie
(3.29) limp(x)=
brw
1 4(1—v2(3
~ PKE[] - I:(l——v)z [L6h—(1—v) i* oc]miT[hKEoc~ L%g—m-ffz ocz}
B hzaz—(l—v)haﬂ] L A=) @+HY) 3-v ’
KEl1+8h 4—(1—v)? 8K 3—v [B—1—»*10-GE+w

(3.30)  lim §(a)=

b+

; JOKER 5 —8 (1—hKE T[KE+8k2 R GIC +v)]
B 4—(1—v)2 3—v
hzmz—(l—v)hoc+l] ,{1-9) B+v) 3—v ?
KE{H% y e L T R PR [(EDIERE)

a wigc naprezenia maja wartos¢ réizng od zera.
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Formuly (3.29) i (3.30) daja opis stanu naprefenia w kontakcie péiplaszczyzny
i nieskonczone] plyty i mozna je traktowac jako dodatkowo otrzymany wynik.
Wynikiem koficowym bylyby retransformaty funkeji (3.16) i (3.17).

Skomplikowana budowa sklania do rezygnacji z poszukiwania ogdlnej ich
postaci na rzecz wspomnianej juz przyblizonej procedury Krylowa, pozwalajacej
otrzymaé wyniki liczbowe (dostatecznie dokladne) dla kazdego ustalonego ukladu
wartosci parametrow.

Podobnie jak w przypadku modelu A transformaty rozkladu naprezen w kontakceie
okreslone formulami (3.16) i (3.17) spelniaja warunki stosowalnosci metody Kry-
towa z tg réznicg, e w przedstawieniv analogicznym do (2.18) wykladnik potegowy
s=1. Z tego tez powodu funkcje podcatkowe aproksymowano funkcjami wymier-
nymi o wykladniku pot¢gowym s=1. Podobnie jak poprzednio ilos¢ wezlow inter-
polacji przyjeto n=9. ‘

ao0 g3 Q6 Q9 17 24 35 - 44 &0 72 Xp
T T
;—;:-:':—;5"’ ?
. - —_ i
H — | i |
a5 - . | T -
7)1 //f/ f
// /
L1 2/ |
L1 | A ‘
a6
/ // )
0135 ] :
e 1

G5,
07501,/ D{x) :[571],,1 -0

Rys. 5
ao0 03 g6 99 12 il 46 48 il 2 %
o1 ! 7I ' s s e A |
a0e87_goz [\ == et
ﬁ_qm ¥ 2
g4 |—>= 3
05
995~ St} lon]__,
-
Rys. 6

Jesli chodzi o pozostale parametry to dobrano je tak, aby byly maksymalnie
zblizone do rozmiardéw przekroju radzieckiego dwuteownika NP 60a, dla ktdrego
wykonal obliczenia SZEREMIETEW, co umozliwia porownanie wynikéw. Tak wiec
przyjeto: b=9, A=1, h =1, P=1. Obliczenia podobnie jak w przypadkn modelu A
wykonywane byly na maszynie cyfrowej ODRA 1013, a ich wyniki przedstawiono
na rys. 5 i 6, gdzie krzywa 1 przedstawia wyniki dla modelu B, krzywa za$ 2 wyniki
Szeremietiewa. Pordwnanie wynikow pozwala zauwazyé, e maksymalna wartodé
naprezef normalaych jest w obu przypadkach zblizona. Réiznica wynosi okolo
8,5 9. Znaczniejsze réznice wykazuja jedynie krzywe rozkladu. Najogdlniej moina by

)
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powiedzie¢, Ze w przypadku modelu B wystQpUJe wicksza koncentracja naprezen
normalnych.

Jedli chodzi o naprezenia styczne to ich maksyma]ne wartoéci réznia sig okolo
289, a ich rozklad jest zdecydowanie rézny. O ile wyniki obliczen Szeremictiewa
nie wykazuja koncentracfi naprezefi stycznych, o tyle rezultaty otrzymane przy
przyjeciu modelu. B wskazuja, ze zjawisko koncentracji dotyczy réwniez napreief
stycznych.

Na wykresie naprezet normalnych oprécz: krzywych 1 i 2 naniesiono réwniez
warto$¢ maksymalnych naprezed normalnych obliczonych przy zalozeniu modetu
Girkmanna. Jak widaé, nie roznia sic one zasadniczo od wartodci otrzymanych dla
obu poréwaywanych modeli, co przemawia za poprawnoscig hipotezy wspommnianej
w punkeie 2, a dotyczacej niwelujacego sie wplywu zatoZzen uczynionych przez Girk-
manna,

4, WNIOSKI

Otrzymane rezultaty wydaja si¢ uzasadniaé stwierdzenia, Ze:

1) pomijane w dotychczasowych obliczeniach naprezenia styczne odgrywaja
istotna role i powinny by¢ uwzgledniane;

2) koncentracja dotyczy nie tylko napreien normalnych ale i stycznych;

3) w praktyce inzynierskiej malezaloby w przypadkn ruchomego obcigZenia
Jako kryterium wytrzymatosciowe stosowaé hipofezg wytezeniowa, kidra nwzgled-
nialaby jednoczednie zmeczenie i plaski charakfer stanu napreZenia;

4) dotychczasowe modele teoretyczne nie opisywaly dostatecznie adekwatnie
stanu napregenia we wzmocnieniu, co uniemozliwialo migdzy innymi racjonalna
oceng niebezpieczenstwa utraty statecznodci iokalnej; proponowany opis daje te
mozliwosci, a analiza tego problemu moze prowadzi¢ do ciekawych wynikdw,

Na zakoficzenie stwierdzié nalezy, Ze temat stanu napreZzefi w pélplaszezyznie
o wzmocnionej krawedzi jest ciggle daleki od wyczerpania, a jednoczeénie posiada

duze znaczenie praktyczne. Jest wice, jak sie wydaje, wdziecznym tematem do
dalszych studiéw,
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Pesrome

HAITPAXEHHOE COCTOSHUE B THOAYIITOCKOCTH C YIIPOYHENHPIM KPAEM

‘B pabore maercs DEIICHHS 3aMATH HONYIIOCKOCTE € YOPOYHCHHBRM, TUIMTOYHON HOROCOH,
kpacM, Pemesme TOCTDOEHO IPH HCHONB3ODAHMEH TpeobpasoBanEs Dypre 0GoGUIERHOrD Ha
UPOCTPARCTBO yH&TPARECTPHOyINE. TToydenurie pesynbTATH CpaBHems: c M3BECTHEIME N0 CMX
DOp Pe3yRsTATAMM, NPRYEM YYTCHB TAK Ka9CCTECHHEIN, KAK H KOMMYECTBCHHLE aériekTsl, i
HIUNOCTPAIAY JIOMEIIEHE YHCHOBEE NPHMEPEL BaKIIOYSHRE COCTABINIOT BEIBOJEL O XapakTepe
DPaKTHISCKAX TIOCTYIATOB.

SUMMARY

THE STRESS STATE IN A HALF SPACE WITH A STIFFENED WEDGE

In a paper the solution of the problem of half plane with a . stiffened edge by smeans
of a plate layer is presented. The solution was constructed by wvse of the Fourier transforms
generalized o the space of ultradistributions, The results’ obtained were compared qualitatively
and quantitatively with the results known up to now. As an illustration the numerical examples
are presented. The conclusions which have the character of practical postulates end the paper.
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