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Przedmiofem pracy jest zagadnienic statecznodci plaskiej postaci zginania déwigardw kratowych,
poddanych dziataniu sif w $wietle culerowskiego kryterium statecznogei. Otrzymano uklad szescin
rownan rownowagi dfwigara w stanie wyboczenia plytowego, z ktérych obliczono krytyczna
wartosé obcigzenia zewngtrznegd i postad wyboczenia diwigara, Zbadano wplyw takich parametrow,
jak odlegtosé bieguna, ktdry sledzi sita zewnetrzna, oraz sposdb obcigZenia krytycznego.

WSTEP

Wspdlczesne dzwigary pretowe, stosowane w konstrukcjach budowlanych,
mostowych, dzwignicowych itp., charakteryzuja si¢ bardzo duZg liczba elementéw
oraz ich powtarzalnoécia ksztaltéw i cyklicznym rozmieszczeniem. Regularnosé
konstrukeji umozliwia zastosowanie rachunku rdéznicowego.

Liczne przyklady wykorzystywania réwnan réinicowych do konstrukeji pre-
towych sa zamieszczone w monografiach {8 1 15]. Wiele pojedynczych zadan do-
tyczacych statecznosci réinych przypadkow konstrukcpi plaskich, zbudowanych
7 elementow powtarzalnych, zebrano w monografiach [3, 5, 23 1 24]. Metody sto-
sowane w wymienionych pracach polegaly na traktowaniv tych komstrukeii jako
ram wicloobwodowych. Wigzalo sig to jednak z klopotami obliczeniowymi, gdyz
stopiefl trudnodcl wzrastal w miare zwigkszania liczby pretdéw. Qgdlne rozwiazanie
statecznodci dowolnego ukladu pretowego oraz przylklady seczegdlne przedsta-
wili J. BAUER 1 W. GUTROWSKI w pracy [2]. Niemniej metoda ta prowadzi do
rozwigzania zlozonych ukladéw réwnan przestepnych.,

Przyblizona metoda rozwiazania zagadnienia statecznoéci jest metoda polega-
Jjaca na zastgpieniu oérodka dyskreinego, jakim sa ramy i kratownice, zastgpczym
ofrodkiem cigglym. Nalezy tu wymieni¢ prace Cz. Wozniak [25], w ktdrej opra-
cowano teori¢ ofrodkdw widknistych, opartg na modelu osrodka z mikrostruktura.

H. FrACRIEWICZ w pracy [9] przedstawit przybliZona metode obliczania sta-
tecznoscel konstrukeji siatkowych, polegajgca na przyjeciu przyblizonego schematu
utraty statecznodci, umozliwiajacego wyznaczenie statecznodci za pomocy zalei-
nodci liniowych. J. MisiAx opierajac sig na tej ogdlnej metodzie rozwiazal w pracach
[18, 19 i 20] zagadnienie statecznoéci dzZwigaréw kratowych.

W pracy [10] dokonana zostala analiza wielu parametrow konstrukcyjnych na
stateczno$¢ plaskiej postaci zginania dzwigaréw kratowych. Wickszod¢ wymienio-
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nych prac dotyczyla statecznosct ukladéw pretowych, poddanych dziataniu sit
konserwatywnych.

Pierwsze rozwigzanie stateczno$ci preta obciazonego sila $ledzaca przedstawit
E. L. NixotAT w pracy [22]. Nieco pdzZniej ukazat si¢ w literaturze caly szereg poje-
dynczych zadaf, dotyczacych. stateczno$ci pretdw, obcigZonych silami niezacho-
wawczymi, z ktérych nalezy wymienié prace [4 i 7].

Badaniem problemdw stateczno$ei plaskiej postaci zginania belek przy obcia-
zeniach $ledzacych zajmowali sie K. N. Gorak [14] i M. Como [6]. Przypadek §le-
dzacej pary sit rozwaza Ja. G. Anciewicz [1], natomiast stosowalno§é kryte-
rium statycznego i kinetycznego O. R. Nmzavzow [21] 7
~ Oddzielnie wyodrebnimy interesujacy nas problem statecznoci przy obcig-
Zeniu sitami skierowanymi do bieguna. Optymalnym ksztaltowaniem pretdw przy
dziataniu tego typu obcigzenia zajmowali si¢ A. GATEWSKI i M. ZYCZKOWSKI W pra-
cach [11, 12 i 13]. Dotychczas brak w literaturze rozwigzan dotyczacych Wymief
nionej nieklasycznej statecznodci dzwigardw kratowych.

Biorac powyzsze pod uwage autorzy postawili sobie za cel przedstawienie me-
tody rozwigzania stateczno$ci plaskiej postaci zginania déwigardw kratowych,
poddanych dzialaniu sit skierowanych do bieguna, opierajac si¢ na eulerowskim
kryterium statecznoéci. Na podstawie tego kryterium zbadano wplyw takich czyn-
nikéw jak sposdb obcigzenia, sposéb wykrzyzowania, odleglo$é bieguna, kiory
$ledzi sita zewnetrzna, na stateczno§é plaskiej postaci zginania diwigaréw kra-
towych. Zbadanie wplywu powyzszych parametéw na warto$¢ obcigZenia kry-
tycznego ma wielkie znaczenie dla prawidlowego projektowania tych dzwigardw.

Nalezy podkreslic, ze w praktyce inzynierskiej stosowane sg konstrukeje obcig-
zane sifami skierowanymi do bieguna. Przykladem takiej konstrukcji jest dZwigar
przedstawiony na rys. 1.
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1. METODA BADANIA STATECZNOSCI PLASKIEY POSTACI ZGINANIA  DZWIGAROW
KRATOWYCH PRZY DZIALANIU SHE SKIEROWANYCH DO BIEGUNA

Przedmiotem rozwazaf jest regularny, plaski diwigar kratowy, przedstawiony
na rys. 2. Przekroje wszystkich pretéw si jednakowe, a ich gléwne osie bezwladnosci
sa odpowiednio prostopadle i réwnolegle do plaszczyzny dzwigara. Diwigar moze
by¢ obigzony w wezlach gérnego i dolnego pasa sitami P skierowanymi do bieguna
(przechodzacyini przez punkt staty).

Aw

Rys. 2

Rozpatrywane obciaZenie jest konserwaiywne i zawsze posiada potencjal. Jak
wykazat H. LereHoLZ [16] przy istmieniu potencjatu —kryterium eulerowskie jest
zawsze wystarczajicym kryterium dla stateczno$ci. Dla problemu statecznosei
plaskiej postaci zginania diwigaréw kratowych istnienie potencialz daje si¢ Iatwo
wykazaé. Po utracie statecznodci koniec diwigara jest na ogdt obcigzony silg pio-
nowa V=P, sita pozioma H i momentem M, (rys. 2). Poniewaz przy matych ugic-
ciach przyjmuje si¢, Ze V=P =const, warunkiem wiec istnienia potencjatu ukiadu
Jjest warunek

dH M,
(1.1) —=

O vy

>

gdzie o oznacza umowny kat obrotu (zwichrzenia) na koncu dZwigara, v, pozio-
ma strzalke ugiecia dolnego pasa. Jeeli odleglo$¢ bieguna od punktu przylozenia
sily ozmaczymy przez ¢, a wysokodé diwigara przez b, to mozna wyprowadzié
WZOTy

e (v, +bsinw) P

. 3

c

(1.2)

o . vy+bsinw
M, =Vbsinw+ Hb Cosw:Pbsma)—i——ckacosw,

i dla malych katéw w warunek istnienia potencjalu jest spelmiony.
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Jak to stwierdziliémy we wstepie, opicra¢ sie bedziemy na przyblizonej metodzie
obliczania wyboczenia plytowego plaskich diwigaréw siatkowych, omdwione]
w pracy [9]. W zastosowaniu do statecznodci plaskiej postaci zginania diwigaréw
kratowych, poddanych dzialaniu sit konserwatywnych, metoda ta zostala omé-
wiona w pracach [10, 18 i 19]. Wedlug tej metody réwnaniami stateczno$ci dla
dowolnych siatek staja si¢ Téwnania statycznego zginania plyty siatkowej, wkto-
rych miejsce dowolnego obcigZenia zewnetrznego przyjmuje obcigZenie szczegdlne,
bedgce pewna pochodig tarczowego stanu napieé i stanu przemieszezefi, powodu-
jace plytowe wygigcie dzwigara. W pracy [9} przedstawiony zostal model ilustru-
jacy sposdb obliczenia tego obcigZenia. Model ten moZna zastosowaé do opisania

Rys, 3

zagadnienia statecznofci plaskiej postaci zginania dzwigaréw kratowych, podda-
nych dziataniu sit skierowanych do bieguna. Po nadaniu weztom tarczy przemiesz-
czen o, 1 vy powoduje si¢ prrejécie ukladu sztywno-przegubowej tarczy i sprezystej
plyty od plaskiej postaci do konfiguracji wygigtej (rys. 3). Rozpatrywane zagadnie-
nie t6zni sig od zwyklego przypadku eulerowskiego tym, e przy wyboczeniu w
- punkcie przylozenia sily skierowanej do bieguna wystgpuje jej sktadowa sita, prosto-
padia do plaszczyzny dswigara. Poniewaz przy malych ugigciach mozna przyjag,
7e skladowa lezaca w plaszezyznie tarczy jest rowna sile P, przeto sktadowa do
niej prostopadla wyraza sig wzorem

(1:3) | H-P—.

Zgodnie z rys. 3 prety tarczy po nadaniu wspommianych wychyled pozostajg
proste, a plyta wygina sig sprezyscie. W efekcie sily dzialajace w pretach tarczy
(T4, Ty, Ty, Ty obliczone jako funkcje sily P lezgcej w plaszczyznie tarczy) daja
rzut na kierunek prostopadly do jej plaszczyzny i powstale w ten sposdb sily Py,
Piowes Poyy Par, Pos, ooy Py, tie moga byé zréownowazone w obrebie tarczowego
stanu napieé i obciaZaja sprzezona z tarcza plyte. Sily te sa liniowa funkcja sil tar-
‘czowych i zaloZzonego wychylenia plytowego. Opréez tych sit plytg obciazaé bedzie
sita H (1.3).
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Oparte na przedstawiongj metodzie etapy rozwigzania rozpatrywanego pro-
blenru stateczno$ci sa nastepujace:
1) okre$lenie tarczowego stanu napieé jako funkeji obcigZenia leZacego w plasz-
czyzZoie tarczy, ‘
2) wyprowadzenie réwnafi réwnowagi plyty obciazonej w wgzlach dowolnym
obcigzeniem,
3} obliczenie obcigzenia plytowego zgodnie z przedstawionym modelem (jako
wypadkowe od sit tarczonych i skladowe si#t skierowanych do biegunaj,
4) ustalenie wyboczeniowych réwnan réwnowagi.
Zgodnie z przyieta metoda wyboczeniowe réwnania rownowagi dla rozpatry-
wanego dZwigara kratowego maja nastgpujgca postac:
1 1 1 1 2 il =
E}y Qg B Qo ony VEL Qo T2 Rty HEL By +
'Jf‘Eiz Q(I§1+ 1)+E§1 Qé1)+Eiv(§1+ 1 f'"Ei 5(:1) “'“-Eé ;’(sw 1):0 ?
2 1 2 5
Elz Q(:1+1) +E§1 9(251)“"}3;2 .Qé1+ 1)+E;2zs Q(2§1+2)+Ef1 'Q(lé’)+
+ 5 Q0+ E3, 00, _1)+Ef‘7f(e‘) +E2ve gy HE v+ E vy =0,
-1 5l i I L7 =7
B @yt E s Ryt Eay QbepytE Qg+ E, Qs Bt
I oy . T oy -
B By HE 5 Qo oy HE B T E3 20 42) +E v =0,
Nrndit 84 1T =11 _1 g LR
Ela ‘Q(lg“l +2) +-E22 Q?§1+1) +E23 Q(zfi +2)+E12 *Q(é*-{- 1) +E12_1 Qi_zﬁl)+
15 B 72 it e
+E122 Qél +1) +-E1213 9(514, 2) +E131‘U(51+ 2) +E:§_I 7)(.51) +
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(1.4)

E;QQ@+L)+E;1QéjﬁE;ZQélHﬁE;aQ§¢1+2)+Ellgé.)+
vy o 2 i ! P ¢
B3 Qg 1y 5 Qo HE, +E1p)""'(-f‘)"'(EZ+ C+E2p)“’{é‘+.1)+

+(E3+E3) 0 0+ (£ +E;p);l(¢l_)+(§; +E;p) P+ =0,

=Ty

I 1 ' 1 " 2 ~y TP
EL, QL oy E s Qo tEpy Qi oy HE Qe nHE 2, Dt
a—pp oy 11 11 I '
B By iyt By By oy HE TE )V 1y HEs HE5)0en

it Ly -~ 2 P - ~ ! =1 -~
+(E1 +Elp)?}(fl)+ Ez +7+E2p ‘TJ(EI+1)+(E3 +E3p)7)(¢1+2):0.

Jest to uktad jednorodny sze$ciu réwnan réznicowych liniowych o statych wspdl-
czynnikach., Niewiadomymi funkcjami wspohzednej &' weztdéw dzwigara jest
sze$é sktadowych 91, Q2, v, 01, £3?, v stanu przemieszczenia tych weztdw.

Warunkiem istnienia niczerowych przemieszezed jest, aby wyznacznik cha-
rakterystyczny powyiszego ukladu réwnah (napisanych dla wszystkich wezldw
déwigara) byt réwny zeru. Warunek ten mozna przedsiawié nastgpujgco:

(1.5) |A—PB|=0,

gdzie (A—PB) jest macierza kwadratowa wsp6lezynnikdéw wspomnianego ukladu
téwnafi (1.4), przy czym macierz B nie jest macierza jednostkowa. Wspdlczynnik
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tej macierzy jest wielomianem n-tego stopnia ze wzgledu na zewnetrzne cobeiggenie
P. Stopiefi ten jest liczba stopni swobody wszystkich wezléw dzwigara. Wspomniany
wyzej warnnek (1.5 sprowadza sig do rownania

(1.6) W(P)=0.

z rozwigzania tego réwnania otrzymuje si¢ uklad sit krytycznych P. Nas intere-
suje przede wszystkim najmniejsza warto§é sily krytyczne] P oraz odpowxadajqca
jej posta¢ wyboczenia diwigara.

Operatory réwnati (1.4) posiadaja nastepujacq postaé:

. . . 42 ytatu 4a? o
Ej =E=ay, Ei,= - PE —2ay - A
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(1.7} E; —Efﬁ\ E! ﬁ-_L[Tli-f‘-Hﬁﬂ ) +T1(:1)+Tz(gl.m]
0 voama o a A » I’
c.d.
E! _ s Iz Ty B Toeany o _Tagas
A a;a g A4 2p ah 2p ab

i ___M E” =T“f'fl) E”" =M}_

s aiA ’ ir a; a ’ Ip ay a
P 1 [Tl'(«f‘)+Til(¢'*+I) N 5 + TI(&IH)]
2p a, a b A ’

gdzic a, b, A=(a*+b*)* oznaczaja dhugodci odpowiednich pretéw, o, £, #, 4, 3, 8, ¥
stosunki sztywnosci zginania i skrgeania poszezegolnych pretéw oraz T, 7%, Tr, Tor
wewnetrzne sity tarczowe (dla konkretnego diwigara obliczamy je ze statyki tarczy
i wyrazamy jako funkcje obcigienta zewnegtrznego P).

Wartosci przemieszezenn wezidw fikeyjnych dla rozpatrywanyeh warunkéw
brzegowych sg nastepujace:

1. Dla brzegu swobodnego, nie obcigzonego — wartoécel przesunieé 1 obrotéw
WYnosza

) - S - . s
QRe-n=8ey,  Lup_n=Le, de-n=vey+ably,,

Gy AbPan+a® | &% (dan —ap)
Qli_ = [qus]w(él)+[1 +——W yE Qi+ A Qo+
6b# . a®pu—2b%an Cab? (-4 ]
"‘[_ Z]f’(al)‘*“[ ‘ 3 ﬂ]gcla') [ - ??)] Y
wA wd wAd? &)
#o-n] @ y+ab* p
Qé._l):{ yER R L ye Qi+
(1.8) a*(u-m| .. cytab®u] .
' + PE et~ 43 L0y 5

a’n ba* (29— 1)
W((’."*!)=[I + A3 ]7)(51)+{ 2 43 ‘Q(lﬁ'J+

a*b? (b u+2at ) il
-+ [db + 243 (26‘) +i— 7A3 V(s) -+
+ ab* i 5 3 abQa’n+b>p) | .
243 ()] 243 (s -

2. Brzeg sztywno zamocowany charakteryzuje sig tym, Ze przesunigcia i obroty
weztow sg rdwne

[W]§l=u:03 [Ql]é‘rr!:(]a [Qz]él=r1=0)

(1.9) i : -
[ﬂ]§l=n“_‘-05 [Q ]5‘:!1:0’ {Q },:l:":O.
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2. WYNIKI OBLICZEN SIL KRYTYCZNYCH 1 POSTACI WYBOCZENIA

Obliczenie z réwnaf (1.4) krytycznej warto$ci zewngtrznego obcigZenia P doko-
nuje si¢ za pomoca metody numerycznej, ktéra zostata opisana w pracach [17 i 18].

Dla przykladéw zestawionych w tablicach 11 2 obliczenia numeryczne przepro-
wadzono dla pretéw o przekrojach osiowosymetrycznych o wymiarach gabaryto-
wych diwigara /=3a=0,75m, b=0,125m i sztywnodci zginania pasa a, {(kGm?),
lezacego na linii parametrycznej &', Zamieszezone w tych tablicach najmniejsze war-
todel sit krytycznych odpowiadaja réznym sposobom obeciazenia i wykratowania
déwigara, jak réwnicz kolejnym odleglosciom punktéw (biegundw), do kidrych
skierowane jest obciaZenie zewnetrzne. Ponadto zaleimoéci powyisze przedsta-
wiono na wykresie Py fa, =f(c/b).
Bl
| fifm’]

y e
el
1,“\\‘; tgb“ﬁﬂt/
tamfcﬂ. I8 ,
fabifica 1, wiersz 4

hed)
[

Rys. 4

W tablicy 1 zamieszczono wartodci sit krytyczaych dla przypadku obcigZenia
skierowanego do’ bieguna, znajdujacego sie powyzej punkiu przyloZenia obcia-
zenia (dodatnie wartosci odleglodei ¢). Jak wida¢ z wykresu (rys. 4) wartodel te
rosng od zera (przy c¢/b=0) do wartodci skonczonej odpowiadajacej chciaZzenin
sila konserwatywna (przy cfb=o0).

ObciaZenie krytyczne, odpowiadajqce biegunom znajdujacym sig poniZe] punkta
przyloZenia obciaZenia (ujemne wartosci odleglodel ¢ tablica 2), rosnie od wartosci
odpowiadajacych silom konserwatywnym (przy c¢fb= —oo) do wartofel skonczo-
nych (przy c/b=0).

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna stwierdzié, 2¢ punkty na wykresie
przy ¢/b=0 sa punktami osobliwymi. Eulerowskie kryterium statecznoscl daje
w tych punktach nicjednoznaczne rozwigzania, Szczegdtowa analizg statecznoscl
dzwigara w otoczeniu punktu ¢/b=0 zajmiemy si¢ W nastgpnej pracy.
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20,375361 a, .

Tablica 1
\ Kol. a b c
\ Odleglosé; Wartosé sily
\ bieguna krytycznej Postacie wyboczenia wybranych diwigarow
Wiersz | elm] Py, [KG]
0 0
0,125 2,338585 a,
0,250 4,560182 a,
R 0,5 8,386091 ay
1 13,384737 a,
oo 22,596325 a,
o . 0
0,125 2,548166 a,
0,25 5,127589 a,
2 0,5 9,941747 a,
1 16,818458 a.
oo 28,994302 a;
wh : ;7
0 0 : Per=4,56926a, (k6] oo
0,125 2,399839 a, c . Tl
0,25 4,559526 a, &
3 0,5 8,005073 a, g
1 11,994178 ¢, v
oo 18,254378 @, u
0 0
0,125 2,350006
0,25 4,597403 a;
4 0.5 8,443149 2,
1 13,183010 &,
oo
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Tablica 2
\ Kol a b B o c o
AN Odleglos¢|  Wartos¢ sily
\ . bieguna krytyczoej Postacie wyboczenia wybranych dzwigarow
Wierss \(| ¢ [m] P IkG] '
0 40,997385 a;
—0,125 | 38,773445 a,
025 | 36,865645 a,
1 05 33,879327 a,
—1 30,226093 a
—co 22,596325 a,
0 46,185739 a,
—0,125 | 44,163671 a,
~025 | 42,514490 q,
2 05 39,940475 a,
1 36,713019 ay
—oo 28,994302 g,
0 31,230526 a,
—0,125 | 29,562724 a,
; —025 | 281243024,
—~0,5 25905479 a,
1 23,301798 a;
—oo 18,254378 a,
0 33,544546 @,
~0,125 | 31710777 a,
. —025 | 30213017 a,
4 —0,5 28,002459 a,
—1 25,472396 a,
oo 20,375361 ay
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Analiza wplywu sposobu obcigzenia na warto$¢ obciaZenia krytycznego wyka-

zala bardziej korzystne jego przylozenie do weziéw dolnego pasa. Z pordwnania
sposohdw wykratowania pretdw wynika, Ze dZzwigary przedstawione w 3 1 4 wierszu
(tablice 11 2) sa korzystnie] wykratowane, niz dZwigary zamieszczone w wierszu, 11 2.

Wszystkim obliczonym najmniejszym wartodciom sit krytycznych odpowiadaja

postacie wyboczenia dzwigardw. Przykladowo w kelumnie ¢ (tablice 11 2) przedsta-
wiono postacie wybranych dewigardw,
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Peswme

VCTOMYRBOCTE ITLIOCKOTO THITA WM3THMBA IBYXIIOACHBIX ®EPM HPH
JEVICTBUM CUJhI HAIIPABJIEHHON K HOIIOCY

TIpenMeTom paboTsl ABASETCHA 3afa¥a YCTOHIMBOCTH MROCKOTO THIA naruda epM DoIBEPT-
" HyTHIX DEHCTBMIO CHJ B CBETe KPHTEPHA YCTOHYHBOCTH DO Bitepy. Ionyyena cucTeMa IHeCTH ypa-
BHEHRIT paBHOBECHR Qephil B COCTOSHHH MIATOYHOTO IPOIOIEHONT m3rE0A, M3 KOTOPLIX BEIHCIERE!
KPETHYECKOE 3iavedile BHEITNCH Harpyskd M BUA HPOAOTBHEOTC miruba depmer. HMceneporafo
BIMAHHE TAKMX [ADAMETPOB, KAK: 3HAYSHAEC DACCTONHEA HONOCE, KOTOPHIA CICOHT BHEIIRAL
cirma, crnocof XpHTNMeckoil Harpysxu.

SUMMARY

STABILITY OF PLANE BENDING SHAPE OF TWO-LAYER LATTICE GIRDER UNDER
ACTION OF A FORCE DIRECTED TO THE POLE

The paper deals with the problem of stability of plane bending shape of lattice girders under
action of tracing forces in the light of Buler criterion stability. The system of six equilibrium equa-
tions for the girder in a plate buckling state is obtained from which the critical value of external
load and buckling -shape of girder are cvaluated. The influence of such parameters as the value
of pole distance which is traced by external force, the way of Joading and crossing the bars on the
value of critical load was examined.
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