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KONSOLIDACJA POLPRZESTRZENI LEPKOSPREZYSTE]
OBCIAZONEI SILA SKUPIONA

GWIDON SZEFER I JAN GASZYNS5KI (KRAKOW)

W pracy podano rozwigzanie dla osiowo-symetrycznego stanu deformacji konsolidujacej
polprzestrzeni lepkosprezystej, wywolanego dzialaniem sily skupionej na brzegu. Wiasnoscei reolo-
giczne szkicletu opisano rdznymi jadrami pelzania postaciowego, obj¢todciowego i wywolanego
dzialaniem cieczy w porach. Uzyskano §ciste rezultaty w transformatach zaréwno dla brzegn prze-
puszczalnego jak i nieprzepuszczalnego. Podano efektywna metode odwracania transformat. Wy-
kazano, Ze charakier osobliwosci rozwigzania rézni- sig, od przypadku oérodka jednofazowego
{polprzestrzent sprefysta) tylko ilodciowo, Uzyskane rozw1azan1e stanowi funkcje Greena dla kon-
so];dumee] polprzestrzeni.

1. Wsrtep

Konstrukcja rozwigzan osobliwych, a w tym przede wszystkim rozwiazai dla
sily skupionej, zajmuje szczegdlne miejsce w liniowych teoriach ofrodka cigglego.
Wynika to z jednej strony z przestanck natury matematycznej (analizy osobliwosci,
funkcji Greena), w drugiej zas z powoddéw natury fizycznej, a thumaczgcych sig ana-
lizag koncentracji naprgZen, charakterem osobliwodei w mieszamych problemach
brzegowych (stempel, szczelina) itp. Pod tym wzgledem rola takich rozwiazan
we wspolczesnej, liniowej teorii konsolidacji jest nie mniej doniosta. Szezegdlnie
problem pdlprzestrzeni obeigzonej sity skupiong zastuguje, ze wzgledu na swaj walor
poznawczy jak i prakiyczny, na oddzielne potraktowanie, Chociaz zagadnienie to bylo
juz podejmowane wezedniej przez kilke autordw (FREUDENTHAL-SPILLLERS [4], SoB-
CzyYNSKA [13 1 14], Zarecky [18], KoNczak [5]), jego dyskusji nie mozna uznaé
w pelni za zadowalajaca i zamknigta. Okazuje sie bowiem, ze wigkszoé¢ istniejacych
rezultatéw obarczona jest bledem wynikajacym. z niepoprawnie postawionych wa-
runkéw poczatkowych, a ignorujacych nienormalnosé ukladu réwnaf teorii konso-
lidacji. W pracach [4, 13, 14 i 5] rozwazano przypadek natychmiastowego obciaZenia
przy rownoczesnym przyjeciu jednorodnych warunkdw poczatkowych, co. jak tatwo
sprawdzi¢, prowadzi do rezultatéw niezgodnych z zalozeniem: pdy w rozwigzanin
wykona sig przejscie graniczne t—0%, to nie otrzymuje si¢ spodziewanych zerowych
wartosei funkcji zatoZzonych w warunkn poczatkowym. Podobnie bledne rezultaty
lecz dla innych przypadkdw obeigZenia otrzymali BioT {2] oraz McCNAMEE i GIBsON
[9-1 10). Kwestig t¢ probowano thumaczy¢ réznymi przyczynami o charakterze fizycz-
nym [3], jednak istota problemu ma zupelnie odmienny charakter i lezy w sferze
wlasnofci czysto matematyczoych. Z kolei ZAReckI [18], chociaz uniknal tego bleduy,
nie rozwiazal problemu w sposéb fcisly stosujac metede kolejnych przybhzen,
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Wychodzac z uproszezonego réwnania filtracji (odpowiadajacego w istocie ofrod-
kowi niefcisliwemu) i nie analizujgc precyzyjnie procesu zbieZnosci uzyskal on
z zatozenia taki charakter osobliwoéci rozwiazania, jaki zostal pedyktowany metoda,
rozwiazania.

W pracy niniejszej rozwazamy osiowo-symetryczny stan odksztalcenia poro-
watego ofrodka lepko-sprezystego, wywolany dziataniem sity skupionej przyfozonej
do brzegu. Na gruncie tréjwymiarowej (sprzgzonej) teorii konsolidacji Biota skon-
struujemy Sciste rozwiszanie przy mozliwie ogdlnych zatoZeniach o wiasnosciach
reologicznych szkieletu. Szezegélowo przeanalizujemy problem warunkéw poczat-
kowych. Rozwigzanie podamy zaréwno dla brzegu przepuszczalnego jak i nieprze-
puszezalnego dla cieczy. '

2. ZESTAW ROWNAN KONSOLIDUTACEGO OSRODKA LEPKO-SPRBZYSTEGO

Rozwazaé bedziemy dwufazowy, porowaty osérodek odksztalcalny zfozony
z izotropowego, jednorodnego i lepko-spreZystego szkieletu oraz cieczy przesacza-
jacej sie przez pory zgodnie z prawem Darcy’ego. O materiale szkieletn zakladamy,
Ze posiada wlasnodcei reologiczne zgodne z zasada dziedzicznosci Bolizmanna bez
starzenia z réznymi jadrami pelzania w procesie odksztalcenia postaciowego, obje- -
toiciowego oraz wywolanego ci$nieniem hydrostatycznym cieczy w porach. Taki
model materiatu prowadzi z jednej strony do mozliwie najogdélniejszego opisu linio-
wego, lepko-sprezystego ofrodka porowatego nasyconego ciecza, z drugiej za$
stosownie do prac ZAreckwco [18] i badad MestcHIANA [11] ujmuje szeroka
kiase gruntdw gliniastych, w kidrych stwierdzono rézne cechy pelfzania objgtoscio-
wego W procesie §ciskania i rozciagania. Scharakieryzowany wyzej material bedzie
zatem opisany nastepujgcymi réwnaniami konstytutywnymi:

prawem zmiany postaci szkieletu

o Sy
2.1) =5
prawem zmiany objgtosci szkieletu
2.2 =
(2.2) e = i

oraz prawem zmiany objetodci wywolanej ci$nieniem cieczy
g
2.3 el =,
@3 I
We wzorach wprowadzono nast¢pujgce oznaczemia: ej, oznacza skiadowe
dewiatora odksztalcen szkieletu, e° skladowe aksjatora odksztalcefi szKieletu, e” skia-
dowe aksjatora odkszialcen wywolane ci$nieniem cieczy, s,; skladowe dewiatora
napreZefi, oy, ==s aksjator napreZen, sP=3p aksjator naprezed wywolany ciSnieniem
cieczy oraz p cifnienie hydrostatyczne cieczy w porach.
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Wielkoséci N, 4,, A, sa odpowiednimi operatorami calkowymi Volterry drugiego
rodzaju postaci :

_ 4
N-tm 1+fK(t—t)...d~c],
Hl o ,

1 _ F
el .
2.4) e Of K, (i—7) ...dr],

17 £
A7t=— 1+pr(t-—f)...dr],
- o

gdzie g, o, «, $a to odpowiednio moduly odkszatalcenia postaciowego, objgtoscio-
wego 1 wywolanego ci$nieniem cieczy oraz K {t—1), K, (¢~ 1), X, (r—1) jadra pelza-
nia postaciowego, objetodciowego i wywolanego ciSnieniem cieczy.

Poniewaz ciecz nie przenosi naprezen styczaych, zwigzek (2.1) jest zarazem
prawem zmiany postaci dla calego ofrodka dwufazowego. Dodajac (2.2) i (2.3)
otrzymamy zwiazek charakteryzujacy calkowite (dla ofrodka dwufazowego) prawo
zmiany objetodei:

s 3p

= DH___“‘ -
(2.5) g=gy=¢&te i +Apr¥

51" )
Laczac (2.1) z (2.5) wedlug wzoru aszeij-!-?] g otrzymujemy podstawowe 1OW-

nanie konstytutywne dla rozwazanego ofrodka dwufazowego:

26 | P, i ( ! ) 5o

( . ) - sf.f_zN 3 A 2N O-kk+ IJAP!
ktdre czesto dogodniej przedstawi¢ w formie rozwigzanej ze wzglegdu na naprgZeniai
(2.7) . aij=2Ngij+§ijM£kk_5ij-Ap'

Wyprowadzono tu nastgpujace oznaczenia:

‘ 1
N=pu [1—]12(;—7) dr], M= (4,~2N),

T
4,=a, [wj}e,,(r—r) dz], A=A, 45,
1]

gdzie R(t—7) oraz R,(f—t) sa rezolwentami odpowiednich jader K(t—7) oraz
K, {t—).

~ Réwnanie (2.7) (lub (2.6)) jest najogdlniejszym opisem liniowego, lepko-sprezy-
stego malerialy porowatego nasyconego ciecza. Obejmuje ono réwniez wszystkie
rézniczkowe modele reologiczne. W szezegdlnodel, gdy

K,=K,=0, K(t—1)=de 749,
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otrzymujemy model standartowy, gdy K,=K,=0, K=4§=const — model Maxwella
rozwazany W pracy FREUDENTHALA i SpiLLErsa [4], a gdy K=K,=K,=0 —kla-
syczny ofrodek o szkielecie sprezystym szeroko traktowany w pracach Biota fli2].

Do wyprowadzonych =zaleznodci- fizycznych dolaczamy ponadto réwnania
réwnowagi

(2.8) . JIJ,J=0’
réwnania geometryczne

1
2.9 &y = ?(ui,j"'uj, )
oraz réwnanie filtracji '
g -k 3n
(2.10) . 7 Ap=gﬁﬁ+é.

W réwnaniach tych #; oznacza wspdlrzedne wektora przemieszezenia, n porowatosc,
k wspolezynnik filtracii, y ciezar objetosciowy cleczy, «, modul &cifliwodci cieczy,
A operator Laplace’a oraz (V)= i

Réwnania (2.7)-(2.10) stanowia pelmy uklad réwnan teorii konSohdaC}a dla
ofrodka o szkielecie lepkospresystym.,

W zastosowaniach, zwlaszeza dla wyznaczenia os1a.dan podioza, najwygodniej
poshizy¢ si¢ ukladem réwnai przemieszczeniowych

@.11) NAu+(N+M)e —Ap =0, i=1,2,3,

otrzymanych w znany sposdb przez podstaWienie (2.9) do réwnan (2.7),a tych
zkolei do (2.8).

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W walcowym ukladzie Wspéirzqdnych r, g, 7 rozpatrujeny poélprzestrzet zz0,
kidrej gladki brzeg obcigZony jest normalna sity skupiona P (#) {rys. 1). Podstawe
rozwazad stanowi¢ bedg réwnania (2.10) i (2.11), ktére w rozpatrywanym przez

nas przypadku osiowej symetrii przybiorg
;p (1) a8 postac
2

i
N(AL MFT)-{-(N-#M) g,=Ap .,

G NAw+(N+Mye,=Ap,,,

k y n
—dp=—p+i,
Rys. 1 ¥ Uy

gdzie 2 18 &

i
S —u,t—+w, =—+—
CT T T ar' oy ar 92

oraz gdzie u oznacza przemieszczenie radialne, a w przemieszczenie pionowe.
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Réwnania (3.1) tworza uklad réwnan rézniczkowo-catkowych z trzema nie-
wiadomymi funkcjami u, w, p. Dla pelnego, poprawnego sformulowania problemu
nalezy postawié stosowne warunki brzegowe i poczatkowe. O ile sprecyzowanie wa-
rankéw brzegowych jest dla konkretnych typéw obciaZenia sprawg oczywista, o tyle
formutowanie warunkéw poczgtkowych bylo, jak to juz podkreflono we wstgpie,
przyczyng wielu usterck i nieporozuniies. W zwigzku z tym problem ten omowiny
nieco szerzej.

Warunki brzegowe W rozwaZanym przez nas przypadku beda nastepujace:

0,:(r, 0,8)=0,

(3.2) o, (r, 0, H=PS (") T(f)

oraz dla brzegu przepuszczalnego
p(r,0,0)=0

i dia brzegu nieprzepuszczalnego

@maﬂ
[ gz z=0_0-

Ponadto zadamy spelnienia pastgpujacych warunkdw w nieskoficzonosci:
(3.3) lim(a,., 0., p)=0,
R—>w
gdzie Rz'l-/ 22412,
Niech warunki poczatkowe majg postal

u(r, z, \y=up(r, 2,
(3.4) ! W (J', Za 0) = WO (}‘, Z) H
p(J‘, Zy O)Ep() (l", Z) .

Zauwazmy na wstgpie, ze uklad (3.1) nie jest normalny [12} wzgledem operatora
d/3t, tj. wyznacznik macierzy utworzonej ze wspélczynnikéw przy pochednych
najwyzszego rzedu wzgledem 7 wektora (u, w, p) jest rowny zeru. W takim przypadku
funkcje ug, Wo, Po, Wystepujace w (3.4), nie moga byé dowolne, lecz musza spetniaé
tzw, warunki zgodnogci [12]. Otrzymamy je z ukladu (3.1) przechodzac do granicy
t—0. )

Wykonujac omawiane przejcie graniczne w dwoch pierwszych réwnaniach ukiadu
i uwzgledniajac przy tym postaé operatoréw (2.4) i (2.7) dostaniemy

1
#'(A '7) u(r, iz, 0+ (u+Ay e, (1, z, O=ap (. 7, 0,
(3.5) d

.uAW(?', Z, 0)+(ﬂ+}") 8,2(?: Zy O)map,z(rr Z, 0)7
gdzie '
=

1
l=ﬁ3—(oc,,.—2;t), o:=;;“.
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Wykorzystujac warunki (3.4) znajdziemy wiec

1
(3.6) s (A_'F) to+{(p+2) (o, re +Wo, 1) =g, r »

#AWO + (!u+ﬁ') (uﬂ,rz+w0,zz) =dPg, -

~-Sa to wlasnie poszukiwane warunki zgodnosci. Jak widac, trzy funkcje g, Wo, Po
zwigzane sa dwoma réwnaniami, stad tylko jedna z nich moze byé dowolna. Uklad
(3.6) wymaga z kolei okre§lenia odpowiednich warunkdéw brzegowych. Otrzymamy
Jje ze zwigzkow (3.2) przechodzac do granicy #—0. Uwzgledniajac réwnania fizyczne

6,=2Ne,+ Me—Ap, o,=2Nz,,,
znajdziemy dla z=(
2# (uo,z"‘w(),r):os

3.7
2uwq, .+ A (uq, s+ We, D —upe=P3(r}T{0)

oraz dla brzegn przepuszczalnego

Po= Os
a dla brzegu nieprzepuszczalnego

‘pg,z=0.

W chwili poczatkowej funkcje wp, wo, po okreflone warunkami (3.4) musza zatem
spelnia¢ ukiad (3.6) przy warunkach brzegowych (3.7).

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ przypadkiem obcigzenia wzrastajacego w czasie

w sposdb ciggly od 0 do wartodci skoiiczonej. Funkeja 7'(f) bedzie wiec ksztatiu

przedsiawionego na rys. 2. Wowcezas T(0)=10.

kT Ukiad (3.6) przy warunkach (3.7) ma roz-
wigzanie trywialne:

t (3.8) Ug = Wq :po=0.

¥

TFakie jednorodne warunki poczatkowe przyj-
Rys. 2 mujemy wigc w dalszym toku pracy.

4, OGGOLNE ROZWIAZANIE PROBLEMU

Do rozwigzania ukladn (3.1) zastosujemy transformacje calkowa Hankela
wegledem zmiennej » oraz Laplace’a wzgledem 7 Wykorzystujac znane wzory
dla funkeji Bessela, postac operatoréw N, M, A, twierdzenie o splocie dla {ransfor-
macji. Laplace’a oraz warunki poczatkowe (3.8), otrzymamy

d:’.
_N(———mZ)ﬁ'+(N+M)(~w) §=—wdp,

dz?
C(41) _
_{d? - . d . _dp d? /A
N (‘EE““Q)E ﬁ-}-(N+M);E=A;, _'}’_ @—(ﬂz ﬁ:;wSy—l-SB,
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gdzie w
ii(w, z, 5)= f f ulr, z, HrJ, (wr)e "t drdt,
a 0

(e, z, 8) w ol g(r, z, 1)
w(w,z,5) | = w(r, z, ) | 1o (or) e~ St dirdt,
Plo,z, 91| &6 [plrzD

[N, M, A‘}=f [N, M, Al e~ dt.
0
Przystepujac do rozwigzania ukladu (4.1) wykonujemy nastgpujace operacje: réw-

nanie (4.1}, mnozymy przez w, a (4.1), rézniczkujemy wzgledem z; nastepnie tak
przeksziafcone réwnania dodajemy do siebie; otrzymamy

d? . d?
4.2 2N+ i) (dzz'—wz) E=E(;i-z-2——m2)ﬁ.
Uwzglegdniajac trzecie z réwnan (4.1), mozemy wyznaczy¢ cifnienie cieczy:
’ d? 2 _ 42
4.3) (dz—zuwz) p—sB (E—mz);?:o, .

gdzie dla zwigzlodci wyprowadzono nastgpujace oznaczenie:

E__y(?’n_'_ a )
"k \a, 2N )

Rozwigzanie réwnania (4.3) przy uwzglednieniu (3.3} ma postaé
(4‘4) ﬁ(w: Z, S)= Ci (CO, S) e~ v C2 (w’ S)e—mz ,

dzi _
gdae mr=m?+4+sB.

Majac p obliczamy £ z (4.1), i podstawiamy do pozostalych dwéch réwnan ukladn
{4.1). Otrzymamy

(dz Z)Z_N+M{k(d2 2) (3n+ A )] -
. I TRy y\dz2 ) N\, T N |

(dz 2):_ N+M[k(dz 2) (3n+ A )]d_:
iz YT TRy y \dz? @ = o, N+M b

Rozwigzanie powyzszych réwnafd po uwzglgdnienin (4.4) jest nastepujace:

= C N+H(3n+ 14— ) — Gz C Jw —ihz ‘C — Lz
SACET I PR 73 R 177 7o LA L

(4.6) o _ _
o N+M(3n N A ) c Am o s
RO N, TR T T e anr e T

Ci=Clo,s), i=1,2,3,4.
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Dla naprezen, po wykonaniu transformacji Hankela i Laplace’a na réwnaniach
fizycznych | geometrycznch oraz po podstawieniu {4.0) dostaniemy

e [ ( A ) B?(N—Z—ﬂ)(?m A ) /f] o
H (N+M) N+M W+ 2N Gy N+M ¢ -
Comi NI ey €y @4 W) e~ — s Were=o
“C Fone ¢ GOt Mwe « e
A M 3n QN+ MY(N+B)
@7 G (N+M) Ve At |
—wz 24Nw* —mz 4 M — oz C 2N §:7i —wz
xe +C25,§(2N+M)e +C3 Mwe™* — Cy 2N+ M)we™™,
g (311 A )l—a)z o 2ANmm e
=GN\ e g T T e

—C, Nopem 97— Cy Nwe ™%,

We wzorach (4.6) i (4.7) wystgpuia cztery wyznaczone dotad parametry Cy, C, Cg, Cys
do wyznaczenia kidrych potrzebne sg przeto cztery réwnania. Trzy sposrod nich
dostarczg warunki brzegowe (3.2), czwarte otrzymamy po uwzglednieniu okolicznodci,
ze w trakeie przeksztalcenia ukfadu (4.1) podniesiony zostal rzad réwnania dla 7,
[rdwnanie (4.3)]. Rozwigzanie (4.4) musi wige spelnia¢ réwnanie (4.1);. 8tad uzysku-
jemy poszukiwane rownanie -

a no o o_
(4.8) 2N0)(C3—C4)+[?(3N+M)+A] C,=0. ‘

4.1. Brzeg przepuszczalny

Przystgpujac do uwzglednienia warunkdw blzegowych TOZWaZmy W pierwszej
kolejnosci brzeg przepuszezalny, Do tego przypadku odnosza sig¢ warunki (3.2),-
(3.2)s. Wykonujac na nich transformacje Laplace’a, znajdziemy ’

M _ 3n QN+M)(F+H) 2ANw?
C1 | + 2 TE . A +
28 2N sB (2N+ 5)

+C3 Mo—C, 2N+ H)o=PT(s),

Y 4 ANmaw - _
—Cy2Nw—C, 2N =0,

4.9y  C(N+ M) ( YNyal T Fens i

Cl +C2=(}.
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Rozwiazujac uklad (4.8), {4.9) otrzymamy
PT(s) PT(s) ;

M (o5 T M, (w5

In Ame
Lo ‘ 2, SBQN+MY PT(s)
(@.10) LG M, (w, 5} w ’
3n 21\7+ﬁ7[+ A Amw
c o, 2N 2N sBON+M) PT(s)
4 M, (@, s) w
gdzie 3n . _ . 24ANw (m—m)
M, (w, 5)= waw (N+M)y—A MSB(2N+M) s

a T'(s) oznacza transformate Laplace’a funkcii T'(2).

Podstawiajac wyznaczone stale (4.10) do wzordw (4.6) i {4.7), a nastepnie doko-
nujac transformacji odwrotnej, znajdujemy ogélne, catkowe rozwigzanie problemu.

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ przemieszczeniem powierzchni péfprzestrzeni,
Ze wzoru (4.6), mamy wowcezas dla z=0

_ Am

“.11) w(w, 0, N=C,{w, s}~ C,(w, 8) m . |
Po uwzglednieniu (4.10) i prostych przeksztalceniach otrzymamy transformate
przemieszezenia dla brzegu przepuszezalnego:

54, () PT(s)
sd; (+d;om—w) o

{4.12) Wiw, 0,s)=

k)

gdzie wprowadzono oznaczenia nastepujgce:

3n 2N+ A4

A= on Tt
) 3n 117 o L 24N
=== -+ — el
2 (S) Ol ( ' M) A: 3(5) B(ZN—I—M)
Po wykonaniu transtormacji odwrotnych znajdziemy:
1 0 r - A4, () T(s) ™ ; dod
@13 win 0, =5 ff 5, () £ A5 () o (i — gy 0 (o) deocls -
L O .

Obliczymy najpierw calke wewnetrzng

o sA, T(s)
(4.14) R(:,s)—ﬂf .SAZJFAsm(m_w)JO(m)d@,

AQ:A; (S}, i=1, 2, 3.
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Mnozac i dzielagc wyrazenie podeatkowe przez (sd, —As @® — Ay mw), otrzymamy
po zmudnych lecz prostych przekszialceniach wzor

Ay Ay (A + A B)T(s) sFo{wr) do
2A2+A3E ’ A3(2A2+A3E)w2_SA§
0

A, T(s) f wJy (a)r)
+

2A2+A3.B ]/CO +SB

A+ A BP TG ~ w 3o (cor) deo
24, +A,B f m Ay (2Ay+ Ay Byw?—sA3’

Oznaczajgc dla zwigdosct wyraZenia przed catkami odpowiednio przez

=" (S) T, (8)=T:(s)
1 2A2+A B 2 -4t »
. ~ Ay Ay (A + A3 BYT(s)
(415 T, (5)=— :i;,, Fory S
| Ai(Aat A5 BT
T4(S)— 2A2+A3B »

same zaf§ calki przez

R, (r, 5)= f Jo (@) dw,

coJo(wr)
Ra(r: )= f]/co +sB

(4.16) sy (cor)

RS("’_S)=f A3(2A2+A3§)m2—sA;d“”
Q

R sJo (o) ]
50 S)_J.A3(2A2+A33)m - ]/a) +sB

dow,

przedstawimy catke (4.14) w postaci

Rr, )= Z TR (r,5).
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Dwie pierwsze catki (4.16) moZna obliczy¢ w postaci zamknietej:
1 1 V&
Ry ==, Ry(s)=—e "™,
r ¥
pozostate tylko numerycznie,
Mamy wigc ostatecznie na (4.14) nastepujacy wzér:

T (S) —] sBr

(4.17) R, s)=%(1+ YT () Ry (7,.8) + T4 (5) Ry (7, ).

Wrdcajqc do (4.13) otrzymamy

P Pl
. — . 52 Jo— st
@18 w(0,0=5— fR(f,S)e ds = szTl(.s')e ds+

-1 sBr

r 2mi f T2(s)e e’ ds + Py f T3(8)Rs(r, 8) & ds+

-+ i j Ta(s) Ro(r, ) et ds.
L

W ogdlnodei dla dowolnego szkielete reclogicznego calki (4.18) sa nieelementarne
i nie mozna ich przedstawi¢ w postaci zamknigtej. Mozna jednak efektywnie i bez
trudu wyznaczy¢ ich wartoéci opierajgc si¢ na jednej z wielu przyblizonych metod
odwracania transformacji Laplace’a. W pracy niniejsze] skorzystamy z efektywnej
i z powodzeniem wiclokrotnie przez nas wyprébowanej [15, 16 i 17] metody przybli-
Zen interpolacyjnych Kryrowa [7]. Nad tym zagadnieniem zatrzymamy sie krotko
w dalszym fragmencie pracy. :

4.2 Brzeg nieprzgpuszczalny

Z kolei przystapimy do wyznaczenia osiadania powierzchni pdlprzestrzeni lecz
dla brzegu nieprzepuszczalnego. Wykorzystamy wtedy warunki brzegowe (3.2); 5. 4.
Poprawne pozostang wigc réwnania (4.9); ,, jedynie réwnanie (4.9), zastapié nalezy
réwnaniem

(4.19) wC; (o, $)+mC, (w, 5)=0,

Ponadto poprawne pozostaje rownanie (4.8). Rozwiazujac wige uklad (4.8), (4.9), 5,
(4.19), oirzymamy nastepujace wartosci parametréw:

Ci(m, 8 =—PT(S) Cy{w, 5)=— hid ————PT(S}
M (o, 8 2 m M(w,s)’
3n Aw?
420) C. (@, §)= 20, sBQ2N+M) ET@
: M;(w, s) w 7
3n 2N+M 4 Aw?

— e
_o, 2N 2N sBQN+M) PT
M;(w, s) (D’
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gdrie
, o
o p J+2AN; (m—w)
M@, §)= = AN+ M) — A+~ 5o i)
Dia powierzchni z=0 ofrzymujemy zatem
Z (000 c c Am
Hi(a), 75)_ 4-(60: S)"' 2(0): S)SB(2N+M)

Uwzgledniajac (4.20) znajdziemy

A, PT
(4.21) #(w, 0, )= ) 5 ) )

@
sA, () + Az () . (1 —w)

Podobnie jak poprzednio dla brzegu przepuszczalnego réwniez i teraz dla obli-
czemia transformacii odwrotnej

54, ()T (s)e

2mi aw*
L0 s5dy(s)hAs(s) - (m—w)

(4.22) w0, )= Jo(wr) deods ,

dokonamy szeregn przekszialcen calki

sAy ()T (s)
wz

0 sAx(5)+ds(s) - (m—w)

(4.23) R@r, 5)=

Jo (oor) doy,

uzyskujac po serii dlugich, lecz prostych operacii wzor

L Vo 3
424) . - = R@ 9= 1()( +e }SBF)+ZTE(S)R,(1',S),
=2 .
gdzie
ra)=— 4, T() A (A3 A, A B+ A3 B) T
O p 6= 24,+4, B ’
(= A=A BYT )
3(_3)_ 24,4+ 4,8 °
A; Ay (A, + A5 B)BT(s) A, A2BT(s)
42 LU= s 0 BT T4 E

2

. oo S0
Ry (7, 5)= f g o @),
0 3

Rs(r, 5)= IL(@ 3 Vo +—J0(cor)dco,
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425 Ryl s ='f - Jo (eorydew
(429 16,9 [ gy Tot@n
2 B A 52 w 7 J
5(’:5)*6! L(sz) I/CO +— o (wr)do,

L(w, $)=A3 (24, + A3 By +5A4, (A, + 24, By o*+ 52 A2 5.

Drzieki temu, jak widaé, udalo si¢ scisle 1 wyraZnie wyodrebni¢ cze$é osobliwg catki
{4.23); porostale funkcje R,, i=2, 3,4, 5, dadza si¢ oblicza¢ tylko w sposéb przy-
blizony. Odwracajac transformacje Laplace’a dostaniemy przemieszczenia:

P
(4.26)  w(r, 0, r)———f(1+e- sy T, (5) e ds

* 22 fT"(S)Rn(J s)e ds.

nr=2

5. OBLICZENIE RETRANSFORMAT HANKELA I LAPLACE’A

Jak wynika z wyprowadzonych wzordw (4.18), dla osiadania brzegn przepuszezal-
nego oraz (4.26) dla brzegu nieprzepuszczalnego, tylko czgdé transformaty Hankela
vdaje sie wyznaczy¢ w postaci zamknigtej (co prawda czegéé bardzo istoina, bo wy-
faniajaca osobliwoéé rozwiazania); wszystkie pozostale wyrazy R, moga byé scat
kowane tylko w sposob’ przyblizony. RownieZ odwrocenia transformacji Laplace’a
w ogdlnosei, jak to wida¢ z postaci wyraZefi T; (s) oraz R; {r, 5), nie mozna przedsta-
wi¢ elementarnie. Zachodzi wiec potrzeba podania efektywnego sposobu wyznacze-
nia transformacji odwrotnych aby wyznaczenie funkcp byio nie tylko formalne,
ale réwnie praktyczne. .

Ponizej omdwimy krdtko sposdb obliczenia potrzebnych retransformat wzornjac
si¢ na pracach Kryrowa [6 1 7). Zaczniemwy od retransformacji Hankela. Nalezy
zatem obliczy¢ calki typu :

(5.1) H(r, s)= fm Fle, s)To (wr) do,

gdzie funkcja podecatkowa f (e, 5) jest ciggla ze wzgledu na kazda ze swych zmiennych,
ciggla ze wzgledu na obydwie zmijenne rdéwnoczeénic oraz ograniczona w calym
obszarze okre§lonosci. Ponadto ma ona wlasnodé

(5.2) lim | f(ew, 5) {1 +w)"| < C<oo

> o0
dla kazdego s.
- Wyktadnik = dla odpowwdmch calek przyimuje wartosei 2, 3, 4. Mnozac 1 dzielac
4
wyrazenie podcatkowe (5.1) przez (l—i—a))”*f oraz wprowadzajgc oznaczenie

(5.3) F(w, 1, ) =f(@, s)Jo{w, N (1 + o),



388 GWIDON SZEFER i JAN GASZYNSKI

mozemy calke (5.1) przedstawic w postaci

[+ +]
cosmp

{5.4) Hr, S)_il—?go F(o,r,5) Aoy de.
Funkeja (5.3) jest ciagla w punkcie (0, 0 ,0) i ograniczona, gdy w—>o00. Wynika to
-z whasnodci (5.2) oraz postaci rozwinigcia asymptotycznego funkcji Bessela [8].
Mozna zatem catke w (5.4) traktowaé jako transformatg Fouriera i do jej obliczenia
zastosowaé metode Kryrowa [6]. Nalezy wigc obliczyé retransformate Fouriera,
a nastepnie zastosowaé przejécie graniczne p—0, Dzigki temu przeniesiemy skuteczny
sposGb przyblizef interpolacyjuych dla, calek Fouriera [6] na catki Hankela.
Bedzie wowczas
g cos wp dw
{55) H(?’, S) ilf; e F(C()k, F, S) Z Akl f (1+w)n+-}+1:
gdzie o, oznacza wezly interpolacji, p liczbg weztéw interpolacji oraz A,; wspolezyn-
niki nogéinionego wielomianu interpelacyjnego. Wartoscl oy, i A, dia konkretnego n
podano w tablicach [6]. Calki w (5.5) sa jednostajnie zbiezne, mozna wiec dokonaé
przejécia do granicy pod znakiem catki; bedzie zatem

p—1
Akl

(5.6) H(r,5)= ZF(wk,r,s)ZAk,f(l_'_m) = ZF(a)k,r S)Z‘— yt

Dila przykiadu calka R; (r, s) [wzér (4.16)] bedzie miala wartos¢

5
p—1 — -1

R Jo (@ r) (L -+ ang? 5 A
2 S)_Igj A3 QA+ A Byof—sdl £ 5

2
Postepujac wg (5.6) wyznaczymy Wszystkle retransformaty Hankela, wystepujace
we wzorach (4.17) i (4.24).
Przystapimy z kolei do odwrécenia transformacji Laplace a. Ograniczymy sig

do rozwazenia jader operatoréw catkowych (2.4) w postaci

K(t—1)=8, e~1¢79,
67 K, (1—1)=3; e-h(t—t)a

K,(t—1)=0; e,
Jadra tej postaci opisujg, dostatecznie szeroka klase materialéw (np. dla d,=46;=0
otrzymujemy stad znany model standardowy). Transformaty Laplace’a operatordw
(2.4) i (2.7) maja posta¢ nastepujaca:

1 1 s+p+ds _ s+ 71
ﬁ—:I shys —# S+?1+5;’
lzi S+ p3+08; A=, s+ 72
4w sty 0 T stptss
1 1 s+9;+0; - s+
Tp—;; s+ys pz%s‘l‘?’a'l“as'
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Wryrazenia A, (s) ze wzoru (4.12) beda wiec mialy budowe

(5.8) : A; (5= . i=1,2,3.

Do’ obliczenia mamy zatem calki fypu
5.9 1 ! d
() (r:t)_zﬂifg?as)e 5y
L

gdzie g (r, s) jest funkcja analityczng w polplaszczyinie Re sza oraz

{5.10) - lim g (r, 88 <C<oo, a>0.
ts[-re0 ‘

Mozemy zatem do obliczenia calek (5.9) zastosowaé metode Kryeowa [7]. W tym

celu wyrazenie podcatkowe (5.9) mnozymy i dzielimy przez s* z tak dobranym

wykladnikiem e, aby spelniony byt warunek (5.10). Dokonujgc zmiany zmiennej

A=st, otrzymamy

1 X AN e
16, D=5 1= fG e P
. E

)=l )

Warunek (5.10) implikuje anali_tyéznoéc’: i ograniczono$é (dla |i]—oc0) funkej

pdzie

A . . .
G (r, T) Na podstawie [7] otrzymamy wigc w korncn:

4

i -]

»
(5.11) I, 0= M 4,6
- k=1

We wzorze tym wprowadzono oznaczenia: 1, jest weztem interpolacyi oraz 4
wspolczynnikiem interpolacji. Podobnie jak we wzorze (5.6) wezly A, i wspdt
czynnik A4, odczytujemy z tablic [7] dla danego «.

6. ZAKONCZENIE

Przytoczone wywedy i uzyskane wzory w pelni rozwiazuja postawiony problem.
Jak wykazano stan deformacji i naprezenia w konsolidujgce] pétprzestrzeni o szkie-
lecie lepko-sprezystym meina z powodzeniem efektywnie wyznaczyé, uzyskujac
ciste rezulttaty w transformatach. Chociay te ostatnie maja dosyé zlozona budowe,
mozna je bez trudu odwréci¢ korzystajac z procedury nakreSlonej wzorami (5.6).
i (5.11). Dzigki temu mozemy uzyskaé nie tylko jakosciowa, ale i ilo$ciows informacje

Rozprawy JInfynierskie — 2
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o procesie konsolidacji. Otrzymane rezultaty upowazniaja do sformutowania kilku
zashagujacych na uwage winioskdw.

1. Osiadanic powierzchni pélprzestrzeni, wywolane dziataniem sily skupionej,
ma w warunkach konsolidacji osobliwoé¢ typu 1fr i to zaréwno dla szkieletu spre-
systego, jak i lepkosprezystego (dla najogdlniejszego limiowego materialu bez sta-
rzenia). Jest to zatem osobliwo$¢ identyczna z rozwigzaniem Boussinesqua, a roznice
83 tylko ilo§ciowe (w procesie konsolidacji rozwigzanie zalezy istotnic od CZasu).

2. Réznice pomiedzy rozwigzaniem dla brzegu przepuszczalnego i nieprze-
puszezalnego sa tylko ilofciowe 1 dotycza czefel regularnej rozwigzania.

3. W koncowej fazie procesu konsolidacji (t—00) rozwiazanie zmierza asympto-
iycznie do rozwigzania lepkosprezystego (sprezystego).

4. Rozwiazanie zalezy w sposob istotny od programu obcigzenia [postaci funkcji
(D] ' '

Skonstruowane rozwigzanie [(4.18) dla brzegu przepuszezalnego i (4.26) dla brzegu
nieprzepuszezalnego] stanowi zarazem funkcje Greena dla polprzesirzeni lepko-
sprezystej w zagadnieniu konsolidaci.
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Pezwome

KOHCOJMHUIOALIMA BAIKO-VIIPVIOT(O HOJIVIIPOCTPAHCTBA HATPYXEHHOI'Q
COCPEIOTOYEHHOH CHUIOK

B pabote maercs pemieEye ANA OCE-CHMMETPEMHOTC IedOopMalPOBHOTO COCTOAHAA KOHCO-
JHAYIOLIErOCH BA3KO-YOPYTOrO HONYIPOCIPAHCTEA, BMI3BAHHOTO JCHCTBMEM COCDEIOTOYCHHOM
CANLT ‘HA TPaHMNe. PeoNOTHMCCKHMC CBOHCTBA CKEJIeTa OINACAHBI PA3HBIMH HAAPAMH IION3YVYECTH
. ¢hopmz, 0OBCMHON MOM3YYCCTH M NON3YYCCTH, BHIZBAHHON NelCTBEEM KHOKOCTH B nopax. Homny-
WenLl TOMHBIC PE3YNbTATH B M3000paXeHHAX TAK ANA NPOHHLEEMOH, KaK ¥ HenpoHMasMoH rpa-
nzTel. Haercn oddextusHbii Meron ofpamemms m3oOpaxenuil, IloxazaHo, 9TO Xapakrep OCO-
GEHNOCTH peNIeHWs OTIHYACTCA OT OfNy¥as OAHODA3HOH cpemer (ympyroe HOIYLPOCTPAHCTED)
TONEKO KONHYECTBERHO. [IONY4YeHHOE DeMmerre cocTaBaneT GyHKua I'pARA 1718 KORCOMHEAYIOME-
ToCs HOAYIPOCTPAHCTEA,

SUMMARY

CONSOLIDATION OF VISCO-ELASTIC HALF-SPACE LOADED BY CONCENTRATEBD -
FORCE

The solution for an axially-symmetric state of deformation of the consolidating visco-elastic
half-space under action of the concentrated force on the boundary is presented. The rheological
properties of the skeleton are described by different kernels of shear creep, volume creep and creep
caused by the action of fluid in the pores. The exact solutions in a form of transforms for permeable
as well as for non-permeable boundary are obtained. The effective method for reversal of transforms
is given. It was shown that the form of solution singularity differs from the corresponding singularity
of the single -phase mediuim (elastic hald-space) only qualitatively. The solution obtained constitutes
the Green function for the conselidating half-space. '

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloZone w Redalcji diia 26 paZdziernika 1974 v,





