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OBROTOWO SYMETRYCZNY STAN NAPREZENIA. W GRUBYCH.
TARCZACH O ORTOTROPII CYLINDRYCZNEJ

Co - JERZY KUJTAWSKI BIALYSTOK) - ..

W pracy przedstawiono kinematyczny sposob udciflonego obliczania tarcz kolowych 'Inb
plerScieniowych o ortotropii cylindrycznej, poddanych dziatanin mozliwie ogblnego obrotowo
symetrycznego obcigzenia. Odstapiono przy tym od zalozenia, Ze napreZenia i pole temperatury
sq stale na grubosci tarczy. Problem rozwigzano w przemieszczeniach, co umozliwia Sciste spelnienie
przestrzennych zwigzkow teorii sprezystodei z wyjatkiem rownai réwnowagi, kiore zostana spel
nione w sensic catkowym. W efekeie otrzymano uklad dwéch réwnan rézniczkowych lacznie szdste-
go rzedu do wyznaczenia nieznanych funkcji przemieszezenia. Pozwala fona spelnienie’ trzech
warunkdw brzegowych na pobocznicy walca ograniczajace] tarcze. Prace zilustrowano przykladem.

.

1. Wstrp o

Usciflona teorie tarcz izotropowych opracowal Z. Kaczrowskr {l]. Zgednie
z ta teorig stan naprezenia i odksztalcenia w tarczy grubej mozna okrelic za pomocg
funkc31 napr@zema analoglczne_] do funkc;t Alry ego oraz funkcp przenneszczema
pionoweégo pow1erzchn1 zeWthanych tarczy e

W pracy [2} przedstawmno kmematyczny $posdb usc1§lonego obhczama grubych
tarcz kolowych, znajdujacych sig w-obrotowo symetrycznym stanie napregZenia.
Sposdb ten zastosujemy W pracy mme_]sze_] do anahzy stanu _napreenia i odksztal—
cenia w tarczach o ortotropu cyhndryczne_}, obcmionych o‘orotowo symctryczme

i‘f ool 4

2. PODSTAWOWE ZWIAZKI TEORI SPREZYSTOSCI,

D T S AT AURP IR TN S it T TR T

Rozpatrzmy tarcze kolowa lub pierécieniows wykonang z materlalu _]ednorod—
nego, cylindrycznie ortotrépowegd i 1dea]mc liniowo' sprfgzys‘tego Tarcza jest' ob~
ciazona obrotowo symctryczme :

Rozwazania pizeprowadzimy przyjmujac, ze ‘o8ié #, @ ‘bisgiinowego ukladd
wspotrzednych ]ezaC w plaszczyznie -Srodkowej tarczy, i ) plaszczy'rhy ogramczajqce
tarcz¢ maja réwnania = +h/2’ o AL R

W kazdym punkcie tarczy musza byc spehnone podstawowe zw1azkl teorii spr@-—
Zystodci, tj. zwigzki Cauchy’ego Gl 1T

du loniw i
@y = S
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rownania konstytutywne

oy Ay Ayn Ais £, A, Topr=HAs5 Vars

Q.2 oo |=| 42 A2 s | | & V4] 40 | T tep=1,,=0
a; Ay Azy  Ass &z A,

oraz rownania rownowagi

@3 L 25, ——l—cr: + Our %Ele;o | ad’+~1~ B—G’T”).+z=o.
¥ or r * &z > oz r or

Tutaj Ay, (i, k=1,2,3) i A, (e=r, ¢, z) sa wspdlczynnikami spreZystoéci materiatu,
. Wspdlezynnik A, jest uzalezniony tak od wlasnéci mechanicznych, jak i termicz-
nych materiatu tarczy. L

3. ROWNANIA PODSTAWOWE

3.1, Obcigzenie

Obcigzenie tarczy stanowia sily preyloZone na jej powierzchmiach zewngtrznych
z=1h2

(31) . Tor = ip: s o, =p;
oraz sity masowe ' o
G2 R=R(), @=0, Z=0.

Na pobocznicy walca ogramczajace_] tarczg sq przyloZzone symetryczme wzgl@dem
plaszezyzny Srodkowej sily rozciggajace ciagle wzdlnz gruboéci tarczy

G. 3) . ' Orlr= a;ns

W celu mozliwie dokladncgo spelnienia warunkow brzegowych na poboczmcy
walca sily #} aproksymujemy fankcja o postaci

G4 man=n’+nt (1-120%),
adzie {=zfh, a n° i n' sa to stale, ktére wyznaczamy z nastepujacych warunkéw:

. ) Rz Ki2
3.5 f (u: —n)dz 0 f (% —n)? dz=minimum .
- hi2 ~If2
Stad po podstawienin (3.3) i (3.4) oraz wykorzystaniu faktu, ze
1} 52 nf2 2242
(3.6) f (1 12 )dz—O f (1—1271;) dz—4h[5,
~kf2 “—hf2 : :
otrzymujemy
1 hi2 nj2 22
L1 P 5 1l=— -
N f mdz, = f (1 12 )dz.

~hi2 . i —~hi2
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Ponadto na powierzchniach zewnetrznych panuje temperatura

38 . i RV I

Pole temperatury w obszarze tarczy wyrazamy funkcja o nastepujgcej budowie
fl: '
(.9 T(r, =T ()+T* () (1 -12%),

gdzie T°(r) i T'(r) sa to nieznanc funkcje.
Na podstawie warunku brzegowego (3.8) ofrzymujemy

(3.10) i =-;—(T°—T’) .

Nieznang funkcje T° wyznaczamy korzystajac z réwnania rdzniczkowego prze-
wodnictwa cieplnego, kt6re przy ustalonym polu temperatury i braku Zrédel ciepla
ma postad

2

(3.11) L VITHi =0,

1 o @ '
gdzie V2 = 5( pw ) , &l i ). sa wspolczynnikami przewodnosci cieplnej.

Ze wzgledu na zaloZone pole temperatury (3.9) réwnanie rézniczkowe (3.11)
spelnimy w sensie calkowym:

2z 2

(.12) f (/1 Vitd— 2)sz=0.
—~hf2

Stad po podstawieniu (3.9), wykorzystaniu warunku brzegowego (3.10) oraz
zaleznoéei (3.6); wynika réwnanie roZniczkowe

(3.13) (VZ—-I—Z— AZ)T°= L2 A T=.

4, R A
Rozwigzaniem rownania (3.13) sg funkcje: 7
(3.14) T=C, Iy tkp}+ Co Ko (kp)+ T, ,
gdzie

Ay
12 T p=rla, pelpy,1);

4 oznacza promien tarczy, p,=rofd, ro — wewnglrzny promien tarczy pierfcienio-
wej.

Funkcje I, (kp)i K, (kp) sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela rzedu zerowego,
pierwszego i drugiego rodzaju, a T, jest calka szczepblng réwnania rézniczkowego
niejednorodnege (3.13)

Stale calkowania C; wyznaczamy z warunkéw brzegowych pola temperatury.
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3.2. Pola odksztalcenia i naprezénia

Pole odksztalcenia w tdrczy przyjmujemy podobnie jak przyjq{ to 7. KQCZKO-
wskiI [1]::

<

(3.15) g=t0+el (1-120%), oa=r oz,
stad na podstawie (2.1) przemieszczenia maja postaé
(3.16) =t (1-1202), w=le el (1-4{2)}% o
tutaj % u', ¢ 1 &} sy nieznanymi funkc;aml zmiennej r. Z warunkdw brzegowych
(3.1) po podstawremu (3.16) oirzymujemy o P
) B dg? h . . _
S s
o
3 17) Ei_*sf—mfi fi 2 SML _{tmiz:Am _1_ dg’
2 Ay 24775 24 Ay v dr
Ty ;L _ o IR
_.1._ Aas i i(ru(’)+i Az fgi E_'._i it
2 A33 ¥ d’ 2 Aa:i 1-.,?' 2 A33
2 L“._..—I—_. - ‘i('Pf)‘,"i A”._*Asl l— ipiJrL - I“;
12 557 Ass dr P12 Ayy oo Adsyor 2 A33--‘

Ze wzgledu na przyjete pole przemieszczenia pole ﬁaﬁréﬁénila prliéds'ta\-#imy W ploz
staci L G
o=00+al(1=120%), a=r, gz,
(3.18)' L ‘ | g . -

e P e LS AR PR
gdzie sklfadowe stanu napr@zema gy (n=0,1) okreglone sq przez wzory (2.2). ‘

Sily wewngtrzne odniesione do p?raszczyzny srodkoweJ tarczy sg okre$lone wzo-
rami

w2 senalt "ih’l’i: el DTSR
(3.19) N.=" f'-d;dz-, : N(p:f Otz
- —hi2 —hi2 Ll

stad po podstaw:enm (3 ]8) i wykorzystamu zaleznoscl (3 6)1 oirzymlgemy

N (Aus +A1,8 +A138 +A T“)h

(3’2.'0) ST U ‘ it L . o TR A TR
' ' Nmﬁ(Aélér—FAZZSW%*:A;;%EZ%“A,FTO)%." T Ty e

U s e L b

3 3 Ukla'd rownan rozmczkowych L

SPe}nibr}'”jedymE wserisie daltkowym.”
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Réwnanie rownowagl sit poziomych spelmmy w nastgpujgcej postacl calkoweJ

3.21) Ia(m')-i +3T"+Rd
(‘) Mfz[r T r % e ]z

Réwnanie rownowagl sit pionowych mozna spelmc W rozny sposob [1 i 2].
Wyblerzemy sposrod nich sposéb przy_]@ty W p1acy [2
: B2

322y - f [Z’ S (rr,,)]dz

0

Spehua_]qc réwnanie w tej postaci pl‘Z}"_]QtO Yo warstwa sprezysia o grubosc:1 h/.?.
spoczywa bez tarcia w plaszczyZnié z=0 na nicpodatnym podtogui. = )

Na podstawie (3.18), (3:21) i (3:22) dochodzimy do ukladu réwnad TéZhiczko-
wych: : . y
| Loty [e]_[#]

(3.23) = I
LZ.I.V_ L,, 82 ‘ Jz
gdzie S o
2 1 d i
L= A Vi Az, L= dus ot (=) 7
h "A.31’ [ d ] h? A32 Asi 2
e e L e T
(1 1 d
o By Bt e (O P Ala)—~
h* ‘431: Y ! aa—Asr- 2(1 d) .
22 576 _A33 ASS Vr Vr+ 576 A33 ASS Vr 7 E —

T2 are 1
fi= | it A ¥ 4, A)#T"-I-R

. I “Ass"z. K hs Azqi, [ 5]

Az — A:-n 2’(1' 's)" ki dod. B Ags s o}
A P 2 el U Ry Ass - AVT+AT

'd'{”a{l”d(*d)]}\
V"V’:_r dr U dr'lr dr \ dr]l)’

< Jest to- uwiktany ‘uktad: réwnan ‘rézniczkowych: o :zmiennych wspdokezynnikach
tacznie széstego rzedu.” Sposéb- postepowania 'przy: rozwiazywaniv' takich: uktadéw
réwnaf podal S. Kawuskr [3]. Formalnie &cistego rozwiazania- ukladu: réwriad
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mozna poszukiwaé metodami wariacyjnymi, z ktdrych najbardziej efektywna wy-
daje si¢ by¢ metoda ortqgonalizacyjna Bubnowa-Galerkina.

Uzyskanie §cistego czy formalnego rozwigzania ukiadu réwnan moze na-
streczaé duze trudnodci. Z tego wzgledu rozwigzanie uktadu najwygodniej jest
znalezé sposobem numerycznym, np. mefoda réznic skoficzomych. Réwnaniami-
réznic skoficzonych we wspétrzednych biegunowych zajmowal sig J. BENDA [4].

W ramach niniejszej pracy zajmiemy si¢ Tozwigzaniem pewnych szczegdlnych
przypadkéw ukiadu réwnad (3.23), dla ktérych w latwy sposéb uzyska¢ mozna
4cisle rozwigzanie,”

Rozpatrzmy tarcze o wspélczynnikach Poissona vi3=v;;=0 (i, /=1, 2). W tarczy
tej state sprezystoci 4,5 =45; (i, j=1, 2) sa réwne zeru.

Uktad réwnan (3.23) przyjmuje nastepujaca postac:

( @ 1d x2) . @
" pdp 1Y Jes

(d2 + 1 d kl) 0'_ 48 (a)z
dp* p dP_ fa Ass \ h I

(3.25)

gdzie

2 2 d 2 A33
K mAZZ/A_ll:E(p/Ers k _48 7 A55 N
Tutaj E, i E, sa modutami sprezystofei podiuznej w kierunku promieniowym i ob-
wodowym.
Rozwigzaniem réwnan (3.25) sa funkcje:

(3.26) W0=Cyp+Cop™tu,, e7=Cslo(kp)+CoKolkp)+e],

gdzie u, 1 €] sa catkami szczegdlnymi réwnan rézniczkowych niejednorodnych (3.25).
Nie nastrecza wigkszych trudnodci rozwigzanie uktadu réwnaf (3.23) w tarczy

poprzecznie izotropowej o plaszezyznach izotropii réwnoleglych do plaszezyzny ro.
Stale sprezystosci maja wtedy postaé (por. [5], 5. 117)

o= 1 (1 y'2) 4 1 (v+v'2) ¥ (1+v)

11"'DE, E E.)s IZ-DE' E E—' > BT EE'D ?
1—v2 4y '

B2) =gz, Ass=G, A=A=f=poo(atva),

= I_1+v(2v' +1—v ;) Dwi+v(1~v 2v’2)
==y et g ) PU e \E CE

Tutaj E, v i o oznaczaja modul sprezystofci podiuznej, liczbg Poissona i wspol-
czynnik odksztalcalnodei termicznej dla kierunkéw ri ¢, a E', v/ i ' te same wiel-
kodci dla kierunku z. '
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Po uwzglednieniu wzordw (3.27) uktad réwnan (3.23) mozna doprowadzi¢ do
postaci:

el i(mo)-l- ffdr+C'
2 * Ayz rodr Ajys " v
3.28 _ : -
( ) 292 v2. .0 22,0 292 ..0 376 Ass (a)4 2 o
Vo Vo Vou® 29V Vou®+8* Vi u _,-_ Az, Z Wl 2
gdzie ' o
a\2 A A ' A A A
2}):_12(4) ( 13 33), 52 =—576( ) 33( 13 33)’
h Ay Ay, L h Ass VA, Ags

, Ass 2 +h Ass
ff'dr 576 Aa, o Vavis, 48 A5 Vo/i=

dll d d 1 d 1
mt [l L Lt
drlr dr dr? r dr 2

W rozwiklanym w ten sposéb ukladzie réwnan przyjeto zalozenie, Ze funkcja
Jf» jest catkowalna w obszarze rozwiazania. Stala € wyznaczamy po rozwigzaniu
téwnania (3.28), z warunku spelnienia réwnania (3.22) lub (3.23),.

Cheac znalez¢ catke ogdlng réwnania rézniczkowego (3.28), zajmiemy sie
najpierw rozwigzaniem réwnania jednorodnego. Réwnanie to, pomijajac przypadek
szczegllny &%= y?, mozna zastapi¢ ukladem trzech réwnanh rézniczkowych rzedu
drngiego:

CVEul=0,
329 d2u’ 1 du® ( 1 2) o
. dpz +; dp —_ F']'kl. ui=0’ I"—"2,3-

Pierwsze z réwnan (3.29) rozwigzujemy przez. kwadratury. Pozostale dwa réwna-
nia sa réwnaniami Bessela. Postaé calki ogdinej tego réwnania zalezy od tego, czy
‘parametr k; jest liczba rzeczywista dodatnia lub ujemna, czy tez liczba zespolong.
Na przyklad gdy 0<d?<y?.i >0, to parametry k,; sa liczbami rzeczyw:styml
i dodatnimi. Rozquame rownania {3.28), ma postaé
(3.30) «° =C1p_+C2p_ TGl (ke )+ Co K (ke p)+Cs T, (k2 p)+

+Co K, (ky p)+u, .

Symbole 7, i K, oznaczaja zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszego 1zedu,
‘pierwszego i drugiego rodzaju, wu, jest ca%kac szezegblng rownania niejednorodnego
{3.28), oraz’

=VyrVyi—e |, k=VyVy_g .
W przypadku 6 <0 rozwigzaniami (3.28), sg funkcje
(31 W0=Cip+Cop™ +Cs i (ks p)+ Co K, (ks )+
+CsJ i (ky p)+Cs Ye (k2 p) 14y,
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gdzie J; i ¥, sq funkcjami Bessela pierwszego rzedu, pierwszego i drugicgo rodzaju,
oraz T

=V otV o, do=V —y4V 52 .

‘Wszystkic mozliwe postacie catki ogélnej uktadu réwnafi o budowie (3.29), moZna.
znalezé w pracach [6.1 7] z tego wzgledu ni¢ bedziemy ich tutaj podawaé.

Stale catkowania C; wystgpujace w rozwigzaniach réwnan rézniczkowych grubej
tarczy wyznaczamy z warunkéw brzegowych.

w warunkach brzegowych na: pobocznicy - walca ograniczajacej: tarcze. moga
Wyst@powac w roznych kombmac;ach trzy wielkosci geomctryczne

(332) o, W W
i trzy statyczne ‘ S
(3.33) B TR N S

NERT . 1 T S B PR K B LR R .. TR ‘ :
gdzie w° =3 he? Jest funkcja przemieszezenia punktéw, lezacych pierwotnie na plasz-
czyfnie z=h/2 w' kierunku prostopadlym’ do-tej plaszezyzny.- ‘Ponadto w §rodku
tarczy p=0 Zadna z wielkosci statycznych i geometrycznych: ‘nie moze przy;mowac
meskonczonych wartoddi; jezeh fie ma: obcrqzema 'skuplonego ' x

4, PRZYKLAD

Przeprowadzone rozwazania zilustrujemy nastgpujacym. przykladem. Wyzna-
czymy stan napreZenia. w.tarczy kolowej 0bc1aczonej na pobocznicy walca ograni-
crajacej tarcze obcrqzemem H=n (1 —4f?). Obcxaczcme to moZna przedstaw:c w po-

2 1
sta01 n’ "?n-l-*n(l — 12;“3)

Zadame rozwiazemy dla tarczy, w ktore_] stale spr@zystosm A:a -A;., ; —0 (z J= 1 2)
Réwnanie rézniczkowe do wyznaczenia nieznanych funkeji przemmszczema u° i ma
postaé (3.25). Rozwigzaniem réwnania sg funkgje .« « =+ > e il e

O, CypR, =T (Y E Cu K ey T
Z uwag1 na fakt zjc przemleszczema W srodku tarczy me moga przy]mowac me-
skonczonych Wa.rtosm Cz—d 0

LR

Pozostale state calkowama wyznaczamy z ndst@pujqcych warunkow brzegowych*

R + ’2 : 1;1 i HETER
dla p=1 - Op=gW, 0 = gn. -

Po podstawieniu (3.18), otrzymajefy AL cts R I
2 na Crhewte, 0 T

B Elevy SBT3 E T R (v b0+ (- b
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a zatemyskladowe stanu naprezenia- maja nastqpu]aca pos‘tac

R T VA W
[p SR (R YA e YA R 12“}

[ ?n
2 [ L)L) ]
:“”“?”“[” T g b+ A Lw T )]°
1 R [}
Ky ”(.1.‘ ”Z)EE B (1467,

E (ve) o (R) +(1 Vo) 2 (K)

o Gl/? AR
/"‘ ”(1 V. E VB U L@+ -y LA

futaj E,., E,, E, 1 G,,, $2 technicznymi stalymi sprezystosci, a v2==v, v,
Latwo zauwazyc Ze'w rozpatrywanym przypadku tarczy wphyw przylozonego

1
na poboczmcy walca obma;zema samozrownowazonego ER (1—120?) zanika bardzo

szybko-przy oddalamu si¢'od brzegu dla duzych wartodci k Ma to miejsce w tarczach
0 duZych stosunkach promienia do grubosci tarczy afh i modulu sprf;zystosa podhlz
nej do modulu sprezystodei poprzecznej E,/G,,.

5. UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono kinematyczny sposéb obliczania grubych tarcz kolowych
lub pierfcieniowych o ortotropii cylindrycznej znajdujacych si¢ w mozliwie ogdlaym
obrotowo symetrycznyin stanie naprezenia. :

- Uscidlone zwiazki prowadza do uktadu dwoch réwnan rozmczkowych tacznie
szostego rzedu. Umozliwia to spe}meme trzech Wa_runkow brzegowych na pobocz-
nicy walca, ograniczajacej tarczg.

W ogolnym przypadku ortotropii cyhndryczne] uklad réwnan rézniczkowych
Jest ukfadem. uwiklanym o zmiennych wspdlezynnikach. Rozwigzanie ukladu naj- .
wygodniej jest znaleZé sposobem numerycznym.

W tarczy poprzecznie izotropowej uklad réwnan rézniczkowych mozna rozwiazaé
‘W sposdb Scisty. Rozwiazanie ukdadu sklada sig z funkcji elementarnych i réznych
‘postaci fankcji Bessela, Funkcje elementarne sg identyczne jak w rozwiazaniu plaskie-
go stanu napigzenia. Gdy wspolezynnik Poissona vya=v,;=0 (i, j=1, 2), to uklad
rownani rozpada si¢ na dwa rdwnania drugiego rzedu. Rozwigzanie uktadu sktada sie
7z funkeji podobnych jak w tarczy poprzecznie izotropowej.
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PeszwomMme

BPAMATENEHOCHMMETPHYHOE HAIMPSKEHHOE COCTOSAHAE B TOJCTLIX
JUCKAX C IUIVHOPHUECKOH OPTOTPOIIMEN

B paboTe mpeAcTasnes KHHEMaTHIECKEN ¢r0co0 YTOMHEHHOTO pacyeTa KPYTrOBEIX HITH KOTbIe—
" BHIX JIACKOB C Immxpﬁqecmﬁ opmfrponueﬁ, TIOABEPTHETHIX ACHCTBHEIO BO3MOXHO 00meil Bpa—
MIATEIBHOCHMMETPREYHOH Harpyskd., IIpd 5TOM IPHIUIOCE OTOHTH OT NPEINOIOKEHHA, HIO:
BALIPIKSHYA M NOJE TeMIepaTyp TOCTOSHHE! BAMIE TOANIMHE f#Ecka. [IpobiemMa pelueHa B mepe-
MEIIEHHAX, YTO HATO BO3MOKHOCTE TOYHO YIOBICTBODHTEL JIPOCTPAHCTBEHHHIM OTHOIHEHEAM
TEOPHE YIPYI'OCTH, 34 HBCKMIOUYEHHEM YPADHEHHN PABHOBCCHMS, KOTODBIE OYIYT YOOBIETBOPEHBL
B HHTETPALEOM CMBICHS, B pesy/LTaTe DONyYeHa CHCTeME JIByX AEMGdeperaanaEX ypaBHeHIH
COBMECTHH IUECTOT0 MOPANKA A ONPEACHCHHS HEM3BeCTHBIX (hyHKImH nepemenienus.. 310 MHO3BO--
JAET YOOBIETBODPHTE TPEM TPAHMMKHBIM YCHOBHAM Ha Ooxopolf nosepxdocTsd HUNHEIOPA OTDaHH:
yuparomelt mmEck. Pabora wmmmocTpEpyerca nGPHEMEPOM.

SUMMARY

ROTARY SYMMETRIC STRESS STATE IN THE THICK TARGETS OF CYLINDRICAL.
ORTHOTROPY

The kinematical approach to a more calculation of the circular or ring targets with a cylindrical:
orthotropy, under the action of a general rotary symumetry load is presented. We resisted the assump-
tion that the stress and temperature fields are constant across the target thickness. The problem was
solved in térms of the displacements which exactly satisfies the spatial equations of the theory of
elasticity except the equilibrium equations which are satisfied in an integral way. Finally the system.
of two six-order differential equations was obtained for the evaluation of the unknown displacement
functions. It satisfies three boundary conditions on the lateral of the cylinder confining the target.
An example illustrating the theory is given.
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