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TECHNICZNA TEORIA PLYT SREDNIEJ GRUBOSCI

GRZEGORZ JEMIELITA (WARSZAWA)

W pracy podano teorig, w ktorej rownania ruchu i warunki brzegowe na powierzchni bocznej
plyty sg spelnione w sposdb catkowy, natomiast pozostale rownania teorii sprezystosci 1 warunki
brzegowe na plaszczyznach ograniczajacych plyte sa speinione §cisle. Punktem wyjicia jest hipo-
teza kinematyczna (2.2). Uklad réwnaf rdzmiczkowych (2.10) doprowadzono do bardzo prostej
postaci (3.3) lub (3.5). Proponowana teorie pordéwnano z innymi teoriami (np. B. REISSNERA, Z.
Kaczrowskipco i innych) oraz wykazano, ze dla plyty obciazonej wylacznie wzdiuz brzegow
otrzymuje si¢ Scisle rozwigzanie A, E. Love’a (punkt 4). Prace konczy przyklad liczbowy. Do-
konano poréwnania wynikdéw otrzymanych na podstawie roéznych teorii (fablica 2) z wynikiem
Scistym [8].

1. WstEP

Znane teorie plyt mozemy podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy: 1) teorie pozwala-~
Jace okreslic stan plytowy(!) dowolnie bliski stanowi rzeczywistemu, tj. takiemu,
jaki otrzymalibyémy po.rozwiazaniu trojwymiarowego zagadnienia wg teotii spre-
Zystodei; 2) teorie techniczne. _

Teorie z grupy pierwszej sg na ogdt wyprowadzane z pelnego ukiadu réwnan
teorii sprezystodci. Stopien trudnodci rozwiazania stanu plytowego wg tych teorii
_jest prawie taki sam, pa jaki napotykamy przy rozwizzaniu pelnego ukladu réwnat
teorii sprefystofei. Do powyiszej grupy mozemy zaliczyé teorie podane w pracach
[1-6, 23]. '

Teorie techniczne otrzymywane sg przez wprowadzenie pewnych zatozeit uprasz-
czajacych. ZaloZenia te najczedciej sprowadzaja sie do przyjecia ¢ priori pewnych
hipotez kinematycznych lub statycznych. Plyta, kidra w rzeczywistosel jest continuum
tréjwymiarowym, zastapiona zostaje tworem dwuwymiarowym. Literatura doty-
czgea technicznych teorii plyt jest bardzo bogata i dlatego wymienimy tylko te
pozycje, ktore zdaniem autora tej pracy sa najwalniejsze.

G. KircuHOFF sprowadzit tréjwymiarowy problem plytowy do dwuwymiaro-
wego przez. wprowadzenie dwdch znanych hipotez: geometrycznej 1 statycznej,
Teoria ta znana jest jako teoria plyt cienkich [7]. Teoria Kirchhoffa nie uwzglgdnia
wplywn naprezen stycznych na ugiecia plyty, co dla plyt o $redniej grubodci pro-
wadzi¢ moze do bardzo duzych bledéw {8].

Te niedostatki usuwa teoria RreisSNERA [9]. W pracach Reissnera . zaloZono
linjowy rozklad naprezed o,, (o, f~1, 2) wzdtuz grubosci plyty. Od czasu ukaza-
nia prac Reissnera literatura teorii plyt ulegla znacznemu zwickszeniu. Rdéine

1) OkreSlenie stanu plytowego na sir., 484,
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zatozenia kinematyczne lub statyczne leza v podstaw teroii: H. HENCKY’EGO [10],
7. KACZKOWSKIEGO [11, 5. 73], V. PANCa [12], B. WLAsowaA [13], A. GOLDENWEIZERA
{14], A. Kromma [15], S. AMBARCUMIANA [16 i 17], S. Fersura [18] i innych.
Prawie we wszystkich wyzej wymienionych teoriach technicznych peodstawowymi
réwnaniami réwnowagi sa réwnania réwnowagi plyty jako tworu dwuwymiarowego. -

W dalszym ma,gu przez «réwnania réwnowagi plyty» lub «rownama ruchu plyty»,
“bedziemy rozumieé odpowiednio sca}kowane rézniczkowe réwnania réwnowagi
{ruchu) ofrodka cigglego.

W niniejszej pracy przyjmujemy zalozenia liniowej teorii sprezystodel. Roz-
patruje si¢ plyty z materiatu liniowo sprezystego, izotropdwego i jednorodnego.
Zaktadanyy, Ze grubo$¢ plyty jest stala, rowna s, W pr oponowanej teorii zaklada sig,
L2 przem;leszczema punkiéw plyty sa male w. poréwnanin z _]e_] gruboscia, a gradienty
‘tych przemieszezefi mafe 'w pordwnaniu z Jednoscwc

P R 8§
e
- T e— \\\
Pt ES -
- I~
5 - S-linia brregowa
x . p
9
Powiarzchnia
w7 - brzegowa:

Plaszczyzny graniczne

Rys. 1.

W placy stosuje sig 1achunek tensorowy. Konwencja sumacyjna dotyczy tylko
wskaznikéw znajqucych sie na rézaych poziomach. Wszystkie wskazniki lacifskie
(np. 1, j, k) przebiegaja ciag 1, 2, 3, a wskaZniki oznaczone matymi literami greckimi
— o, fi, y, clag 1, 2. Wprowadza si¢ prawoskretny uklad ws;pohzq;dnych normahtych
{xe, x3=z} [19,s. 21, 129-130] (rys. 1). Pochodne czqstkowe wzgledem. zmiennej
x*=z w takim ukladzie wspolrzednych moZemy oznaczaé nastgpujaco: ‘

a)

e L
‘Inne pochodne b@dzwmy oznaczac przec1nk1em Pochodng Wzglqdem czasu 0zZna-
czamy kropka.

Rozpatruje su;'Wquczn’ie stan plytowy, a wige taki stan naprezen i odksztateen,
kidry poWstaje‘ w ograniczonej (lub nieograniczonej) warstwie spreZystej, poddane;
[dziatdniu obocigZen antysymetrycznych Wzglqdem plaszczyzny s10dkowe3 warstwy
~plyty. ,

‘Celem mmejsze_] pracy _]est opracowame teorii, ktdra spelnia nast@pujqce réwnania
T Wa,runkl

1) réwnénia ruchu plyty -

:(11) Q?g+ﬁ3=ﬁ3s Mrg ﬁ_Qa'['ma {p,”
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2) réwnania konstytutywne continuum, tréjwymiarowege -
(1.2) g —Z,usﬂJris ,ﬁﬂ,

3) réwnania wmzz;ce stan p1zem1eszezen1a i odksztaicemd

|
a» e Ty (it )
- 4) rownania, merozdzwlnosm , S
(1 4) E . - - K E""" E - SJ‘S HIIH 0 ; C

5) sc1slc warunki b1zegowe na plaszczyznach gramcznych (rys. 1);

6) ca!kowa warunki bizegowe na pow1erzchmach bizegowych (rys. 1.

Oczywisty jest fakt, z¢ lICZQC odksztalccma z (1.3), (tak bedzie w przypadku
zalozeh kmematycznych) réwnania nierozdzielnosci (1.4) spelniamy tozsamosciowo.
Jezeli punktem wyjécia technicznej teorii _]est hipoteza statyczna, to odkszialcenia
liczymy 7 (1. 2) i wtedy réwnania (1.4) moga nie byé spelnione tozsamodciowo.

We wzorach (1.1)-(1.4) wprowadzono nastepujace oznaczema

sity poprzeczne -

faaadz; '

momenty zginajace i skrecajace

F
as o U= [pisdz, B [ paile,
2

.k h h 2 e
Mo=7 O X=, r,,_? + G5 L 2%, 'c,.—7 + { zX, dz:pah-l,—p,,.,- ‘
gdzi¢ o;; oznaczaja sktadowe tensora naprezenia, , skiadowe wektora 'p‘i‘ze'miesz-
, . . T
czenia, &; skladowe tensora odksztafcenia, p;= ;3 +pa, hp,= 5 ( Pu- p,,), p,, il
skladowe wektora obquzema odpowwdmo na dolnej i gornej p}aschyzme plvty, €
symbol Rlccwgo X i skladowe wektora sity masowej,

H ‘\‘ o d . h - : k [N
) z 2
’ . . :
Pa= fX3dz; P fz’Xudz. o
N h“ - ‘.-_ P : H .
ar) )

Dla uproszczenia. zapisu - nie bedziemy . wyszczegdlniad argumentu, czasu: 7.

Rozprawy Inzynierskie — 8
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%, HIPOTEZA KINEMATYCZNA. STAN NAPREZENIA, SIEY WEWNETRZNE

W stanie plytowym spehione sa nastgpujace réwnosci:
(2']-) ua(xﬂﬁ z)=~—u(x", _Z)s iy (xa, z)=u3 (x.z, _Z)'

N We wszystkich teoriach opisujacych zagadnienie tréjwymiarowe za pomocg

wielkoéci zaleznych tylko od dwdch zmiennych wszystkie wyrazenia powinny byc
znanymi funkcjami jednej ze zmiennych, w naszym przypadku zmiennej z. Dotyczy.
to réwniez funkcji (2.1), ktére nalezy przedstawi¢ jako znane funkcje zmiennej z.
Mo#na tego dokonaé¢ réznymi sposobami, np. rozkladajac funkeje (2.1) w szeregi
potggowe, szeregi wielomianow Legendre’a itp. [4 i 20]. W niniejszej pracy zasto-
sujemy spos6b polegajacy na przedstawieniu funkeiji (2.1) w postaci

i

22 u.;(':'cf)':—t'(z)w(xﬂ),m'(z)ea(xﬂ)+f;—”pa(xﬂ) U =W T0% )

) pa,a xﬁ)] -

[s@een-rovmen+ 2

gdzie

@3 I8 )= IV_

Tt s [g, (@)ps (N 2 (z) pa (xM)].

We wzorach tych g, A oznaczajg stale Laﬁlégo, v wspélczynnik Poissona,
V2()=8"( )

W powyiszej hipotezie odnajdujemy analoglczne zajozenia Z. KACZKOWSKIEGO
na u, (x) [11,s. 75] z ta réznica, Ze u nas funkcja w (x%) w jest funkcja przemiesz-
czenia plaszczyzn granicznych.

Hipotezy na w5 (x*) w takl&] postaci autor, niniejszej pracy nie napotkal W Znanej
literaturze. Wzor (2.2), jest wynikiem zatoZenia & priori rozkiadu napreZen ¢as
wzdbuz grubosei plyty [por. wzory (2.4),] oraz odpowiedniego scalkowania réwnania
konstytutywnego (1.2) dla i=j=3.

Jak na'razie pozostaje sprawa otwarta doboru funkcji £(z), s (z) (=), g1
g (z). Wymiar funkcji ¢, s, fwynosi fem?], g1, 82 — fem].

Korzystajac z (2.2), (2.3), (1.3} 1 (1.2) otrzymuje si¢ nastgpujace WZory na na-
preZenia w (}owolnym punkcie pyty: -

i

: iaaﬂ;”[ 2t (Z)W aﬂ+s (Z) (gm ﬂ+9.ﬂ o:)+ f (Z) (pa,li+p8,at)]

2.4) ) '5'2#F’ (x Z) Sss+(81(2)P3 +8’:».(Z)P3) aatl,
s =03= 5" (2) O, — T (% 2).ol S ()P (¥F),
033=21 (p3 () +21 (D (),
gdzie' &, oinacza’ deli¢ Kroneckera oraz I' (X%, 7) =8, (%%, 2):
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. Naprezenia 03, 03; musza spelia¢é odpowiednie warunki brzegowe na plasz-
czyznach granicznych z= ihj2:
. A h xP
(25) 030: (x +_2—) _pa (xﬂ) » 0.33 (xﬂ: i?) = i p3 ;""‘)'“.

Przyjmujac we wzorach (2.4),; z=:h/2 i prayréwnujac do (2.5) otrzymujemy
nastgpujace warunki na funkcje zmiennej z:

(o) e )

LAY LA TN
26) =g\t 5 )= |25 )=0s

feg)rleg)n mleg)-e

Obliczmy ze wzoru (2.2), wielko$é przcmieszczenia Uy (x%, +A{2):

e e
15 x,iz w(x—I{x* 2 =w(x%),

h
r (x +~—2—)=0 [por. warunki (2.6)].

poniewaz

Tak wige funkcja w (x®) okrefla nam ugiecie plaszczyzn ograniczajgcych plyte.
Latwo zauwazy€, Ze uy (x% 0)#us (x% +h2)y=w (x*). Widaé wyrazng réznicg po-
migdzy naszymi zatozeniami a przewaznie uzywanymi hipotezami, w ktérych zaklada
8i¢, Ze przemieszczenie w (x*) jest przemieszezeniem plaszezyzny $rodkowej plyty.

Wstawiajge napreZenia (2.4) do wzoréw okreflajgcych sily wewngtrzne (1. Sha
i uwzgle;dmajac (2.6)," otrzymujemy

©Q,=2phk, 8, (x%)— f(x*’),¢1+2kksp¢, '

T
2.7 Mpa=283 p[~2ks W, gu+ k3 (0, 5 +05, )] +4uhT (x7) 8,5+
: | + 213 koo (Pa 5+ Pp, o)+ 202 (ks 3 4 Ks p3) G
gdzie
L LR
1 ¢ v -k
F (ﬂ):; f T'(x*, z)dz= 1—p (kz B,ﬁﬂ"‘h & w+71pfﬁ)_
- - 0 B A
| b (ksps+Esps),
| ' - + sPa)s
Ry - 2p+ A aPs
(2.8 . :

ih2

} . 1 " . . . ¥ B . k7
- T (" =—h_f Zr .(xf:'Z)dzzzl‘i';v'(;fz-efa*k4 VZW‘*‘?P%)"’

L | ~a7 kapatksp).
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Beziwymiarowe wspdlczynniki- ki, vos ke Koy v Ksr ke Wynosza:

A
(g 1 e : 1A
=g @ k=g [ 5@
[0

0. 0
B - B
- 1 E3 1 El
@i o k= [ @, ke [ 1@
\0 0
< h k R n
ko S S
=g [0k Rz [s@d, B [aed,
J R R ;
n n : , n
E4=hT6ff(Z)dZ, ks= kz fgz(z)dz, E7=—h—”ff(2)dz.
[+

Latwo sprawdzlc 7e spelmone 53 nastqpuj qce rown0501
| K=k 25,7,

Wprowadzeme WSpolczynmkow k- tlumaczy sig - tym, -Ze- quzmmy rozpatrywac
pewne szezegdlne przypadkl zalozen kmematycznych (2. 2) W za&ozcmach tych
k,#0,alek,; =0 (por. p. 4).- / '

Réwnania przemieszczeniowe otrzymujemy wsta\majqc WlB]k0§01 sit wewn@trznych
(2.7) do réwnan (1.1). Po pewnych przeksztalceniach réwnania te zapisujemy w po-
staci :

L iy 075~ Dk, (ky V20 —k, V2 V2 W)= —f3 —

2vh3 kq

12y
- hz (ks V2P3 Aks V Pa) +

- Vzp"ﬂ 2hk5p ﬂ-’r Us,

A kl _ K
_plie— o V2w 2,uk1haa+-—l) 1+y 1+_ gﬁﬁa+

(2.10) 2 2ks il

‘t\;‘::‘ -i”: e -- T

2 D —y) V20, = —7 hz{k[z(ﬁtk)%s] '
3 (_V)V u-"_mz_l ¥ vil ks ks Pﬂ.a+

C Ak [2v (1 + "i) - _i] 73 a} 2’13 k'? V2put2hks po—

2h3k-,( ( fc-,)) “
- F 4+
(L (S ey | RO
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duhtk, L T R
gdzie D=~ ozacza sztywnosé plyty oraz

. e m k7 .
11y - U3 ='ph'(w—2__l_"), l‘d5a='2pk3 k8, ~«k4w + p,,‘

W teoriach techmcznych na ogdt pomlja si¢. skladowe @a, aw skladowe_] U3 poml—
ja sig wielko§é F wtedy mamy

(2.12) U3 phw Eﬁ—o

Mozemy teraz przystapic do okreslenla funkq1 zmaenne; z, Przy}mu_]emy dwa
kryteria doboru tych funkcji: 1) wszystkie te funkeje musza spelniaé warunki (2.6);
2) 7adamy, aby dla obciaZen statycznych p;==const, poszukiwane funkc_;e spe}maly
réiniczkowe rownama rownowagi ofrodka clqglego

Nie: b@dzwmy przytaczali wyprowadzema wzordw na te funkc_je fecz tyIko
podamy, 7e powyzsze kryteria spelniaja nast@pujacce funkcje (por. p. 4:

i) o b))

o 3
(2.13) f@)=1@)-Cis5@), £@=7530),

)k 2\22
8:(0)=8: (@)=~ = ‘5(1—4(7) ) .

Funkcja g, (z) zostala wyznaczona z ukladu réwnah przemieszezeniowych tréj-
" wymiarowej teorii przy zaloZeniu, ze plyta poddana jest zginaniu cigzarem wiasnym.
Komentarza wymaga funkcja f(z), ktéra zostala wyznaczona w zalezniodci od stalej
C,. Dla C, =3/2 otrzymuje si¢ funkcje, ktéra wystepuje w teorii Z. KACZKOWSKIEGO
[11, s. 74). Najprostsza funkcjg f(z) spelniajagca warunki (2.6) otrzymuje si¢ dla

" Tablica 1
Fs "~ Ter
k k k k k 3 3
! : : * o =2 ci=0! Ci== |C1=0
2 2
1 1 1 1 1 1 1 1
| — | — | — | — | — 0 | = | e | —
3 30 | 20 | 24 120 2 | 120 | 24
i 1 1 i 1 1 1
! 30| 20| 24 120 120 24

C,=0. Wplyw stalej C; na stan flaprqzenia i odksztalcenia dla obcigzen p,sconsi,
wymaga dalszego badania. Bezwymiarowe wspdlczynniki k; i k; dla funkcji okre-
$lonych wzorami (2.13) zestawiono w tablicy pierwszej.
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3. PODSTAWOWE ROWNANIA ROZNICZKOWE PROPONOWANEJ TEORIL. WARUNKI
BRZEGOWE I POCZATKOWEH oo

W nmlejszym ‘punkcie podamy dwa . :sposoby sprowadzema ukladu réwnia
(2.10) do prostszej postaci. Pierwszy sposob jest analoglczny do znanej metody
. HerLmmioLtZa 21, 8. 165] DWuwymla.l'OWQ Wersje tw1erdzen1a HELMHOLTZA [22 5.
861 dla funkqi 8, napiszemy nastgpujaco:

ERY Baﬂg_p,u“g‘ekﬁw.ﬁ'

Wielkoéci dane p, i m, przedstawiajny anélogicinie do (3.1) w postaci
1 2 1 2
G2 - pamPstel D, Ma=M. +E'"’m 6

WstaWIaJaLc (3 1) i (3.2) do réwnan (2. 10)2 otrzymuje sig rownama Cauchy ego-
-Riemanna na dwie funkcje 4, w=1, 2. Dalej mozna wykazac (bez straty na ogdlnofci
rozwazan), e te dwie harmoniczne funkc_]e mozna przyjaé za réwne zeru. Ostateczmc
uktad réwnafi (2.10) redukuje sig do postaci

[ LG B S S 2V PN
4ﬂhk1 3, !/I h2k2 W— k2 (1 —V) 2 x r
ki (1-v) =
vig= B A, (),
4
25 L —
h k4(2+v k4)
gdzie 5
kg e 2 Lo
xﬁ—k:@r.w!‘ A2=-‘-'—“—“"——‘(m 2hk5p+2h k—;V P‘Vz)n :
f— 2 {1 hz[k(z ESI'Z)-+
i (2 E‘;) + 1—v |2 =Y, ks ( - V) Pa
. . vk4 - ’
F R R M je5 ] ] - 5 i 2h3k7 l‘u"%’] 1 a
(3_4) ) R ks 2V_"—(]._2}’) D3 ""2hk6p+____ﬁ 2+V“— VZP_V]_ »
= e TR ks ¥ 7T I—v. .\ ‘,.k..‘,, ST

SN Y S | ke 3
Ty Ve=2ph*\ Ky x+7p ) Vz—zpha k2w+ ,

o ky vk, *
d=p, 2+vk_ + Z V2ps+-ksV2pa)+

4 k4 . .
. skt 0, (20052 ) o B 3y
—i- 6Da— 2+v7€: vk4 D%
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Mamy wiec trzy réwnania drugiego rzedu. W przypadku statycznym uklad réwnafi.
(3.3) jest ukladem rozdzielonym, sldadajacym si¢ z jednego réwnania HELMHOLTZA
(3.3), i dwoch réwnan PorssoNa (3.3),, ;. W przypadke dynamlcznym uklad (3.3)
ma prosta strukture, jezeli przyja¢ réwnosei (2.12).

Wykonajmy na réwnaniach (2.10) nastgpujace operacje: 1) mnozymy réwnania
{2.10), przez & i rézniczkujemy wzglegdem f; 2) mnozymy réwnania (2.10), przez
€ i rozniczkujemy wzgledem B, Po drobnych przeksztalceniach otrzymujemy
nastepujacy uklad réwnan:

s 2 . S(x") - | S y
(3.5) DV*Viw=q, @,=— ke, Ve 0, s %) k—E 0= — La{x"),
gdzie
L hzkz ks 2vh2 ) .
Q(x“)zpa_a:)k 2+"“_ V2 1+ (ks Vips+ks Vips)—
24k, _ »
- (ks VEV2py+ks VAV py) + 1,4
L
4h3k7( ki ks kﬁ) , vh? ky Ky zszﬂ .
: T—y: ‘4k1k:4k7 T ky ks Pla™ (1 —wk ke [ Sl
(3.6) 2
A S
U df’ +mv 24+v U3+ »
ﬁ3=P3‘|‘P3:

L3

L= o [hu—zkﬁ) Past f X, e+ 20 by V2 pm‘,,—q“sg,,,]'.

2uhtk,

—_——

" Latwo sprawdzié, Zze na funkcje g (x*) nie ma wplywu stala. C; [por. (2.13),].
Dalej przyjete €, =0. Mozna tez wykazadé réwnowazno§é ukladéw réwnan (3.3)
i3.5. : : :

Do tego, aby nasza teoria byla kompletna, nalezy okreslié warunki brzegowe
tylko id powierzehni brzegowej, bo na plaszczyznach' granicznych warunki brize-
gowe sg spetnione $cifle dzicki odpowiedniemu doborowi funkcji zmiennej z. Wa-
runki brzegowe na powierzchni brzegowej spelniamy w sposob catkowy [11, s. 78]

Rzad ukladu réwnan (3.3) wynosi sze§é. W kazdym punkcie linii brzegowej S
{lub S, §; rys. 1) moZna wiec spelnié trzy warunki brzegowe spoérod szebciu na-
stepujaeych wielkosei (rys. 2):

(3'7) ) ) 'M-?"’H MH’S’ Ql’l! 'WQ (DH’ ¢S!
gdzie
(3.8 Pu=¢"N,, Q=0 liny,  @=6F(w g —L8y).
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We wrotach. tych n, oznaczaja sktadowe wektora zewngtrznie notm'tlnegc"‘(rys 2).
Ostatni ze wzoréw (3.8) wynika stid, Ze usrednione przemleszczeme ‘u, (xH) przy
pominigciu wyrazu {f(z) pa)/,u mozna przedstaww ﬂastcpujqco
(3.9) o o wN=mfe,.

!

ﬁsmﬁn?.; o}

fhi=18]-1
Rys. 2

Wspo}czynmk hczbowy & wyznaczamy metodag na;mme_;szych kwadratow z row-
nania o

d 2 ‘
ra f (' () — &' (2))* dz=

a stad
(3.10) : =2___

Korzystajac z twierdzenia wariacyjnego o minimum calkowitej energii plyty
{(dla uérednionych przemieszczen) otrzymuje si¢ réwnania réwnowagi plyty (L1
(przy pominigcin wyrazow inercyjnych), naturalne warunki brzegowe:

(3.11) M,=M*n.n,, My=€yM®nn, 0,=0Q%n,
oraz nastgpujace mozliwe kombinacje jednorodnych warunkow brzegowych:
D w=p;=¢.,=0, 3 W= =M =0,
2 w=gp,=M,=0, 4 w=M,=M,=0,
5) oo=0,=0,=0, T} My=M,;=0,=
6) p;=My=0,= 8) u=M,=0y=

Warunki poczatkowe formuiujemy nastepujgco: w chwili t=1, mamy dane
wielkosci

(3.13) W To); Wi o) - 035,70 G.(xf, 7).

(3.12)
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Tak wige nasza teoria jest juz kompletna, Wszystkie wzory i réwnania tej teorit
bedg prawdziwe w dowolnym dopuszezaliym uktadzie wspdhrzednych normalnych
jezeli dokonamy nastgpujgcych zmian:

G149 (2Ol - EF et o g,

gdzie. symbol | oznacza pochodng kowariantng, e,; dwuwektor Ricciego oraz
&.p tensor metryczny plaszezyzny srodkowej.

4. TROTWYMIAROWE ROZWIAZANIA LOVE’A, PROPONOWANA TEORIA A INNE TEORIE

Niech na plyte dzialajg obcigZenia statyczne p,=const. Przy braku sit masowych
réwnania (3.5) dla powyzszych obciaZen sa nastgpujace:
2‘; o a_'-‘=3‘ -PS o af k'z vi) -
(4.1 DV2 V2 w(x")=ps, Q,a_f’_?(z“v)ﬁ“s‘. E' 'iav 3«..&_'95,# =_0_° ’

Réwnania (4.1),,; beda spelnione, jezeli przyjaé -

R (2—v) Da
4.2 ’ ’ = —— L Y2 g
*2 B T
Wstawiajac (4.2) do (2.2) przy uwzglednieniu (2.13) otrzymamy
N I +h22v( 422)2 Pa
S LR T eah Ul ) A

4.3)

"y z? hp z% z?
us(x*)=w(xﬂ)—§m(1 4_)V2w--——(1+v)(5 4?5)(1 4h1)°
Przemieszczenie plaszezyzny srodkowej wynosi
Ry 5 Aps(l+)

as .= rz_.__ 2y — L — —
@) wlh =) T Ve g

5

Wprowadzajac- oznaczenie
{4.5) ' u= u(x*)=u, (x" 0),
na podstawie (4 4) i (4 1), znajdziemy

B2 oy 54+ hp,
F—1 T—— 3 2 = -
ah w=yu+ 8 lmv'V u-+ 1—v 64y

’ 3
(4.6} V2u= Vzw——vp

Korzystajac z powyiZszych réwnodci, wzory na przemlcszczema naprqiema. I sily
wewngtrzne mozna doprowadzié do postaci

I Ty (s L
Uy (¥) =~z u,a+4(l—_v) 1——_,;(2 )— Viu, = |

4.7

N yd 2 V2t hps 22(3 2(1— 22)
Uy (x) 2(1 )Z u ( ) hz * ( V hz »
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AT 2z [1 i vius +h’( 2(2—v) zz)-vz ] :
'{Ic:d.)i qﬂﬂ (xi)_ L=y ( _v)u,uﬂ+v.v U Ogp 4 ] ) 22_ Hap

3z v ( 4 zz) 6
P IN E C G A Ny Ll

o ; uh? z? - 3 =z 4 22\
% ()= gy \| 4] Vet 0 0O= g LT TR

My (39 = 9{1 LA S AR } VA s
ﬂa( )__ ( ‘—V)u,mg'f'v U (1] 40 o 40(1—'V) PaOqps

Q,=-—-DV?u ,+hp,.

Wszystkie powyzsze wzory dla p;=0 sa identyczne z tymi, jakie uzyskal Love,
gdy przyjmieny plyte o grubosci 24 i zmienimy konwencjg dotyczaca Znakowania
momentéw M, o f ([23], artykut 303, s. 473 wzory (49)-(53)). Podobnie moina
wykazad, ze nasza teoria daje tez Scisle rozwiazanie Love’a dla p,=0, p;=const
(artykul 307, s. 477) oraz dla piyty poddanej zginaniu cigzarem wiasnym (artykut
312, s. 486). Zwraca si¢ uwage na to, 7e powyzsze przypadki zginania piyt byly
analizowane bez uwzglednienia warnnkéw ‘brzegowych na powierzchni brzegowej.

Korzystajac z (4.6) i (4.7)s,¢ dla p;=0, otrzymujemy:

Ak (1+v)
et t—— u—

M 5% = ( w)=2ﬁ§(u-—u;) :
of 3y _ 3

- 4
Qa"—_ ;h_(:u’“w),aa

gdzie E oznacza modul Younga.

Z powyiszych wzoréw wynika, Ze suma momentow zginajacych w danym
-punkcie plyty jest proporcjonalna do r6znicy przemieszczen plaszezyzny Srodkowej
i granicznej, a sily poprzeczne sg proporgjonalne do gradientu réznicy tycR prze-
mieszczenl. Powyzsze jest stuszne dla wszystkich plyt obciazonych wylaczaie na
‘powierzchni brzegowej, przy braku sit masowych. Takiej interpretacji pierwszego
niezmiennika stanu napreZenia oraz sity poprzecznej autor niniejszej pracy nie
napotkal w zoanej literaturze. ' : \

Wszystkie wzory i réwnania proponowanej teorii moZna przeksztalci¢ tak,
aby zamiast funkcji w(x%) (ugiccie plaszozyzn granicznych) wystepowata funkcja
ugiccia plaszezyzny §rodkowej: u (x%). '

" .Podamy tylko réwnanie na funkcje # (x*) w. przypadku statycznym dla X, =0,
P.=0, p3#0. Wykorzystujge (2.2);, (2.3), (2.13), (3.5)1,2 1 (3.6),, otrzymamy

72 (8—3)
4.8 V22 ymp, e 25—
4 ) vhﬁ
——_— — 2 7% R v A Y A Y
9600 (1—7) &~ )y V,,p.sd_r19200(1—1:)V VEVePs.
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E. Korer [6] podaje ciste réwnanie, jakie powinna spetniaé funkcja u (x%) dia

-obcigzen, dla ktérych mamy V? V2 p,=0. Gtrzymane przez tego autora réwnanie

jest identyczne 7 naszym réwnaniem (4.8) ([6], 5. 49, wzor (26)). .
Rowanie (3.5); w przypadku statycznym dla X; =0, p, =0, p, 0 jest nastepujace:

4.9 DV2V3 = " ke (2 24.2.k1k3)vz 2h4k2E3V2 2
@O DV = Gy B, T Ve T, Vs

Jezeli teraz przyjmiemy k;=0, to otrzymamy réwnanie wystepujace W teorii Reis-
SNERA ([24], s. 165, wzér 1)
(4.10) - ; : Vzvzw;_p ff_(%_i)v

3 10(1-7)
Przy]mujq.e k=01 k3 =0, otrzymujemy réwnanie wystqpujqce w teorii Z. KACZKOW-
SKIEGO ([11], s. T7):

B
\ 22— —_— 2
(4.11) DVEV2w=p,— 5(1=) Vep,..

Jek z powyzszego wynika, w obu teoriach nie uwzglgdma si¢ wplywu wielkofci
I (x*, z) na stan napreZenia i przemieszczenia. Inaczej méwiace, réwnania E. REISSNERA
-otrzymamy zakladajac u, (x%) postaci (2.2), przy warunku, Ze calki z- funkeji
1(z), f(2), $(2), g1(2) 1 g,(z) w granicach od O do A/2 sq réwne zeru, lub przyj-
mu_]ac, Ze uy (x)=w (x%). W teorii Z. Kaczkowskiego dodatkowo ‘pomija si¢ wplyw
naprezen os;. Nasze réwnanie (3.5); dla rozpatrywanego przypadk:u jest takie
samo jak w wyzej wymienionych teoriach, - .

Przyjmujac rozmaite zalozenia dotchqce funkc_u zrmenne_; z, mozemy Z nasze_l
teorii otrzymaé inne teorle np. Kirchhoffa, Hencky €go, Amba.rcum]ana Wlasowa
1 innych.

5. PRZYKLAD
Roiﬁaﬁrﬁ'ﬁly plyte iarostokqtnq przegubowo podparta (por. trzecia kombinacja
“warunkow.-brzegowych (3.12)) poddana zginanin obciaZeniem
: X ny

«(5.1) EERE P3=p sm—a-sm -

gdzie x=x1, p=x* oraz a, b oznaczaja diugosci bokéw plyty.
Funkcja ugiecia plaszezyzn granicznych okre§lona jest nastepujacym wzorem:

(5.2 wxH=w(x, y)= |
pat 2 ot - -
EW{I + “5‘-‘52(1+"2)+ﬁo“6‘*(1+n2)2) sin — sin 5~
-2 funkcje 8, wzorami
o ny nx ny

{5.3) 8,=B, cos — sin 5 8,=8,sin 7 Sos -,



496 T U GRZEGORZ TEMIELITA A T

gdzié - - Lo ,
B - pah* ( ' i 2 2)
SnD(l v)(1+r]2) 2—v+- (1 v)é (1+71')

(5.4) S
. .oa h
BT Ra, Ty ST

Latwo sprawdzi6, Ze spehnione sg wszystkie réwnania (3.5) oraz nastqpujace warunki
brzegowe: :

(.5 w0, 2)=us(a, y, D) =u3(x, 0, 2)=us (%, b, )= ul(x 0, 2) uy (x, b, 2)=
—uz(oaya )=u,(a, y, 2)=01, (0, J’, Z) 0’11(“:)’, Z) 022(%, 0, 2) =02, (X, b, Z) 0~
Wzory na maksymalne przem1eszczeme plaszczyzny srodkoweJ wedlug roznych.
teorii dla plyty kwadratowej (y=a/b=1) sa nastepujace:
1) wg tréjwymiarowej teorii L. H. DonneLLA [5, 251
pa* ( §—3v C227-15T )
+ ,nz 62 —— 4- £ 1;
47*D L20(0-v) 16800(1— )

(56) N ‘umax=
2) wg proponowanej teorii: - . .

pa* ‘(1+ §—3v - 203-133%y - ﬁée)_

4n*D 2009 " ¢ _168@0(1‘41;)” ¢ 2400(1 =)

(5 7) Umax =

3) wg teoru H. M, MUSZTARIEGO [26]

pa4/"‘ 8 3 52 ) L 2 B

G.8) - T 4nt \1 20(i—v) E
015" ¢
4 a2
_pat 5@ "
“an'p 1 v 7
. — )
20 iy " ¢

4) wg teorii E. Russnera ([9 i 24]; por. [17] s. 115, 118):

5.9) - (1+ 7w )
(5. Umax = 4t D sa—p "
5) wg teorii Z, KaczrowskieGo ([11], s. 73; por. [12, 161, i [171, s. 115)¢
_ pa* |- 2, )
510) - U= 2¢2);
(510) Uman =474 D (H sa—n P )

6) wg teorii (G, KIRCHHOFFA!:

pa*;

(5.11) umax=m.
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.. Maksymalne ugiecie plaszczyzn gramcznych i maksymalne naprqzeme nermalne

wynosza. (dla.y=a/b=1): R T
1. wg teorn L.-H. DONNELLA 53+

pa"‘_(l, 27 62%27 n4§4+ )
YreTap\ TS 2825 TP

F 2 g2
max 2 ' nzéz

'ﬁ T = 111 0

(5.12)

Z)U.WE-; proponowanej ‘t-eorii ‘ L
. pa‘f : 27;2 &2 454 S
Woax = ( =+ —+
47+D 5 25 o
3 p(1+v)( L2+7v ' N n454)

—_ 2 £2
T _
mazT g ﬁzéz

- (5.13)

30 14" St 1m0

W tablicy drugiej podano wartodci liczbowe maksymalnych ugie¢ i napreZen
norma.lnych obliczonych dia plyty grubej nwedlug roznych teorii przy zatozZeniu
n=afb=1, é=hla=1/3, v=0,3, : = .

W 'pleI"WSZC_] kolumnie podano §ciste wartodci obliczone na podstawxe pracy
B.F. WLASOWA [8] Rezultaty otrzymane wedhug teoru L.H. DONNELLA (ko-
lumna 2) powinny byé 1deniyczne z wymkaml WEASOWA. . Nieznaczne rdéZnice

‘

Tabllca 2
;_:? .o eor{sa tr(-)JWT-, .. ‘ Teorie techniczne
| miarowe T B . :
v=0,3 o
S | Téorta | & S o o P = I -
| Wedlue | g E-g S é . g . £ = B ) ga:
s . =X ¥ . p
Sm,s_lej NNELLA 8.§ & A 8. g N R E 7 %.E%
teorii [8] 5 357 8w | BHE -35,_, 8 E 8 < .g_g,u
EER R EES) I S B R -y [—‘Q‘w‘ S3F M8
z‘“‘ 3,492 3,491 3,494 3,56 3,479 3,693 3479 1. 2,270
ph SR & L o _
" Ew a a |
;‘ 3,371 | 3,371 3,375 314 | 3479 | 3,693 3,479 2270
; 1,995 1,994 1,997 2,01 1,868 1,964 2,011 . | 1,778

wynikaja stad, ze w obliczeniach - uwzgledniali$my, tylko trzy. pierwsze . skladniki,
wystepujace % sumach okreslonych ‘wzorami (5.6) i-(5.12). .Z poréwnamnia " wzo-
16w (3.6)-(5.13) oraz z podanych wartosci hczbowych wynika, Ze z teorii tec‘hmcz-
nych nasza teoria w omaw1any1n przypadku zgma"' a piy‘ty grubeJ daje rezulta

najblizsze fcistym,. . o P
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Gdy plyta jest obciazona wylgcznie na powierzchni brzegowej, to otrzymane
rezultaty wedtug proponowanej teorii sg identyczne z rozwigzaniami fcistymi Love’a
(por. p. 4). Oczywiscie stowo «Sciste» ma wtedy sens, gdy rozkiad naprefen na
powierzchni brzegowej (wzdhuz osi z) jest taki, jaki wynika ze wzorow (4.7)3.4-

Proponowana teoria opisana jest ukladem réwnafi rézniczkowych (3.3) badz
(3.5). W przypadku statycznym uklad (3.3) ma bardzo prosta strukture, dogodna
do rozwiazywania analitycznego i numerycznego.

Na koniec warto zwrdcié uwage na fakt, Ze zadna ze znanych teorii technicznych:
nie spetnia pelnego ukladu réwnan 1 warunkow 1-6 ze strony 484, np. we wszystkich
teoriach, w ktérych zaklada sie, Ze przemieszczenie w4, {x") jest stale na grubodci
plyty, rezygnuje si¢ ze spelnienia réwnania konstytutywnego (1.2) dla i=j=3
"lub nie sa spelnione warunki brzegowe na plaszczyznach graniczaych. W naszej
teorii wszystkie réwnania i warunki 1-6 sa spehione.
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Peszmome

TEXHHUYECKASA TEOPUA IUIAT CPEAHEA TONH[ITHBL

B pabote npuBelleHa TSOPHEA, B KOTOPOH yPABHEHWNA JIBMKCHHA ¥ I'DAHAYHEIE YCHOBEL Ha Go-
XOBOH NOBEPXHOCTH INATH YAOBIETEOPEHE! WHTEIPANSHEIM 0Opa30M, OCTATHHABIC JKE YDABHCHHE
TCOPHE YOPYTOCTH W IPREWTHBIC YCTOBHS HA INIOCKOCTAX OTPaHWYUSAOMIAX TUIMTY YIXOBIETBO-
PEHBEI TOYHO.

- Hexomoli Tourol SBIEEYCA KEHemaTHyeckan rumortesa (2.2), Cucrema TudHCpOHTHAICHEX
ypaprenmil (2.10) npusenena X owenp mpocronMy puny (3.3) mm (3.5). Ilpennoseruas Teopas
CpapHEHa C JIpYrEME Teopuayvu (sanpuMep . Pelicuepa, 3. KoHUKOBCKOTO M APYTHX), 2 TaKKe
HOKA33HO, YTO M IAHTE HATPYKCHHOH RCKMIOYATEIPEO BAONDL XPASE TUIHMTH] RONYIACTCA TOYHOS
pemerne A, 3. Jlnpa {23] (nyaxr 4). PaGoty oxonuusaer wmcnosol npumep, TTpoBeacHk CpapHe-
HESl PE3yABRTATOR MONYYeHHBK HA OCHOBE pasHbIX TeopHi (tabmmpa 2) ¢ TOYHRM pesynetaToM [8].

SUMMARY

TECHNICAL THEGRY OF PLATES WITH MODERATE THICKNESS

A theory is presented in which the equations of motions and the boundary conditions dess-
cribed on the lateral surface of the plate are satisfied integrally while the remaining equation for
the theory of elasticity are satisfied exactly. )

The starting point of the theory is the kinematical hypothesis (2.2). The system of differential
equations (2.10) was reduced to the simple form (3.3) or (3.5). The elaborated theory was compared
with other known theories (given for example by E. Reissner, Z. Kaczkowski, etc.). It was shown
that for the plate loaded solely along its boundaries the A. E. Love’s exact theory was obtained.
The nmumerical example was given. The comparisen of the results obtained on the basis of the appro-
ximate theories and exact theory [R] was made.

POLITECHNIKA WARSZAWSEA

Praca zostala ziezona w Redakcji dnia 5 listopada 1974 r.





