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METODY SZACOWANIA DYSTRYBUANTY NOSNOSCI PEYT
O LOSOWYCH MOMENTACH GRANICZNYCH

KRZYSZTOF DOLINSKI (WARSZAWA)

Chege okredlic prawdopodobiefistwo awarii plyty sztywno-plastyczne) musimy znaé rozklad
prawdopodobiefistwa nodnosci granicznej. Jednakse zaleznoéé funkcyjna pomiedzy momentami
-granicznymi a obcigZeniem granicznym, wyznaczonym na przykiad z teorii zalomoéw, jest na tyle
_skomplikowana, ze dokiadne wyznaczenie dystrybuanty jest bardzo pracochionne | wymaga czgsto
-obliczedt numerycznych. W pracy udowodniono dwa twierdzenia, ktére przy wykorzystaniu apro-
“ksymujacych funkcji' pomocniczych daja mozliwosé szacowania dystiybuant dla szerokiej Kklasy
funkcji zmiennych losowych. Stosujac kombinacje liniowe Iosowych momentow granicznych jako
funkcje aproksymujace nosnos¢ sztywno-plastycznej plyty o losowej ortotropii, oszacowano dystry-
- buanty mnoinika obcigienia granicznego i nie przeprowadzajac skomplikowanych obliczen uzyska-
no bardzo dobra zbieinosé. :

WsTEP

Przy rozwigzywaniu wieln zagadnien, w kidrych mamy do ézynienia z wietko-
sciami losowymi, musimy czgsto znaé rozklady prawdopodobiefstwa funkcji pew-
nych zmiennych losowych. Jezeli checemy na przyklad okreslic prawdopodobiefistwo
tego, Z¢ Konstrukcja o-losowych wlasnosciach mechanicznych nie ulegnie awarii
przy danym. obcigZeniu, to niezbedna jest wlasnie znajomo$é rozkladu prawdopo-
dobiefistwa nosnoéci:-tej konstrukeji jako funkcji jej losowych wlasnoéci.

Typ rozkladu prawdopodobienistwa mozemy przewidzie¢ z géry jedynie dla
prostych funkeji i pewnych szczegélnych rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennych
[1]. Jezeli funkcja jest iioczynem lub ilorazem niezaleznych zmiennych losowych
o rozkiadach logarytmiczno-normalnych, to jej rozklad tez jest logarytmiczno-
~normalny. Podobnie, jezeli funkcja jest suma lub réznica niezaleznych Zmienny(;h
losowych o takim typie rozkladu, dla ktérego jest spelnione twierdzenie o dodawaniu
(rozkiady normalny, gamma), to jej rozklad jest tego samego typu co typ rozkladu
zmjennych. Parametry rozkladu wynikowego wyznaczamy w obu przypadkach
na podstawie prostych obliczen arytmetycznych. Nie zawsze jednak funkcja, ktorej

~tozkladu poszukujemy, ma tak prostg postaé, a wtedy dla znalezienia jej dys-

trybuanty musimy przeprowadzaé zmudne, a czasem analitycznie nieosiagalne
catkowania. Konieczne w takich przypadkach obliczenia numeryczne moga byé
ekonomicznie nieuzsadnione; przyjecie za$§ a priori typu rozkladu prawdopodo-
bienistwa funkcji moze powodowaé trudne do oszacowania bledy. ‘

Z tymi wlagnie problemami spotykamy si¢ przy wyznaczaniu rozktadéw prawdo-
“podobienstwa noénofci plyt sztywno-plastycznych o losowych momentach granicz-
nych. Obeigzenie graniczne takich plyt, okreslone przy wykorzystaniu na przyktad
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teorti linii zatomdw, jest funkcja moment6w granicznych i wymiarow plyty. Momenty
graniczne, ktére zalezg od takich losowych czynnikéw jak wytrzymalto§é betonu,
wytrzymalo$é stali czy ramie sit wewnelrznych w stanie grapicznym, sg wielkofcia-
mi losowymi, czyli réwniez i no$nosé jako funkcja zmiennych losowych tez bedzie
zmienng losowy.

Choge teraz okreflié prawdopodobiefistwo awarii plyty przy danym obciazeniu,
musimy zna¢ rozktad prawdopodobiefistwa nosnoéci granicznej. Zalezno$¢ funkcyjna
pomigdzy momentami granicznymi a nonodcia jest na tyle skomplikowana, Ze
doktadne wyznaczenie dystrybuanty jest bardzo pracochlonne juz dla najprostszych
rozktadéw prawdopodobienstwa, dla rozkladdw zas rzeczywiscie wystgpujacych
wymaga obliczed numerycznych. '

Wykorzystujac aproksymacje liniowe funkcji zmiennych losowych moZemy
obliczyé co prawda dwa pierwsze momenty przyblizenia (warto$¢ oczekiwana 1 wa-
riancje), ale trudno bylo z tego dotychczas cokolwick wnioskowaé o samej dystry-
buancie [2]. Celem wigc niniejszej pracy jest podanie stosunkowo prostej metody
szacowania dystrybuanty funkcji zmiennych losowych; metody, ktéra dawalaby
wystarczajacg zgodnoéé z rozkiadami rzeczywistymi, a jednoczeépie nie wymaga-
taby przeprowadzenia zmudnych catkowan.

W punkcie pierwszym udowodniono dwa twierdzenia, ktére, przy pewnych
valozeniach, daja mozliwoéé szacowania dystrybuanty funkcji zmiennych losowych
za pomocg dwéch innych funkeji.

Uproszezenia wynikajace z zastosowatia kombinacji liniowych zmiennych
losowych jako funkcji pomocniczych sg rozpatrywane w punkcie drugim. W punkcie
trzecim wykerzystano twierdzenie o oszacowaniu dla okieélenia dystrybuanty ob-
cigzenia granicznego phyt sztywno-plastycznych o losowych momentach granicznych.
Dyskusje dotyczaca efektywnosci metody zawiera rozdzial czwarty.

1. TWIERDZENIA O OSZACOWANIACH DYSTRYBUANTY FUNKCII ZMIENNYCH LOSOWYCH

Przypusémy, ze poszukujemy dystrybuanty funkeji zmiennych losowych X
postaci

(.1 Y, =¢ (X1, Xz o00s X0)-

Niech funkcja ¢ bedzie ciagte wzglgdem wszystkich zmiennych x;, i=1,2, ... 1
i &cile monotoniczna wzgledem jednej ze zmiennych x, (W dalszych rozwazaniach,
dla ustalenia uwagi, przyjmujemy Scista monotoniczno$é wrzgledem wspdlrzednej x,)
oraz bedzie posiadala ciagle wszystkie pochodne czastkowe dg¢fdx;. ZaloZenia te
musza byé¢ spetnione w obszarze

1.2 D={(Xg, X2y o0 X): X; € [0 B} dla i=1,2, .. n}.

Dla obliczenia dystrybuanty zmiennej losowej Y, nalezy [1] (przez dopisanie
n—1 tozsamodéci) zadanie sprowadzi¢ do przekszialcenia
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Xl —1 (Yl) Yﬁ’ tery Yn):
(1.3) XZ“YZ’ o x

X.=Y,.

Jakobian tego przeksztalcenia jest réwny

de~1
14 J=
(1.4 £
Oznaczajac
(15) Ymia=min @ (xl) X35 eeey xn)
D

wyrazimy dystrybuantg zmiennej losowej ¥, w postaci
(1.6) Fy,(3)=P Y1 <Vuia] + P Piin < Y1 <31 1=P [V, Syl + ﬁri (1)

Jezeli wielowymiarowa zmienna losowa ‘(X 15 X2, ...y X)) jest typu cigglego o funk-
cji gestofci prawdopodobiefistwa f (x4, X,, ..., X,), to oZnaczajac
(1.7 S={(x2, eo» %): x:€ [o, fi] dla i=2,3,.., 1}
moZemy obliczyé drugi skladnik w (1.6) nastepujaco:

-1

dsdy, =

(1.8) Py )= f JF107 0 20 s P P2 s 3} |[5—

Pmin 5

@t (y1, X2, ey Xy) . 399
f f T Xgy s %) ity ds dlas—>0,
A 8 e~ 1(y,,,m.xz,---: xa) 1

O (P X2s 00 Xn) 3{0
f f o f(xp, xa, x) dxy ds dla~5—~<0
S @y, Xoaeey Xp) 1
O~ (P1 X2y 000y Xn) _
| [ Flen e x) dxy ds dla-éw>0
M I X1 ;
B1 . aq,
! f f f(xls x?,s veay X, n) dxl: dg d13_<0

§ @7 (¥t X220, 2 Xp) 9x *1

Dla oszacowania pierwszego skladnika w (1.6) zauwazmy, Ze uwzgledniajac
(1.5) prawdziwa jest nastepujaca relacja:

1.9 © 7 @)<rm} €U {00t Xet Lo, A},

czyli
(110) r [Ylgymin]gp [Xl ¢ [“1: ﬂl] VXZ ¢ [0‘2: ﬁz] VeV Xn ¢ [0(.,,, ﬁn]] >

gdzie w oznacza zdarzenie elementarne z przestrzeni probabilistycznej €.
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Wezmy pod uwage pewna nowa funkcje zmiennych losowych X
iy Yi=p (X, X on X0),

kt6ra spelniajac wszystkie zalozenia przyjete dla funkcji ¢ bedzie ponadto speiniala
nieréwnosc

1.12) W (%), Xay oo, X ) @ (%1, Xz, .-y X} W Obszarze D,
Oznaczajac N
'(113) _J’?Lm‘—‘min 14 (xli Xz vy xn) ]
D

obliczamy nastgpujaca caike:
Q14 Fpr(n)=Ph.<Yi<yl=

ds dy; =

»1 - 4 aw-l
= f ff[w_i (J’;; Yas ooy yn): Yas oees yn] ‘ a——

Fmin .
Wt (PE, Xz eers ) i- : ) 31'”
f f G, Xy e X dxy ds dla—>0,
Ry oy 3x1 -
. B1 BV/ ’
f-. - f F(xg, Xa5 0 Xy dxy ds dla—<0.
dx

S W L{ys, Xz e, Xn)

Zauwazmy, Ze jezeli spefniona jest nieréwno$¢ (1.12) to prawdziwe sa nastepuiace
merdwnosei dla funkeji -odwrotnych:

, oy o
-1 Y1 I i
(115) A 14 -(-yls Yas vy yn)\@’ (yls Yasaens yrr) d.la_ c’3x1 >0 &xl >0

Oraz

1y )% gt ) PRLLAPI % o
W yl’ J’z: rers yr! /(0 (yh Y2y vees yll v axl 3.761 .

. Uwzgledniajac (1.15) w (1.14)1 (1.8) i wykorzystujac (1.6) 1 (1 .10) mozemy sformu-
towaé nastepujace

TWIERDZENEE 1. Jezeli dwie funkcfe zmiennych losowych X;, i=1,2,..,n, Y=
~—q9(X1, Xay s X, Yi=w (Xy, Xoy o, X)) spelniajq w obszarze D= {(xl, Xsy o
o Xg): xs € e, B dla i=1,2, ..., 0} nast@pujqce zaloZenia: 1) sq ciggle wzgledem
zm:ennyck X, i=1,2,,..,n1; 2) sq $cisle monotoniczne wzglgdem Jednej ze zmtennych
d¢ Sy
x, (p. x1); 3) sq ciagle wszystkie pochodne czqstkowe, ) — “é——>0 (np. dla
k=1); 5) W (X1, Xay eer X)= 0 (X1, X2y ooes Xp)s 1O dvstrybuant@ zmzennej losowej Y,
moing oszacowaé od dolu nastepujaco:

0 l dla ys sEJ’:ﬁn

- (L.16) F,,1 )= Fyl (y)=P [ymm< Y: <yl Ala Yoo <Y1V max>
Y1 (J"max) F [ymm< Yl gymax} dla J1 >ymax’



METODY SZACOQWANIA DYSTRYBUANTY NOSNOSCI PLYT 505

gdzie
(1.17) Voia =T W (X1, X35 ey X)s Vo =M8X @ (X1, X3, eny )
D . D

Podobne rozwazania mozna przeprowadzic dla funkeyi
(1.18) Yi=0(X;, X5, .o, X)< 0 (X4, Xo, 00 X0),
Biorgc pod uwage nieréwnoé¢ (1.10) otrzymujemy oszacowanie od géry dystry-

buanty funkcjl ¢ z twierdzenia:

TWIERDZENIE 2. Jezeli dwie funkcje zmiepnych losowyeh X;, i=1,2,..,n, ¥, =
=0 (X1, X5, ., Xp), Yi=0(Xy, X, ..., X,) spelniajq w obszarze

'D='{(x12 Koy ey Xp) 1 X € [0y, fi] dla i=1,2, ..., n}

nastepujace zalozenia: 1) sq ciqgle wzgledem zmiemnych x;, i=1,2, ..,n; 2} sq
$cisle monotoniczne wzgledem jednej ze zmienriych x, (np. x1); 3) sq ciggle wszystkie

/]
pochodne  czqstkowe; 4) — >0 (np. dla k D; 5 6%y, %, s XD <

ax, dx
L@ (Xyy Xay ey Xy)y 10 dystrybuantg zmiennej losowej Y, mozna oszacowaé od gory
nastepujgeo .

1-P[(X, X,, ..., X)eD] dla p, <ypn »
(1'19) FYl(yl)é P[yr?'lin< Yggyl]"‘"l_P [(Xla Xz: tiry Xn)ED] ‘ﬂaygﬁn<y1€y2mx
' - 1 . . o ’ d]ayl >y?nax’
gdzie ' ’ T '
(1.20) PO =m0 6 (g, Xgy ey %), PO =AX 0 (X1, Xay ooy X}
» o

Rozpatrzmy bardziej szczegdlny przypadek, w ktérym spelnione b@dé wszystkie
zalozenia o funkcji ¢ podane na poczatku tego punktu, a ponadto w przestrzeni

zmiennych losowych X;, i=1, 2, ..., », bedzie istniat obszar ;

(121) D0={(x1:‘j‘:2:.'": xn)r: q) (xls -:’6.23 e xrl)>ym1nA(x € [0(.;, i] VX € [ab ﬁi]
' dla i=1,2,..,1)},

gdzie a,, b, oznaczaja odpowiednio dolng i gérny granice okre§lonoéci zmiennej

losowej X;.
-Poniewaz prawdziwa. jest rela.CJa
(1'22) {CO: Yl (w)symin} c2- {Ct): (X1> XZ’ ":> X;l) € DO}

nierdwnosé (1.10) przyjmie wigc postad _
(1.23) P [Y, < minl<T- P{(Xl, X vy Xo) € Dl “
Mozna. wige sformu}owaé nastqpu_]qce o

TWIERDZENIE 2a. JezZeli spelmone sq - wszysthkie zalozema therdzema 2 i jezeli
dodatkowo istnieje w przestrzeni zmiennych losowych X.,i=1,2, ..., n, taki obszar
D,, ze dla katdej ze zmiennych jest on ograniczony (przynajimniej jednostronnie)
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wartosciq granicy okreslonodci odpowiedniej zmiennej losowej, a wartosé funkeji
@ (X1, X2y ey X,) W tym obszarze bedzie nie mniejsza niZ minimalna jeji wartosé
w obszarze DDy, to dystrybuanm zmiennej losowef ¥i=p (X, X5, ooy Xo) moze
byd szacowana od gory przez nastepujqee. nierdwnosc:

1=P [(X1, X3, ..0r X,) € Dol ' Ay, < 0m»

' (1'24) FYl(yl)g P[ygin<Y(1"<~y1}+1_P [(Xlst’ Kr)EDO] dlaym1n<y1“<-ymax>
‘ 1 dlayl >ymax9

- o : o
gdZIB Ynin = 11T 6 (xla Ky eees xn)i ymax_ma’x 9 (xl? X2 ees x") *
b D

ZauwazZmy, 7e ze wzgledu na relacje

. (1.25) DeDy
spelniona jest nastepujaca nierdwnosé:
(1. 26) P (X3, X5, .., X)) € DISP [(X4, Xz, v Xy) € Do)

Poréwnujge (1.24) z (1.19) oraz uwzgledniajac (1 26} widzimy, Ze ;stmeme ob—
szaru D, pozwala uzyskaé dokladniejsze oszacowania gdérne dystrybuanty fankcji
zmiennych losowych.

2. KOMBINACIE LINIOWE ZMIENNYCH IOSOWYCH JAKO FUNKCIE APROKSYMUJACE

Dzigki powyzszym twierdzeniom otrzymaliémy mozliwosé szacowania od géry
i od dobu dystrybuanty funkcji zmiennych losowych. Nawet dla skomplikowanych
funkcji i rozkladéw prawdopodobiefistwa, kiedy $ciste wyznaczenie dystrybuanty
jest zmudne Iub niemozliwe, dobierajac odpowiednio funkcje y i 6 vzyskujemy moz-
no$é oszacowania rozkiadu wynikowego.

" Najszersze zastosowanie moze znaleZé ta metoda w takich przypadkach, w ktérych
za funkcje w i @ mozZna przyjmowaé kombinacje liniowe zmiennych losowych X,
jako dobrze aproksymujace funkcje ¢ w obszarze x; € [oy, ;] i=1,2, ..., n. Wiedy
dla pewnych szczegSlnych funkcji lub rozkladéw prawdopodobienstwa zmiennych
losowych X; mozna wykorzystaé nastgpujgce nproszczenia:

32 2
1} jeseli Ex%?>0 (—a;-fiw) dla i=1,2, ..., n, to jako jedng z funkcji aproksymu-
1 i

jacych € (y) przyjmujemy hiperplaszozyzng styczng, np.w punkcie (X, X, ..., X,)
(X, oznacza warto$¢ Srednia zmiennej X;) do powierzchni utworzonej przez fun-
keje ¢, czyhi : '

@1 0@ (Xi, Xy o X)= ¢(x)+2 ® -5,

gdzie X oznacza wektor losowy, a X — wektor [Xy, X3, ..., K15

2) jezeli zmienne losowe X, sq niezaleine o takim rozkladzm prawdopodobnenst-
wa, dla ktérego prawdziwe jest twierdzenie o dodawaniu, to typ rozkladu szacujacego
jest taki sam, jak typ rozkladu zmiennych losowych X;, a jego parametry obliczamy
na podstawie prostych obliczefi arytmetycznych.
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3. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Przedstawiong w poprzednim punkcie metode szacowania dystrybuanty funkciji

zmiennych losowych przy pomocy ich kombinagji liniowych wykorzystano dia
okredlenia prawdopodobienstwa awarit plyt sztywno-plastyczaych o losowych
momentach granicznych Mg;, i=x, y.
" Chege &cifle okre§tic dystrybuante obcigZenia granicznego wyznaczonego z teorii
linii zalomdéw w przypadku losowej ortotropii, musimy uwzgledniaé w obliczeniach
niejednoznaczno$t mechanizméw zniszezenia. Na przykiad dia plyty kwadratowej
swobodnie podparicj, obcigZonej réwnomiernym cifnieniem moga realizowad sig
dwa typy mechanizméw [3]:

I i
ys ya
| | | 7
| |
j N
| ; | |
ol | i o |
i : | {
| i
| | | |
o | a—
————— a ] X T Ta X
Mixs Moy Mo > Moy
Rys. 1

Przy obliczaniu dystrybuanty niejednoznaczno$é te uwzgledniamy obliczajac
prawdopodobiciistwo;

3.1 PO<q]=POy<qvQOn<q], .

gdzie O oznacza losowe obcigZenie graniczne, Oy, O, — losowe obcigZzenia graniczne
odpowiednio dla Ii IT mechanizmu zniszczenia.

Jezeli szacujemy dystrybuante cbcigzenia korzysta_]ac z kombinacji liniowych,
1o mozemy tak-dobrac jej wspolczynniki, aby mieé jedna funkeje dla calego obszaru
okreflonosci momentow,

Przykiad 1

Plyta kwadratowa, swobodnie podparta na czterech klawqdzmch jest obciaZona
réwnomiernym ci$nieniem. Momenty graniczne My, i M, sa mezaleznyml Zmien-
nymi losowymi o jednakowych rozkladach,

Obcigzenie praniczne wyznaczone za pomoca teoril linit zaiomow wyraza sie
dla poszczegdlnych mechanizméw (rys. 1) nastepujgco [3]:

dla mechanizmu I

‘24M7)
a( V Moo+ 3Mo,—V My,)?

(32) QI = q7l (MOJ:: MOy) =

?
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dla mechanizmu I
24M (z)x
dz (I/Moy'l' 3M0x_ ]/Moy)z

(3.3) Ou=on (Mox, Myy)=

Przyieto nastgpujace funkcje aproksymujace:
od gbry, ze wzgledu na ujemny znak drugich pochodnvch zgodnie z p. 2.1,
plaszczyzna styczna ‘

12
(34) Q*=W(M0x5 MOy)=?(M0x+MOy);

od dotu plaszczyzng przechodzaca przez punkty ¢;{e, @), ¢ (o, f)=eu (5, @)
" spelniajaca nieréwnosé (1.18)

1
(3.5 0°=8(M,,, Moy)"_‘m:‘; [q4(f+a)—2g5 o+ (gs— q.0) (Mo, + My,)],

B
gdzie « i § oznaczaja granice obszaru
(3.6) D= {(Moy, Moy): Mo € [, Bl, Moy € [0 A1},

oraz :
ga=p1(% ), gp=oi(x, f).
Obliczenia przeprowadzono dla dwéch typdéw rozkladdw prawdopodoblenstwa

momentoéw granmicznych.
1. Momenty graniczne majg taki sam rozklad réwnomderny o parametrach

Mﬂy MO:
Var M, =Var Moyg(O 1]!1/10)2—021140

Granice obszaru D pokrywajg si¢ 7 granicami okre§lonosci momentéw granicznych,
czyli _

3.7) =M, (1-y/30),. f=Ms(1+y/30).
Graniczne puﬁkty zmiennofci oszacowaﬁlobliczamy 76 WzoT6W

q:;m=l/l(06, OC), qun:'ﬂ(g', 0'-),
qrm=vf(ﬁ, £, qgaxZB(ﬁa 8.

Przy powyiszych zalozeniach wyznaczono dystrybuante dokladna i funkgje szacujace
dystrybuante bezwymiarowego obciaZenia granicznego okreflonego nast@pujgco;
E=0/0, gdzie O=p (Mox, Moy).

W przykladzie przyjeto rozklad réwnomiermy ]edyme dlatego aby mozna bylo
uzyskaé dystrybuante dla écislej postaci obciaZenia granicznego. Wymk; dia malych
wartosci prawdopodobiefistwa awarii przedstawiono na rys. 2. (1 — rozwigzanie
wykorzystujace (3. 5), 2 — rozwlqzanle dokladne '3 — rozwigzanie wykorzystujgce

(3.4)).

(3.8)
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2. Momenty graniczne majg rozklady normalne o parametrach jak w p. L.
Granice obszaru D okreflonego w (3.6) przyjeto

(3.9) a=My(1=30), f=M(l+30).

Graniczne punkty zmiennodci oszacowan obliczamy ze wzordw (3.8), wykorzystujac
granice obszaru (3.9). Ze wzglgdu na scista monotoniczno$é obcigZenia granicznego

Fz(2)
%
29981
9395 +
599 |
238 |
95|
a9

58
7 F

95

)4 - - @

i ; 1 80

I h.

| Vi i
o I sl
L ‘ / 4 w0

4
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wzgledem obu mbr_nentéw (dla Mo, >0, M,y,>0) mozna wykorzystaé przy wyzna-
czaniu oszacowania gérnego dystrybuanty twierdzenie 2a, a obszar D, okre§lamy
nastepujaco: .
(3'10) . DQ={(MOJ:5 MOy) :M{)xe [053 OO), ﬂl()yE [01, OO)} .
Wyznaczono jedynie oszacowanie dystrybuanty bezWymiarowego obcigzenia gra-
nicznego, poniewaZ uzyskanie rozwiazania Scistego dla tego iypu rozkladu jest
niemozliwe. Wyniki- przedstawiono na rys. 3 (1 —rozwigzanie wykorzystujace
(3.5.), 2 — rozwiazanic wykorzystujace (3.4.))

Przyklad 2

Plyta kwadratowa, swobodnie podparta na trzech krawedziach z czwarta krawe-
dzig swobodng, jest obciaZona réwnomiernym ci$nieniem. Momenty graniczne M,
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i. M,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tak dobranych parametrach roz-
Ktadéw, aby realizowal sie tylko jeden mechanizm zniszczenia (rys. 4).
ObciaZenie graniczne ma postad

8
@) O=0(Mow Mo)=5z [2Moy+V Mo, (4Moy+9Moy)] -

Przyjeto nastgpujace funkcje aproksymujace:
od gory, ze wzgledu na ujemny znak drugich pochodnych zgodnie z p. 2.1,

plaszczyzng styczna : o o
(3.12)  OF=y(Me, M 20 Wom Moy) 9 Mow Moy)
. : ¥ How Moy Mo ox dMy, o

od dolu plaszczyzna przechodzaca przez punkiy 4., ds gp, ktora spelnia nie-
rownoéé (1.18),

1 .
(3.13)  Q=0(M,,, Moy)=m [q4(B6—ap)— qga (6—7)—

— gy (B— )+ {(g5—q.0) (6— 1) Moxt(qn—q.4) (B~ %) Mo,],
gdzie o, § 1 y, - oznaczajg granice obszaru
(3-14) D={(M0x9 MOy): My, € [mnﬁls M()y S [?, 5}}:
oraz
qa=0(t, p), q=¢F ), do=9(a )

Obliczenia przeprowadzono dla dwéch typow rozkladéw prawdopodobiedstwa
momentdw granicznych.
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Rys. 4 ' Rys. 5

1. Oba momenty majg rozklad rownomierny o parametrach '
Vﬂoxz:sMO: MOszO!
Var My, =(0,00M,)%,  Var My, =(0,1M)%.
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‘Granice obszaru D pokrywaja sie z granicami okre§lono$ci momentSw:
a=M, (30,09 ]/§), Cy=M,(1-0,109/3).

-(3.15) _ , B
B=M, (3+0,09y/3), =M, (1+0,10y2).

‘Graniczne’ punkty zmiennosei oszacowan obliczamy ze wzordw

Voin=W (% 9),  y2=0(x, 7),
Vo=V (5 8),  30..=0(B 8.

Przy powyzszych zalozeniach wyznaczono dystrybuante do]'{ladnac i funkcje sza-

cujace dystrybuante bezwymiarowego obcigzenia granicznego. okreslonego nastepi-

jQCO: E= Q/Q’ gdZiG Q:Q (M()x: Mﬂy)-
Rozklad réwnomierny przyjeto po- %o(,é)

dobnie jak w przykiadzie 1.1 (jedynie ngg

ff3.16)

dlatego, aby mozZna bylo uzyskaé dys- 998
trybuant¢ dia $cislej postaci obcigze- %48
nia granicznego). Wyniki dla malych gﬁg
warto$ci prawdopodobiefistwa awarii 58
przedstawiono na rys. 5 (1 — rozwia- §§ x

zanie wykorzystujace (3.13.), 2 —roz- @
wigzanie dokladne, 3 — rozwiazanie

&
wykorzystujace (3.12)).

%
2. Momenty graniczne maja roz- &9
kiady normalne o parametrach jg
_ - 3
M()x=3MO: MO):zMO-. a7
Var My, =Var My, = ]
=(0,09M,)*=g2 M2. 5y
3
‘Granice obszaru okreflonego w (3.14) j
$a nastepujgce: g5
gy
EX=M0 (3_30), ﬂ"%;-
547 y=M, (1-30), qoz 80 l qéa l Q’QB ‘ ‘{nI% 7 1210 ‘!g
Rl
ﬂ=M0 (3-1-30'): :
Rys. 6
o=M, (1+30).

Granice zmiennosci funkcji szacujgcych obliczamy z zaleznodci (3.16) wykorzy-

stujac granice obszaru (3.17). Dalsze postgpowanie jest analogiczne do zastoso-
wanego w przyktadzie 1.

\ Oszacowania dystrybuanty bezwymiarowego obciaZenia granicznego przedsta-

wiono na rys. 6 (1 — rozwiazanie wykorzystujace (3.13), 2 — rozwigzanie wyko-

rzystujace (3.12.), '
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4, WNIOSKI

Przyktady przedstawione w p. 3 zdaja si¢ potwierdza¢ przydatnodc proponowanej
metody szacowania dystrybuanty funkeji zmiennych losowych.

Oczywiscie korzystanie z aproksymacji liniowych, bardzo upraszezajacych za~
. danie, moze dawaé dobre rezultaty tylko wiedy, gdy zmienno§¢ pochodnych czast-
kowych funkcji, ktérej dystrybuanty poszukujemy, jest dostatecznie mala w obszarze
D okreflonym w p. 1 przez (1.2). Nie mozna jednak zdefiniowaé Zadnej konkretnej
wartofci  wyznaczajacej dopuszezalna zmienno$¢, poniewaz  jako$C oszacowan
zalezna jest nie tylko od samej funkgji, ale takze od rozkladéw prawdopodobienstwa.
losowych argumentéw tej funkcji. Mozemy to dokladnie zaobserwowa¢ w przedsta-
wionych przykladach. Dla réwnomiernych rozkladéw momentow granicznych
réznice pomigdzy oszacowaniami gérnym 1 dolnym dystrybuanty bezwymiarowego:
obcigZenia granicznego byly pomijalnie male, dla rozkladdw za$§ normalnych do-
chodzily one do 79, . :

Dobre oszacowania przy wykorzystaniu aproksymacp hmowych uzysku;emy
wtedy, gdy funkcja mato rézni si¢ od postaci liniowej lub gdy obszar D jest maty.
Zwiekszenie dokladnoéci oszacowania gérnego przez Zmnieiszanie obszaru D jest
mozliwe tylko wtedy, gdy moZemy stosowaé twierdzenie 2a. Dokiadnos¢ ta zwicksza
si¢ w przedziale ¥, € [Ymins Ymax) KtOry wraz ze zmme_]szamem obszaru D takie
maleje. Dla p; >y, Oszacowanie rowne jest jednosci, a wige nie dostarcza nam
zadnej informacji o dystrybuancie. Jednak w przypadkach, gdy interesuje nas prawdo-
podobienstwo dla ma.{ych wartoéei y,, taka wlasnie meteda moze by¢ z powodzeniem.
stosowana.

Przedstawiona w.dwdch pierwszych punktach metoda dajﬁ cz@sto Jedynq mozli-
wo$é okreslania dystrybuanty. Wiadnie w rozwazanych przykiadach plyt z mo-
mentami gramicznymi w postaci zmiennych losowych o tozkladach normalnych
sciste obliczenia byly niewykonalne, zastosowanie za§ aproksymacii liniowych dato
stosunkowo dobra zgodno§é oszacowan, a wymagalo przy tym jedynie elementar-
nych rachunkow. ' -

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. M. Fisz, Rachunek prawdopodobiefistwa i statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1969,

2. C., A, CORNILL, Metody probabilistyczne pierwszego rzedu w Stochastyczna mechanika konstrukeft,
Ossolineum, Wroctaw 1973,

3, A. SAWCZUK, TH. JsEGER, Grenztragfihigkeits-Theorie der Platten Springer-Verlag, Berlin
1963, .

PezwowMme

METOABI OLEHKH - MACTPUMEYAHTBE HECYHEN CHOCOBHOCTH IUIHMT CO
CITVUAVHBIMHM SIPEAEJIEHAIMIT MOMEHTAMHA - :

YroGi oupe.r{eamn. BepOﬂTHOCTI: ABAPHEN KECTBO- ALTACTHYECKOH TTATHL ML I{OJIH(HI:[ 3HATS
PACHPeNCTICHRAS BCPOATHOCTH upeneNsHOH ‘Hecyiuelt” coocobroctE.  OfHaxd (YRKOHOHATLHAN
3aBHCAMOCTE MEETY NpEAe/EHEIME MOMCHTAMK M TPEHSIBGHOR Harpy3koH, oripe/ieneHAA HATIPHE-

3
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Mep U3 TCOPHH H3JIOMOB, Ha CTONBKO CIOXHAA, YTO TOMHOS ONPEACHACHHEC AUCTPHAYAHTEL OYCHL
TPYACEMKOE H 4acTO TpeOyeT TMCHEHHEIX DPACYETOoR,

B pabore poxazaHEl IBe TEOPEMEL, XOTOPLIE YPH HCNONL3OBAHAN ATPOKCAMEPYIOIAX BCHO-
Mararenbusix QyHKUEi J350T BO3MOKHOCTE OUEHRH JUCTPROYAHT IJi HIHPOKOTO KIacca (Gymxmt
CIyIadHON NepemMeHHOM.

TIpmvensst ymneiinste xoMOMHATEE CIyYallHBIX NIPEACNLHBIX MOMEETOB, KAk (QYHKMEA anpo-
"KCHMHPYIOIIEE HECYINYIO CHOCOOHOCTS JKeCTKO-THIACTAYCCKON MIATEL €O Cuyualiiiol oproTpormei,
OIEHEeHB! JMUCTPHOYaHTEL MHOKHTENA OPOFEABHOR HATPYSKH H, HE NPOBOJA CIONHLIX DACYETOR,
HIONYYEHOe OTAHYHOS COBHANCHHE,

SUMMARY

METHOD OF ESTIMATION OF THE DISTRIBUTION FUNCTION OF BEARING
CAPACITY OF PLATES WITH RANDOM YIELD MOMENTS

To determine the probability of damage of a rigid-plastic plate the probability distribution
of the bearing capacity must be known. However, the telation between yield moments and load,
-evaluated for example from a theory of yield Hnes, is so complicated that the exact evaluation of
the distribution is very laborious and frequently requires numerical computation.

In this paper two theorems were demonsirated which, by use of the approximate auxiliary
-functions, give the possibility of the estimation of the distribution functions for a broad class of
;random variable functions.

Applying linear combinations of the random yield moments as the functions approximating
‘the bearing capacity of the rigid-plastic plate with random orthotropy, the distribution function
-of the limit load factor was estimated and without complicated computation very good convergence
-was obtained.
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