ROZPRAWY INZYNIERSKIE « ENGINEERING TRANSACTIONS « 23, 3, 539—568, 1975
Polska Akademia Nauk « Instytut Podstawowych Probleméw Techniki

STATECZNOSC PASMA RUSZTOWEGO

BOGDAN HUSIA R (POZNAK)

Problem statecznosci pasma rusztowego opisano za pomaoca ukladu rownat roznicowo-czastko-
-wych, a do rozwigzania zastosowano metode skoficzonej dyskretnej transformacji wlasnej 1 dys-
Xxetnej transformacii Fouriera, Przedmiotem rozwazan byto regularne pasmo rusztowe (rys. 1),
Z weztami laczacymi prety rusztv w sposéb przegubowy. Przyjeto dowole warunki podparcia
belek na poszczegdlnych brzegach rusztu. Rozwazono przypadek $ciskania dowolnej liczby kolej-
nych poprzecznic rusziu dowolnym rozkiadem sit dzialajacych wzdhuz brzegu pasma. Zagadnienie
-obciazenia krytycznego dla pasma rusztowego zostalo sprowadzone do poszukiwai wartosci wias-
aych jednorodnego réwnania catkowego Fredholma rodzaju drugiego z jgdrem zdegenerowanym,

1. Wstgp

Problem statecznofci pasma rusztowego byt rozwazany w pracy B. Boczkara
1 H. HaTa [1], ktérzy przyjeli model oérodka widknistego w ujecin Cz. WoZNIAKA [2].
Autorzy ograniczyli swe wywody do obciaZenia stalego wzdhuz brzegu pasma, co
.odpowiada postaci walcowej utraty statecznosci. Przyjety model oérodka pozwolit
na uwzglednienie réZnych struktur -wewnetrznych pasma siatkowego. _

W niniejszej pracy przyjeto model dyskretny. Rozwaza sie ruszt o siatce prosto-
katnej z weztami faczacymi prety rusztu w sposSb przegubowy. Takie ujecie w od-
niesieniu do rusztdw o siatce prostokatnej, najczeéciej stosowanych w praktyce,
SciSle odpowiada- warunkom. rzeczywistym bez potrzeby dokonywania zamiany
ukladu dyskretnego na uklad ciagly. Przeprowadzonych rozwazaft nie ograniczono
do obcigZenia réwnomiernego. ‘

Przedmiotem rozwazan jest nieograniczone pasmo rusztowe o budowie pokazanej
na rys. 1. Przyjmuje sig, Ze warunki podparcia belek na poszezegolnych brzegach
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rusziu sa jednakowe poza tym dowolne. Wezly Tusztu moga sie opieraC na podpo~
rach sprezystych (dyskretne podloze winklerowskie). Rozwaza sie przypadek ob-
ciazenia dowolnej liczby kolejnych poprzecznic rusztu réznymi sifami osiowymi
(rys. 2).
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Rys. 2

Przedstaw:ony powysej regularny uktad dyskretny opisuje si¢ za pomocg réwnate
rozmcowych Metody réwnan rozmcowych w zastosowaniu do regularnych ukladow
pretowych byly szeroko omawiane w wielu monografiach, np. F. BLEicwa i E. Me-
LANA [3], B. A. Bowma [4], Ww. NOWACKIEGIO [5], a ostatnio zostaly rozwinigte:
przez W. GUTKOWSKIEGO [6] i "R. Switks [7]. .

W pracy postuzono sig. oznaczeniami, ktore zestawia si¢ pOanCJ

#, & zmienne dyskretne {r, 5) € C, C— zbidr liczb ca1k0w1tych,
W,s ugiccie wezla (r, 5) ruszin,
X,,. wzajemne oddzialywanie belek krzyzujacych sig w wr;z]e (r, 5) Tuszin,.
P, sita skupiona dziatajaca w wele {r, s). rusztu, Pr,. =P, AP
sita dzialajaca na podhiznice w weile {1, 9),
P"  sila dzialajaca na poprzecznicg w weZle (r, ),
S, sila osiowa Sciskajaca poprzecznicg r rusziu,
K wspolczynmk podatnosel dyskretnego podioza sprezystego  typw
Winklera,
a, EJ, rozstaw i sziywno$é gigina poprzecznic,
a,, EJ, rozstaw i sztywnosé gigtna podluznic,
w (), u(f). funkcje Berry’ego przyjgie w postaci:

o (ﬁ)=ﬁi2 a—pete A
_1f B ) ,_Se®
H(ﬁ) ﬂz (S]ﬂﬂ 1 3 B - EI E

A2, A droga i czwarta roznica centralna obliczona wzgledem zmiennej ..
S, , symbol Kromeckera.
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2. ROWNANIA STATECZNOSCT ‘PASMA RUSZTOWEGO-
Ugigcia wezléw rusztu z udziatem sit osiowych i poprzecznego obcigZenia we-
vlowego opisuje uklad réwnan réznicowych wyprowadzonych w pracy [8]:

-('2 1 (1-|-ﬁ2us)zf"'w, s+2ﬂ2(u +2) Azw,,, 64, (g A7+ 2, +2®6)'(X,. =P =0, '

(+pRu) 4 Wyt 282 (1, +9,) 42 :s+6)uy(#rdz+2u +2'vr)(Kw” Xo—
. _Pvr',’s)=0’
do kioérych wprowadzono nast@pujqce oznaczenla '
a> 4 " S,af . .‘ |
- 'ux_'ﬁEJ ’ ‘uy_ﬁEJ » ﬁr - EJy 3 v, *w(ﬁ) ur:u(ﬁr)'

Powstze réwnania wyprOWadza SIQ W nastqpugaccy sposob Rozpatrujqc émskany
sifa osiowa S pret pojedynczy, na ktory w wezlach dmaia_]a sﬁy poprzeczne do osi
(P Kw,,) otrzymu_]e SIQ rowname rownowagl qu.la r

T.—T., —P,+ K, =0,

w ktorym, _]f:Sli uwzglqdm sig zwigzek wymkajz;cy b/ warunku 1own0wag1 momentow
dla. odcmka prqta r=1; r : ‘

Tad SOh—wy)— M+M, 1_0

to otrzyma sig

2.2) ' AZM-SAZw,+a(P ‘—Kw)—o
Biorge nastepnie pod uwage wzory t1ansformacy]ne d]a preta smskanego zapisane
dla odcinka r—1; 7. . - : e .
1 a .. _
2.3) = G )= M o (B M)

- oTaz dla odcinka r, r+l
1
‘(2-3’) o ?r="c}-(w;-+1 r)+ [’U(ﬁ)M +“(B)Mr+1]

i uwzgledniajac, zé ‘warunek ciagloéei odksztalcen be}ki wymaga, zeby w obu przy-
padkach kat ¢, byt jednakowy, po odjeciu stronami (2.3) od (2.3°) otrzymujemy

Q@4 | Azww——[u(ﬁ)42+zu(ﬁ)+2w(ﬁ)]M

Po wykonaniu na réwnaniu (2.4) operacji 4* i wykorzystaniu zwigzku (2.2)
otrzymuje sie nastepujace réwnanie rdznicowe ugieé wgzlow belki z udzialem sit
osiowych i poprzecznego obcigZenia wezlowego:

3
{2.5) (L+52u) 4* w,+28* (u+v) 4% w, —i(uA2+2u+2w) (P,—Kw,).
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Wypisujge rownania (2.5) dla obu rodzin pretéw rusztu i uwzgledniajac, Ze ugigcia
pretéw w wezlach sa dla obu rodzin identyczne, otrzymuje sie¢ ukfad réwnatt
2.1).

Pomijajac w réwnaniach (2.1) wyrazy zwigzane z obcigZeniem poprzecznym oraz
preyjmujac, ze podtuznice sa wolne od dzialania sit osiowych, otrzymamy réwnania
opisujace pfoble_m statecznodci pasma rusziowego z poprzecznicami $ciskanymi
dowolnym rozkladem sit dziatajacych wzdiuz brzegu pasma

47w, ot s (47 +6) X, =0
(L+ B u) At w,, +282 (u,+v,) A2 w,, s+6ﬂy(urdz+2u,+2w,)(Kw, s
_'Xr,s)=0'

(2.6)

- W powyzszym ukladzie jednorodnych réwnani réinicowych czastkowych funkcja-
mi niewiadomymi zmiennych dyskretnych rissaiw, iX,

Naszym zadaniem jest wyznaczenie wartodei wlasnych f przy danym roz«
ktadzie sit osiowych S, oraz przy okre§lonym sposobie podparcia pasma ruszto-
wego na obu brzegach. W tym celu moina wykorzystaé metody transformacji
dyskretnych.

Najpierw wykonujemy wzgledem zmiennej s skonczonq dysktretnq transformac_]@
wlasna, zaproponowana przez R. Switkg w pracy [7] jako formalizacje rozwi-

nigcia w szereg funkcji wlasnych. Po ‘wykonaniu transformacji ukIad rownan (2.6)
przybierze postaé:

A4wr k+ﬂx(A2+6)f k=0

2.7
4-12 (ﬂr) W pt ﬂy Kw,. B ,uy k= =0.

Wystf;pu_]qca w réwnaniu (2.7), wa.rtosc wiasna Az (ﬂr) dana jest Wzorem

28 KB)=

1—cos v, 1—cosv,
v

- 2 k=
12 ]! k 1)2s 37 50-

(ﬁr) +u (ﬁr) COS Vg T
Jesli obydwa korice poprzecznic sa podparte niepodatnie, to o=n—1. Jesli
poprzecznica ma schemat belki wspormkowej, to o=n. .
Wielkosci v.=v, (8,) sq p1erw1astkam1 réwnania chraktcrystycznego WYyZnaczo-
nego dla jednorodnego réwnania réznicowego ugigé belki z uwzglednieniem dzia-

lania sil osiowych. Pierwiastki te dla réznych warunkow podparcia wyznaczyl’
autor w pracy [8]. '

Na ukladzie rdwnad (2.7) wykonujemy z kolei Wzglqdem zmiennej r dyskretng
transformacjg Fouriera zdefiniowana wzoraml

: : Coe . g@'{wr k}—‘wk(“)— W, ke""“
2.9) rg‘;

Wr,k=§;,fﬁk(a),e"f’“dot. e oy
Y
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Po wykonaniu transformacji otrzymujemy

2¢ () W (o) + 5, Xy () =0,

Ty {42 (B i+ 1, Ky (@) — 11, Ky (@)=0,  e(a)=

(210) {(1—cos ocz

2+cosa
W celu obliczenia transformaty iloczynu. dwéch funkeji 442 (8.} W, . wystgpu-

jacego w réwnaniu (2.10), konieczne jest ustalenie rozkladu sit $ciskajacych po-
przecznice pasma rusziowego.

3. WARUNEK WYBOCZENIA PASMA -RUSZTOWEGO

Przyjmujemy, Ze kolejne poprzecznice z numerami r=1, ..., p, ..., m pasma ruszio-
wego s3 Sciskane réZnymi sitami osiowymi (rys. 2). ObciaZenie osiowe poprzecznic
mozna zapisa¢ jako funkcje zmiennej dyskretnej r w postaci nastgpujgoej:

(3.1) , | S:=8 > f:6.0,
| e

czyli s 5
= : a

2_p2 §‘ 2= ¥

ﬁr _ﬁ = .f;'ér,p! ﬁ EJy .

We wzorach ‘(3.1) Jr jest dana funkcja dyskretng rozkladu wartodei sit osiowych,
Sciskajacych poprzecznice rusztu. Na przyklad dla obciazenia wedlug funkcji sinus

Iz
przyjmujemy;: /=0 i f,=sin oot
Biorac pod uwage (3.1) obliczamy ' ‘

(1—cos)?* W, ,e™ 1—cosv, " m}
k€

(32  FAL B 3= Z {3 [o(B)+ulBycosv] 3 b

=—o

Powyzszy szereg sumujemy w granicach (Foo; +-co) wedlug schematu
(00; +00) gm0 —s Mgoo+ (s Mg

Wowcezas otrzymamy ﬁast@pujacq'postaé lﬁraWej strony wyrazenia (3.2):
m wp’ * e'm

(3.3)

(1-—cos v,)? { =y 1 e
—

2+cos vk_

Pr=— 00 r=

2+ COSs Vk
1

N W, e I—cos v v _
+ : - N B, et

2 v(fa)+u(f,) COSVk} 3 2 Py Pn.e

r=1 _ p=1

Ponownie uwzgledniajac wzér na - dyskretng transformacje Fouriera (2.9),

w wyrazeniu (3.3), otrzymamy koficows postaé transformaty iloczynu dwdch funkeji

(34 F (A (B Wy =402 W () k4 Y [R2(Bp) = A2] W, o™, .
p .-.D=I
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Po podstawieniu (3.4) do ukladu réwnag (2.10) i wyrugowaniu wielkosci X (@
otrzymamy :

335 - (o) W) — o Zbk(ﬁp)wp,ke“’“::(:).l ‘

W powyzszym rownamu wprowadzono nastgpujace oznaczenia skracajace!
| i () =4pA2 + p K+ 2¢ (@), |
by (ﬁp): 4)“: ""4’11% (ﬁp) ’

_(—coswP
: 2(2+cosvk) 'u_,u,,'

(3.5"

W rownamu (3 5) wystepujg _]ako mewmdome funkqa w,, E oraz ]CJ transformata
Wy (). W réwnaniu tym wystepuje rowniex wartosé wiasna A7 ()5’1,) n1ezalezna juz
od wskaZnika r.

. W celu otrzymania rozwigzan réwnania (3.5) wykorzystamy wzér na odwrotna
transformacje Fouriera (2.9), i wystgpujacy w rownaniu (3.5) szereg zapiszemy

w postaci ﬂ

3.9 2 BB P ™=, Z ngper [ Bpedp.

-7

Réwnanie (3.5) mozemy wéwczas doprowadzi¢ do postaci Jednorodncgo rownama
calkowego Fredholma' rodzaju drugiego :

&X)) = [ K i Bip)dp=0,
z Jqdrem zdegenerowanym

Koo p3 B)= 2 V() %(ﬁ P)s

p=1
w ktérym f jest parametrem, oraz -

£iP% N .
y/;,(oc)=m, ak(m?aéﬂ dla oc[—:q:,ﬁw:],
1 .
0o (B P) =5 b (B €.

Rozwigzanie réwnania (3.7) ze wzgigdu na wartosci wiasne nie nastrgeza trudnosci.
Po wprowadzeniu oznaczenia '

B,= [ 0B WPV dp,  p=l,
otrzymuje sie B 4

(.9 ‘ D)= D) By, (a).

=1
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W celu okreslenia niewiadomych B, ..., B, ..., 8, podstawiamy W, (p) dane wzorem
(3.8) do (3.7) i przyréwnujemy wynik do (3.8):

2 B@= 3w [ 060 Y Beve ().
p=1I -7

p=1 =1

7 liniowe] niezaleznosci funkeji w; (o), ..., W (@) wynika, 7e wspélezynniki przy
tych funkcjach po obu strorach powyiszego réwnania musza by¢ jednakowe. Girzy-
mujemy stgd ukiad algebraicznych réwnan jednorodnych z niewiadomymi A, ..., B,,.
Warunkiem istnienia rozwigzan nietrywialnych rownania catkowego (3.7) jest wige
zerowanie si¢ wyznaczmika ukladu réwnan z niewiadomymi B, .., B,. Wobec
tego warunek wyboczenia pasma rusztowego rma postal:

1—fi, i (B) oo =S 0B) o~ fr D)
(3.9) —Fort (B oo V=S i AB) o —fr () |=0.
m.f;n, H (ﬁ) _ﬁn, » (ﬁ) 1 _.f;n,m (ﬁ‘)
W réwnaniu (3.9) wprowadzono oznaczenie

B (B cos (E—1) o E=ly

&,
a () n=I .., m

1

Son (ﬁ)z%(f

Pierwiastki réwnania (3.9) wyznaczaja cigg wartodcl wlasnych réwnania calko-
wego (3.7) przy dowolnych warunkach brzegowych. Problem statecznoéei pasma
rusztowego, rozwigzany w powyzszy sposéb, nie uwzglednia mozliwodci lokalnej
utraty statecznosci (wyboczenie poprzecznic na odcinkach pomiedzy wezlami bez
przemieszezenia sig wezddw).

4. STATECZNOSC PASMA RUSZTOWLGO PODPARTEGO NA OBU BRZEGACH PRZEGUBGWG
1 OBCIAZONEGO JEDNA SILA OSIOWA (rys. 3)

Niech poprzecznicy obeigzona bedzie poprzecznica r=0, to znaczy
8,=56,, .

Poniewaz /=m, wigc wyznacznik (3.9) ogranicza si¢ do jednego elementu, Uwzgled-
niajac ponadto, Ze v, =kn/n, otrzymuje si¢ warunek wyboczenia pasma rusztowego
W postaci

r CL )
(4.1 n—u[4,12-4)£(5)]f———\—=0,
' i k ; dpd + p K+2¢ () )
W ktrym kmn ko km\?
lﬁcos}m : .1——(:057 (lwcosn)
2 o= e —— 2 22_—7
A lB) 12 Pt B ewy

' ﬂiﬁ)-{—u(ﬂ)ces—”— 2 2+cos—;)

Z rownania przestgpnego (4.1) obliczamy ciag pierwiastkow f,.

Roezprawy Iniynierskie — 13



566 BOCGDAN HUSIAR

Sie koytyczna obliczamy za pomocyg wroru

EJ,
Sier,= P2 ;, k=1,2, ..,n—1.

Dla celdow praktycznych moge byc celowe rozpatrzenie statecznoéel pasma ru-
sztowego na podstawie uproszezonej wersji rownania rusztu, W wersji uproszczonej
pomijamy wplyw wygiecia si¢ pretdw miedzy wezlami ruszin na wielkosé momentu
zginajacego. Nalezy wodwezas przyjaé wartosel funkeji »(8) i u(f) dla ZBi‘OWEj

wartosel parametrn 1 v (N=1/3, u(f)=1/6. v

S,

i

s “/”7?”
i /ﬁ/:a %

ft)’ }é‘ ;:
= 7& = T P 4‘/
! a7,
s Qf;\ [ QN j
e f

Rys. 3

Istota tego uproszczenia polega na zamianie krzywej gladkiej osi preta wyboczo-
nego na wielobok. Jak wykazano w pracy [8] dla pasma rusztowego o wickszej liczbie
poprzecznic mozna t4 metoda wyznaczy¢ fatwo najmniejsza (k= 1) warteéé sity kry-
tycznej nie popelniajac przy tym duzego bledu.

Warunck wyboczenia pasma rusztowego dla ogolnego przypadku obcigzenia
dany jest wzorem (3.9), w ktérym

cos(E—n) o
& (o)

.

“2) Sen (=5 (1 —cos ) 2 f

Dla pasma rusziowego podpartego przcgubowo na obu brzegach 1 sciskanego
jedng sily osiowa warunek wyboezenia w wersji uproszezonsj ma postad nastepujaca:

]fﬂ v de
4.3 - )
(4.3) 3m—ufs (1 o8, )I4#7n+#rf{+2"(“—)

Ze wzoru (4.3) obliczamy site krytyczng bez potrzeby rozwigzywamia réwnania
rzest :
przestgpnego Z\2
3nEJ, 1—cos -

do ?
pal |1 — cos—

(44 S, =

;Li = .

( 7
2 2+COS“;;

J Apdi+ p, K+ 2¢ (o)
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5. PRZYKLAD

Wyznaczymy najmniejsza wartodci sity krytyczaej dla pasma podpartego przegu-
bowo i obcigzonego jedng sila osiowa (rys. 3) przy nastepujacych danych: n=6
(5 pod?um:c} Jo=t=J, a.=a,=a, K=0.

W wersji Scistej warunek wyboczenia dany jest wzorem (4.1):

I —cos-~ :
(5.1) 61— f* {1 cosﬂ:) —- ° - o ={
‘ ! 6 v du. ’
() -+u(ff) €oS &

Po obliczeniu calki wystepujacej we wzorze (5.1) otrzymamy rdwnanie przestepne
[2(f)+0,866u (f)] (1056,2—854,954%) + 114,543 =0,
dla ktorego fi, = 1,217. Wartos¢ sity krytycznej jest réwna

EJ
Ser=1,4811 —
e

W wersji uproszczonej sile krytyczng obliczamy za pomoca wrzoru (4.43:
Ly
S =1,5159 .

Warto§¢ powyisza jest wigksza od wartosci wyznaczonej w sposéb écisty o 2,359%.
Zawyzenie wartosci sity krytycznej jest konsckwencja przyjecia postaci wyboczenia
w ksztalcie wieloboku, co jest zwigrane z mySlowym wprowadzeniem do ukladu
dodatkowych wigzdw, ktdre zwickszaja sztywno$¢ rozwazanego uktadu, atym sarym
wzrost wartosci sity krytyczne.

Dila poprzecznicy wydziclonej z pasma rusztowego i traktowanej jako belka
wolnopodparta sifa krytyezna jest réwna:

: EJ
Sice=0.2805

Powyzsza wartosé jest 5,4-krotnic mniejsza od wartoéel sity krytycznej obliczonej
dla rozwazanego pasma rusztowego.

Praca stanowi poszerzony fragment
dysertacji doktorskiel, napisanci
pod kierunkiem doc. dra hab. inz R. Switki.
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SUMMARY

STABILITY OF A GRID SHEET

The problem of stability of a grid sheet is described by a system of partial difference equations,
To its solution the method of finite discrete transformation and the method of discrete Fourier
transformation were applied.

The objective of the study was the sheet grid (Fig. 1) with sonnectors joining articulately the
grid bars, On the Particular boundaries of the grid the arbitravy supporis of beams are assumed.
A case of bompression of arbitrary number of Successive cross members of a grid by applying arbi-
trary distribution of forces acting along & sheet boundary are considered. The problem of a critical
load for a grid sheet was reduced to the evaluation of the eigenvalies of homogeneous Fredholm
integral equation of second kind with degenerated kernel,

POLITECHNIK A POZNANSKA W POZNANIU

Praca zostaly zlodona w Redalcji dniq 2 lutego 1975 r.






