ROZPRAWY INZYNIERSKIE « ENGINEERING TRANSACTIONS « 23, 4, 625640, 1975
Polska Akademia Nauk « Instytut Podstawowych Probleméw Techniki

SKRECANIE NIESWOBODNE PRETOW ZEOZONYCH O PRZEKROJU
OTWARTYM

PIOTR RAPP, KAZIMIERZ WRZESNIOWSKI i JACEK WDOWICKI
(POZNAN) '

W pracy nimiejszej rozpatrzony zostat przypadek skrecania nieswobodnego pretow ziozonych
z elementow cienkodciennych i elementow o przekroju zwartym. Rozpatrzono przypadek ogolny
zakiadajac, 7e przekroj poprzeczny preta jest staly na calej jego diugodci oraz profil preta jest pro-
filem otwartym. Poza tym nie zaklada sig Zadnych ogranicze ani co do kszéattu elementow skla-~
dowych, ani co do stalych materiatowych poszczegolnych elementéw skiadowych preta. Sformu-
lowane zostaly wzory na wyznaczenie sil przekrojowych i érodka sziywnodci oraz rownanie réz-
niczkowe kata skrecenia preta, analogiczne do réwnania Weasowa, dotyczacego pretdéw cienko-
Sciennych otwartych. :

OZNAGZENIA PODSTAWOWE DLA ELEMENTU {

E' modul Younga,

¢! modul spregystosci postaciowej,
v'  wspolczynnik Poissona,

g !

=————— modul zginania walcowego plvt,
1 1—~()2 g go ply
J, J! gléwne momenty bezwtadnoéci,
J,, . géwny wycinkowy moment bezwladnoci,
J; moment bezwladnosci na czyste skrecanie,

A! pole powierzehni przekroju poprzecznego.

Spotykane w literaturze rozwiazania dotyczace technicznej teorii skrecania nieswo-
bodnego pretéw cienkosciennych opieraja sig gléwnie na teorii W. Z, WEASOWA
[1] i dotycza pretéw o stalej lub nieznacznie zmieniajgcej sic W' sposob ciggly Iub
skokowy grubodci scianki. W pracach [2 i 3] omawiane sq prety zloZone z plaszeza
i zeber podluinych traktujac je jako prety cienkoscienne z pasami skupionymi,
w ktérych oddziatywanie na pret odniesione jest do linii §rodkowej plaszeza i powo-
duje skokowe zmiany naprezen stycznych, wystgpujacych w plaszezn preta. Takie
postgpowanie jest dostatecznie dokladne, gdy zebra te sg elementami o przekroju
zwartym i stosunkowo malym przekroju poprrecznym. )

W pracy niniejszej rozpatrzony zostanie przypadek skrecania nieswobodnego
preta zloZonego z elementéw cienkosciennych i elementéw Zwartych, przy czym
zakiada sig, Ze poprzeczne wymiary elementéw zwartych moga byé tego rzedu,
co wymiary konturu pozostalych elementéw. Prety takie moga wystgpowac jako
elementy noéne w konstrukcjach budowlanych, a takze w urzadzeniach mecha-
nicznych.
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1. WPROWADZENIE

W pracy rozpatrzony zostanie przypadek ogdlny przy nastepijacych zatozeniach:
1) przekr6j poprzeczny jest staty nma diugosci preta, 2) profil preta jest profilem
otwartym, 3) stale materialowe mie zmieniaja si¢ na diugosci preta oraz 4} stale
materialowe moga zmienia¢ sie wzdlz linii §rodkowej konturu pf;ekroju po-
przecznego. Poza tym nie zaklada si¢ zadnych ograniczefi co ‘do ksztattu i ilosci ele-
mentéw skiadowych oraz ich stalych materialowych, Prrekrd] poprzeczny preta
moze skiadaé sic z dowolnej liczby, dowolnie uksztaltowanych elementow cienko-
$ciennych o profilu otwartym i elementéw o przekroju zwartym. Kaxdy wyodrgb-
niony element sk’;adbw'y mozé mieé inne moduly sprqzﬁrstoéci liniowej i postaciowej.
Obciazenic preta przyjmuje si¢ w postaci momentu skrecajacego, dowolnie rozio-
Zonego na jego dhugosci. Analiza skrecania pretéw cienkodciennych prowadzona
bedzie na podstawie teorii W. Z. Wrasowa [1]. ,

‘Wyznaczone zostang sity wewngtrzne i przemieszczenia oraz §rodek sZiywnosc
preta. ztozonego. Wyprowadz_oné zostanie Téwniez réwnanie rézniczkowe kata
skrgcenia. o : I ‘ . o

Niech dany bedzie pret o przeki'bju ztozonym (rys. 1a). Jako model obliczeniowy
przyjmuje si¢ pret skladajacy sig z elementdow, jakie powstaly po rozcigeiu tego preta
wzdhz tworzaoych (rys. 1b i tys. Ic). W miejscach rozcigcia spelnione musza byé
warunki zgodnoici przemieszezefi podtuzaych, a dla ukladu warunki zgodnosci
przemieszczeﬁ poprzecznych. :

a b . €
|

N \ &

fe

- Rys, 1

Spehienie warunkéw zgodnodci przemieszezen gwarantuja odpowiednio dobrane
sily poprzeczne i momenty skrecajace, wystgpujace w kazdym z pretéw skltadowych,
oraz naprezemia styczne, dzialajace wzdiuz tworzacych rozcigeia poszezegdlnych
pretéw skiadowych. Podziatu preta zlozonego na elementy skladowe dokonaé moZna
dowolnie, warunkiem jednak jest, aby dla poszczegdlnych clementéw sktadowych
znane byly §rodek sztywnosci oraz zasadnicze charakterystyki przekroju. Zaktada sie,
e w obrebie jednego elementu skladowego state materialowe sg stale. Dla pretow
niejednorodnych stale materialowe dla kazdego elementu skladowego przyjmuje sig
jako $rednie dla danego elementu, a liczba elementow, na ktére zostaje podziclony
pret, rzutuje na dokladnodé; z jaka aproksymuje si¢ dang zmienno$é stalych mate-
riatowych.
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2. UKEADY WSPOLRZEDNYCH

Niech dany bedzie prgt o przekroju ztozonym. Dokonujemy podzialn preta
na p elementéw skltadowych, wprowadzajac w myslowych rozcigé. Elementy skla-
dowe indeksujemy literg i i=1, 2,..,p, a rozcigeia litera j:j=1,2, .., w. Zagad-
nienie rozpatrywane bgdzie w gléwnym ukladzie wspéhzednych OXY¥Z. Oprocz
tego kazdy, np. i-ty pret sktadowy ma dwa lokalne uklady wspolrzednych. Jeden
z nich to uktad O!x!y! 2! przéchodzacy przez §rodek’ ciezkosdei przekroju elementu
skladowego #; drugi to uklad O'x'y'z', réwnolegly do porzedniego, przecho-
dzgey przez §rodek sztywnosel preta i Osie x!, ! s gléwnymi osiami bezwlad-
nosci przekroju preta sktadowego i, Wazystkie uklady wspolrzednych przyjmuje
si¢ jako lewoskrgtne’ (rys. 2, por. takZze r1ys. 5) i WSZYSthC maja poczatek
w tym samym przekroju’ preta.

v ! :
X i
: L
Yy . x
g
i "
D, N !0
1S
!
|
P .
&b f I
7 I
! E
] b ¥
Z . Rys. 2

Oznaczaja:c‘przez D D; wspéhrzedne érodka OF ukiadu lokalnego w ukiadzie
giéwnym, aprzez rlir} WSpo'lrzgdne érodka O ukladu gléwnego w ukladzie lokalnym
O x'y, zwigzek ml@dzy D, _Df P s ! jest nastepujacy (rys. 2)

Di=—ricosa! +r;, sin of,

@D

P i or i i
D= —r.sino’—ricosal,
Kat o jest katem zawartym migdzy osiami x* i X. Na rys. 2 kat o jest dodatni.
3. WARUNKI ZGODNOSCI PRZEMIESZCZEN POPRZECZNYCH
W rozwazaniach zaklada sig, Ze kontur przekroju poprzecznego preta nie zmie-

nia si¢ podczas odksztatcenia. Przy tym zaloZenin zaleinosci migdzy przemieszcze-
niami V., ¥, i @ preta zloZonego, mierzonymi w gléwnym ukladzie OXYZ i prze-
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mieszczeniami o), o, p' preta skladowego 7, mierzonymi w ukladzie Ox'y'z, na.
podstawie tys. 3 sa nastgpujace:

i i i eh gyt
vi=V,cosa!+ V,sinal+r, P,

(3.1) vi=—¥,sina' + V,cos wl-rlad,

pi=D,

Przemieszczenia pokazane na rys. 3 przyjmuje si¢ jako dodatnie.

Rys.' 3

4. SIEY POPRZECZNE W PRETACH SKLADOWYCH

Niech w precie skladowym i wystepuja wypadkowe sily poprzeczne TL, T} prze-
chodzace przez §rodek sztywnosci, wypadkowy moment skrecajacy M} oraz niech
pret i bedzie obcigZony sitami stycznymi n;, dziatajacymi wzdiuz kazdego rozcigcia
j oddzielajacego element skladowy i od pozostalych elementéw sktadowych, Zakia~
damy, ze napreZenia styczne, pochodzace od skr¢cania bimomentowego, nie zmie~
niaja si¢ na grubosci fcianki elementu cienkosciennego. ObcigZenie n; roztozone
w sposéb ciagly na dlugosci preta jest obcigzeniem wypadkowym napreZen stycznych,.
dziatajacych na Scianke utworzona przez rozciccie. Zatem jest ono przylozone
wzdhz tworzacej, lezacej w §rodku $cianki utworzonej przez rozcigcie. Niech rozcigeie
jprzylega do elementu skfadowego . Kazdej parze uporzadkowanej (7, ) przyporzad-
kownjemy lczby dt, ai,, o, gdzie af; a,, oznaczaja wsp6irzedne punktu przylo-
senia obciazenia n; do elementu skladowego i w uktadzie lokalnym O x! y! (xys. 4a)
oraz coj. oznacza wspohzedna wycinkowa punktu przytozenia obciazenia #y do ele-
mentu skiadowego i wzgledem §rodka sztywnosci 0" (rys. 4b). Jezeli rozcigeie j nie
przylega do elementu skladowego i, to przyjmujemy, Ze at,=al;=w}=0.

Niech element skladowy 7 sasiaduje z elementem skiadowym k przez rozcigcic f.
Jezeli na clement i dziata obciazenie n;, to na element k dziala obcigZenie —n,.
Dla kazdego rozcigeia j przyimujemy jedna funckje niewiadoma n;. Zaldzmy, Ze

&



SKRECANIE NIESWOBODNE PRETOW ZEQZONYCH O PRZEEROJU o'rrwAﬂ'i'fM Ll '.62 G

dla kazdego rozcieeia przyjgto niewiladoma funkcjg. Kazdej parze uporzqdkowanej.
przyporzadkowujemy liczbe &% nastepujaco: . .
8%=1, gdy rozcigcie j przylega do elementu i oraz niewiadoma funkeja n, przyjeta
do obliczen dziata na element skladowy i;
8% = —1, gdy rozcigcie j przylega do elementu i, ktdry obcigZony jest funkcja ~n,;
§'=0, gdy rozcigcie j nie przylega do elementu i,

C a . b
g,‘ us b a,fj g
J jwt
3 A
R
rﬂi Sl
T =
X

Rys. 4

W zwiazku z powyzszym sity przekrojowe T, T; i M| sa okreslone przez naste-
pujace wzory: '

T',_.FﬁEl']! iur+2 xj J
(4.1) | T;=—E‘sz§,”’+2 a4, dn;,
. j=1

M!=—EiJ! “”+Z 'l dhn+ Gl gt

J=

Przy czym plzngto Ze obclqzcme n; jest dodatnie, gdy sklerowane jest zgodnie
z osig Z (por. [8], czes¢ I, §18).

Wycinkowy moment bezwladnoéci J! mozna obliczyé bez uwzglednienia depla-
nacji na grubosci §cianki w przypadku, gdy jest ona cienka. W przeciwnym przypadiu
nalezy skorzystaé z dokladniejszej metody powierzchni wycinkowych F. BreIcHA
[4 i 5}, ktora vwzglednia deplanacje na grubodei $cianki, Metoda F, Bleicha umoe-
zliwia wyznaczenie J: rdwniez dla przekrojéw, dla ktérych wedhug teorii W, Z. Wia-
sowa J:=0. Dla wielu przekrojéw zwartych mozna réwniez z wystarczajaca doklad-
nodcia stosowaé do wyznaczenia J. metodg F. Bleicha. Dla przekrojow, ktérych
deplanacia w istotny sposdb zalezy od naprezen stycznych (np. dla przekroju prosto-
katnego) nie zachodzi petna analogia do teorii W. Z. Wiasowa i tymi przypadkami
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nie bedziemy si¢ zajmowaé. Dla tych pretéw przyjmowaé bedziemy réwnanie kata
skrecenia w postaci _ .
GJ, @' =M,,

gdzie J, zalezy od ksztattu przekroju. Dla niektérych przekrojéw wzory na obliczenic
J, podane sa np. w [6, §27], [7, §76].

5. WARUNKI ZGODNOSCI PRZEM[ESZCZEI:J PODLUZNYCH

Przemieszczenie podtuzne u} pun_ktu lezgeego na lnii. srodkowej rozcigcia j przy-
legajacego do elementu skiadowego i, w ogdlnym przyp‘xdku wywolane jest 1) zgi-
naniem preta skladowego, 2) deplanacja przekmju pugta skladowego 3) dziataniem
sily osiowej N' réwnej (rys. 5) . |

(5.1 f 2 8 njdt+N‘,

oraz 4) przemieszezenien ‘ﬁoczactkowym 2} preta skladowego i. Zgodnie z rys. 5
otrzymanny

(52) ——-(‘ZJ axj-lw) al,+ ¢t wi)+ E’fﬁ fN di+zo.

Rys. 5.

" Niech, elementy sktadowe i oraz k sasiadujg z soba przez rozeigeie j. Warunek zgod-
nofci przemieszezen wzdluz rozcigcia j ma postac

(5.3) \ =t

J
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Stad oraz ze wzoru (5.2) po dwukrotnym zrézniczkowanin Wzgl@dem z olrzymamy

54 @Y d ol

1

? i [fff k"” k k”’ k klfl I o
a.VJ + 14 J) (?j xJ +7)y + @ )

W 1 "W
-y Z % -
Jj=1

Uzgledniajac w réwnaniach (5.4) warunki zgodno$ei przemieszezen poprzecznych
(3.1), otrzymuje sig po przeksziatceniach’ e

I

¥y

_i...I

W

5t (5k I
(5'5) Z (_—Eljétl + EkArc) ~E&x; V;» "}‘gyj V +g¢u L2

i=1

W rdwnaniu tym Wprowadzono nastq:pujeme oznaczen'ia:

ik b A k. _ k
(5.6) Baj=Coy—Copr  Bpi=Chi— €y - 861 =Caj— s
gdzie o
s ci.:af-COSaLa’:.sinm",
(5.7) - ey=dlsing’-hal cosal,

i
Coi= ax}’y_awjx_l_w

Réwnanie (5.5) uklada sig dla kazdego j=1, 2, ..., w. Otrzymuje sic wiedy uklad
w réwnaf, w ktérym w niewiadomych funkeiji n; wyraza sig przez funkcje przemiesz-
czeft Vo1V, 1 @ preta zlozonego. Dla preta otwartego macierz przy funkcjach n;
Jest zawsze nieosobliwa. Dla preta zamknigtego miacierz ta jest zawsze ‘psobliwa.
Wynika to stad, Ze dla pretéw skiadowych przyjeto przy zginaniu hipoteze plaskich
przekrojow (zatozenie to jest réwnowasine zalozenin W. Z. Wlasowa, 7e odksztalcenia
postaciowe sa réwne zeru).

6. ROWNANIE ROWNOWAGI MOMENTOW SKRECATAUYCH

Zgodnie zTys. 6 réwnanie réwnowagi momentdw skrecajacych w danym przekroju
zlozonyin wrgledem osi Z pléwnego uktadu OX¥YZ ma postaé

p -

(6.1y - M= N ITiri-Tiri+ M,

) i=1 .
gdzie M, oznacza catkowity moment skrecajacy w przekroju pigta zloZonego.

Wstawiajac do réwnania (6.1) wyrazenia (4.1) oraz (3.1) otrzymuje sig
. L8 ) '

62y M=—v)" NIE W ricosol +EVT rlsinal]+

i=1

N gt L i giny
+V, 24 [E' T recosal — BN ) sinal|—

B
Qf’”' 211 [E:Ji(r.t)z_’_E.lJ (r 1)2 +E1 I Z 2 C‘m f‘lj+(ﬁ'§; GiJ;s
i= i=
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Ukladajac dla kazdego j réwnanie (5.5) otrzymamy uklad réwnan o niewiadomych n;.
Rozwiazanie tego ukladu ogdlnie mozna przedstawi¢ w postaci

(6.3) =5 Vo 45y V) +sa; @, J=1L2 00w,

¥y

gdzie Sy, 55 Sp; 4 liczbami zaleznymi wylacznie od ksztaltu przekroju preta zlo-
Zonego.

b4 Rys. 6

Wstawiaja(cr wyraZenie (6.3) ‘do rownania (6.2) otrzymamy

. r w
64 M=-v" [E‘J;' rlcosa! + B Jry sin o’ — 2 Chy sx-c?".] +

x A
i=t i=1

» . w
N +v) '[E"J;r;coscf.‘—E"J)f risin ot + Z c;js,,jéj]_
f=1 ‘ =1
. P . w P
L > [E*‘J;(r;)’- FEN BT~ Y CySay 5;] +@ D Gy,
i=1 j=1 i=1

Réwnanie (6.4) stanowi ogdlng zalezno$¢ miedzy zewngtrznym momentem skreca-
jacym, obcigZajgeym pret, a przemieszczeniami preta zlozonego, mierzonymi w gléw-
nym ukladzie wspélrzednych,

7. SRODEK SZTYWNOSCE PRETA O PRZEKROJU ZLOZONYM

W technicznej teorii pretéw srodek Scinania oraz §rodek skrecania identyfikuje sig
jako jeden punkt, noszacy nazwe Srodka sztywnoéci przekroju preta. Sita poprzeczna,
przytozona w rodku sztywnosci, wywoluje tylko zgigcie preta nie wywolujac skreca-
nia, natomiast moment skrecajacy powodnje obrét przekroju wokdt srodka sztyw-
noci. Jesli umieécimy gléwny uklad wspohrzednych w srodku sztywnosci przekroju
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preta ztozonego i obeiazymy pret tylko momentem skrecajgcym, to pret ulegnie w tym
ukladzie wylqeznie skreceniu, nie doznajac przemieszezen V. i V,. Wynika stad,
ze wspblezynniki przy V" 1 V" ‘w réwnaniu (6.4), w przypadku umieszczenia gléw-
nego ukladu wspdlrzeduych OXYZ w §rodku sztywnoéel, réwne sa zern. Wniosek po-
wyzszy postuzy do wyznaczenia potozenia frodka sztywnosel pfzekroju preta zho-
ZONEgo.

Niech 0§ Z uktady wspolrzednych OX¥Z przechodz1 przez érodek sztywnosci
przekroju zlozomego, a vklad ten jest przesuniety wzgledem wyjéciowego ukladu
OXYZ o wielkoci D, 1 D, (rys..7). Oznaczajac przez 7L i 7} wspdlrzedne $§rodka
O vkiadu OX¥Z w ukladzie 0%, x, 3, 7 prota skladowego 7, olrzymuje sie z réwnania

(6.4)
i
Z[Eiﬁ;lcoso’ +E! J';Islnot—Zc,msm J s
(7.1) -
2 [E‘J;f;COSa —E ) sin o +Z cq,j » J]
i=1 i=
et
________ Oi
I
|
}
¢
{
imi
Ly
; i
!
:
b
i
x

Rys. 7

Na podstawie rys. 7 i wzoréw (2.1) otrzymuje si¢ wzory

. Di=

(1.2) I
Dy=

—Ficosal +7}sinal,

—Fisina! —7Flcosal.

Z rys. 7 wynikaja wzory )

(7.3) Di=Di-D,, D! =D!—D,.

Wstawiajac (7.3) do (7.2) i rozwiazujac ten uldad Wzglt;dem FliF 1 otrzymuje sig
Fi=rl+D, cosc+ D, sinal,

(7.4)
fi=r!—D,sine’ D, cos o

Rozprawy IniZynierskie — §
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Podstawiajac do réwnad (7.1) wyrazenia (7.4) i uwzgledniajac zalezno$t
(7.5) Cipy =0y Fy— by P 00
otrzymuje si¢ uktad réwnan (7.1) w postaci

» .
E‘ Lyi iyt plein ol —
[E Jorycosal +EN I r o sine

i=1

w

i .
E C'@jsxjé}]—
J=1

b W
Dy Z [(EiJ;_EiJ;)sin o cos ! — Z sy 53] +
i=1 j=1

r r W
+D, > [EiJ;cosz a4 B Tlsint al— D clys 5;]:0,
i=1 I=1

(7.6)
[ w
3 [Ev; ricosat—Eiirisinatt 3 e, .s;.]+

i=1 J=1

r w
+D, Z [E‘J; cos® ot + EN T} sin® o' — 2 o Spy 5}] -
i=1

J=1
r w
-5,y [(Eij B Ysinateosal— 3 dlys, a;]:o.
I=1 J=1

Liczby D, i D, spetiajace uktad (7.6) sa wspotrzgdnymi Srodka sztywnosci przekroju
zlozonego w ukladzie wspShrzgdnych OXYZ.

8. ROWNANIE ROZNICZXOWE KATA SKRECANiA PRETA O PRZEKROJU
ZEOZONYM

Réwnanie rézniczkowe kata skrecenia otrzymuje éi@ z réwnania (6.4), piszac je
w ukfadzie wspStrzednych przechodzaeym przez §rodek sztywnodci przekroju pregta.
Réwnanie to przyjmuje postad

8.1) M= = (Ey J), "' +(GJ) ',
gdzie oznaczono
P W
(EJo)s= D) [E‘J;(f;)2+E‘J; (P +ELTS— D) CasSos 55].
(8 2) i=1 J=1
) P
(GI.= D] G'F;.

i=1

Réwnanie (8.1) ma postaé analogiczna do réwnania réiniczkowego skrecania

pretéw cienkosciennych o przekrojach otwartych w teorit W. Z. Wiasowa. W szcze-
gdlnodci jezeli pret jest w catosci cienkoScienny i stale materiatowe nie ulegaja
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zmianie, to ze wzordw (8.2) 6trzymamy dla £=1 wzdr na wycinkowy moment bez-
wladnosci J, oraz moment bezwiadnodci czystego skrecania J,:

r 1 LA
Jw=§ [J;(f;)z+f;(f;)2+ g J;—g c';,,.smjéj],
. .
=Dl
i=1

- Znajac funkcje & mozna Iatwo wyznaczyé funkeje n;, T, 75 i M7 Funkcja n; okre-
§lona wzorem (6.3) w ukladzie OX¥Z przyjmuje postaé

(8.4) I"j:j'@j@”':(SQJWDIS)U'{_D),SJCJ) pr,

(8.3)

9. Sy WEWNETEZNE W ELEMENTACH SKEADOWYCH

Po rozwiazaniu réwnania roZniczkowego (8.1) z odpowiednimi warunkami
brzegowymi mozna okreslié sily wewngtrzne w poszezegdluych jego elementach,
Rozpatrzymy dalej przypadki, gdy kofice preta sa sziywno lub swobodnie zamoco-
wane «na deplanacjen.

Dla clementu i w ukladzie OXYZ funkcje przemieszezen v%, o) i ¢f ze wzoréw
(3.1) maja postaé
.1 vi=Fi D, ol=—FiP, ¢'=0.

Ze wzorow (4.1) uwzgledniajac (9.1)_1 (8_.4) oftrzymamy

[ E'J‘r +Z ay,; 64 sq,j] @,

J=

9.2) | [Evfri— 2 a Jsm] &,

M;‘:[—E{ T+ 2 oy 5,”] PGP
Lod=1

Momenty zginajace oraz bimoment moZna wyrazié wzorami

9.3) MI=E'J}F qs“,f‘ Mi=-EJiie", B'=-EJlo".

Wstawiajac do (9.2)1 (9.3) Zl]llcll]lQ z=01lub z=] otrZymamy sity dziaia.jqce na kon-

cach elementu i. Wyznaczy¢ nale2y sile normalna w elemencie 7. Ze wzoru (5.2)
przemieszezenie frodka cigzkoSci clementu i wynosi

1 .
04 w=—rp fodt+z; EiAl fdthswé‘ @' dut
0
i W i

Ny ; 1 , N,
gt z+;0=[——EiA, D as J](@ — OBk 2T

=1
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Po zréiniczkowaniu i uwzglednieniu, ze E' ALu! =N, -otzzymamy

(9.5) N'=(®, ~ ") Z fos SN}

Jj=1

~ Niech _]eden komec np. z=0, bedzie swobodny Wzglf;dem deplanacji. Wiedy
N{=0 i & =0. Uwzgledniajac to, z warunku (9.5) otrzymary

© (9.6) D G0, 8y @) +N}=0
i=1. ' - :
Niech teraz oba konice bedg sztywne wzgledem deplanacji. Wtedy z,=0, u}=0,
®,=®, =0. 7 réwnania (9.4) przy uwzglgdnienin tych warunkéw mamy jak po-
przeduio wzor (9.6). Ze wzordw (9.6) 1 (9.5) znajdziemy

©.7 T Nt== Y 80
Ta

Otrzymamy stad sity brzegowe Ng i NL

Ze wzordw (9.2), (9.3) i (9.7) mona wyznaczyé naprezenia w dowolaym . punkcie
elementu skladowego 7. Widaé, Ze napreZenia te wyrazaja sig jednoznacznie przez
funkeje . ‘

10. UWZGLEDNIENIE DEPLANACII NA GRUBOSCI §CIANKI

Metoda przedstawiona w pracy pozwala na uwzglednienie deplanaciji na gruboéci
fcianki preta cienkodciennego. Dila uzyskahia. odpowiedniej dokladnofci nalezy
przekroj preta podzielic na odpdwiednio duza liczbe elementéw, aproksymujac
go linig famang. Przejécie graniczne przy zaloZeniu podzialu normalnego linii rod-
kowej przekroju preta daje wynik identyezny z tym, kidry uzZyskaé mozna za pomoca
dokladniejszej metody powierzchni wycinkowych F. BLEICHA [5]. Dla pretéw o
prostym przekroju takich, dla ktorych J, w sensie teorii W, Z. Wilasowa jest réwny
zeru, przgjScie graniczne jest tatwe, ,

Ten sposéb, polegajacy na dyskretyzacp konturu przequlu poprzecznego pr@ta,
jest korzystny z punktu widzenia automatyzacii obliczen.

i

11. PRZYKLAD

Na podstawie powyZszych rozwazaf wyznaczony zostanie §rodek sztywnoéci
i wspdlezynniki réwnania (8.1) dla preta o przekroju pokazanym na rys. 8. Pret ten
zostal podzielony na trzy prety skiladowe, przedstawione na rys. 9. Gtéwny wyjsciowy
uklad wspélrzednych OXYZ przyjeto w §rodku sztywnodei elementu 2. Pozostale
ukiady lokalne przedstawione sa na rys. 9.
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Dane geometryczne pretéw skladowych sa mastgpujace:

dla preta 1
al,=—25cm,

ri=—16,25 cm,
A'=25cm?,

J!=522 cm*,

dla preta 2
az =75cm,

az,=T7,5¢cm,

A?=20cm?,
J2=1333,3 cm*,
J2=14580 cm,

dla preta 3
al,=—2,5cm,
r=—-16,25cm,
A*=25cm?,

“J®=87,8 cm*.
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50

50
Cay=—2,25cm,
ri=—12,25 cm, —
J1=87,8 cm* [6], ‘ 8
Jy=522¢em*, :
a}i =O;‘.
Q:I\'
@ =100 cm, S 20—
aiz: — 10,0 cm,
L r2=0, || N —
J2=1,676 cm®,
10
- JF=208,4 cm?,. -4
w0} = —w2=—62,5cm? ; Rys. 8
@, =—225cm, JP=5220mt,  J3=522em*,
r2=1,75cm, J3=0, w3=0,

Jako niewiadome przyjmujemy funkcje n, dziatajaca na element 1 oraz n, dzialajgca
na element 3. W zwiazku z tym mamy

sl=1,
st=0,

a1=0,
=1,

d=-1,
=1,

Réwnania zgodnosel przemieszezes (5.5) dla rozcieé 11 2 maja postac

t

1
_(E1A1+

1

e

I 1 Ly 1
EzAz')nluﬁ E2A2 fa=gx1 Vx + &1

e

Wstawiajac dane liczbowe i rozwigzujac ten uklad, otrzymamy:

trr

m =T1,429V," E+266,07V,"” E—1966,5%""'E,
n,=71,429¥V," E-233,937," E-1.2408,5 "' E,

Yy +8a1 @',

i 1 ' .
(“E—z? + W) n=8x2 Vi +8nV, 850",



638 PIOTR RAPP, HAZIMIERZ WRZESNIOWSKI 1T JACEK WD WICKI

Stad otrzymamy
s5=T1,429E, s5,,=266,07E, Sp1=—1966,5E,
5, =TLA9E,  5,,=—23393E, 54, =2408,5E.

2 ; 1.1
Y=y re=~1625 Y =Ys
2z
Ys
R
0| yxtxs
1 35
i 5]
< 2 1 a2
%\ ayg=+15 | .a,w 25 &
|
NE:-]) ‘-n:h
[=] Loy
2
-0 . of x=x%xk
2,3
t=ys E‘
<
=) [
i S, =+75 = S
Y xZ als=}-25 or ,*."LXS
3 ¥ $
en oh
[w]
2
375 |25
ry=—1625
i
Rys. 9

Po wyznaczeniu ‘wspélezynnikéw (5.7), ulozeniu i rozwigzaniu réwnan (7.6) otrzy-
mamy
D,=—-64851cm, D,=-—3,6092cm.

Polozenie nowego, gldwnego ukladu wspofrzqdnych OXYZ, przechodzqcego przez
érodek sztywnoéci preta, przedstawione jest na rys. 10.

W ukladzie OX¥Z zmienia si¢ wspSlrzedne r! oraz 7, mianowicie:

dla preta 1

fr=-22,735cm, 'j =—15,85cm; '
dla preta 2 |

72=—6,485cm, #}=—3,600cm;
dia preta 3

F2=-22735cm, Fj=4,150cm,
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Ze wzoréw (5.7) 1 wzoru (8.4) otrzymamy
chi=—11,529, &2, =-24,650, ¢i5,=—29352, &3 - —61,529,
| Spy= —A9B1TE, 54, =634,27E. ' |
Przyimujgc v==0,3 ze wzordw (8.3) otrzymamy

Jo=169710cm®, J,=177,276cm*.

Y
V4
0
X
gy
% s
._ -
| By=-Gag51

"Rys. 10

Rdéwnanie rézniczkowe kata skrecenia preta soZonego przyjmuje postac
—EJ, & +GI,® =M.

Dia poréwnania optymalnych wynikéw z obliczeniami dotychezasowymi,
. W ktorych dwa zwarte pasy zastepujemy punktami materialnymi w ich érodkach
ciezkofci, nalezy powyzsze obliczenia powtérzyé, przyjmujac

=Pt =J3=0.
Otrzymamy wiedy nastqpujéce wyniki:
D,=-6,8783cm, D,—-—40505cm,
J,=100530cm® , J,=177276cm?*,
Liczby te rdinig sig w stosunku do poprzednich odpowiednio;
dla D,06,1%, dla D,012,5%,
dia J,041,0%, dla J00%.
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Ll

Pes oMe
HECBOBOJIHOE KPYYEHWE CYOKHBIX CTEPXKHEW C OTKPEITBIM CEYEHWEM®

B macroameit paCoTe paccMOIpeH clayuail mecBo0OAHOTO KpydeHusT CrepikHedl cocTOAMEX
N3 TOHKOCTCHHLIX SCMEHTOE M M3 REMEHTOB ¢ KOMIAKTHHIM CeveHHeM. PaccMOTpeH ofprii
CITyuait IpeanoNaTas, 9To [) NOnepeqHoe CodeHne CTEKHA MOCTOAHHO B,E[OJ'H: HEI0A ero JUTHHEL,
2) OpOPHAB CTEPHKES ABIHETCS OTKPBITEIM HPODIIEM. ‘

Kpose 3Toro He NpeancnaraeTcsl MIKAKEX IPYTHX OTPaxHYeHdil mo DTHO]]IE:}]I[EO & dopme coc-
TABIIOMEX, SMSMEHTOB ¥ MaTepHaI[E.B:bIX TOCTOSHEABIX omcrmmx COCTABISIKOILIAX STCMEHTOB:
CTOPXKEA,

C(bopMymrIpOBaHbl rbopmysm 13 OTEpedeNIen A CUil IO CeYSHMIO | TeATpa JKECTKOCTH, a TAKKe
mEGpepeHnHANLHOe YpasHen#e a9 yIia XpydcHus CTepPiKHf, aHaJOTHYHOE ypapuenuio Biacosa,
KaCaloUerocs- TORKOCTCHHEIX OTKPHITHIX CTopikaei.

SUMMARY

NON FREE TORSION OF THE COMBINED CYLINDRICAL RODS OF OPEN
- CROSS-SECTIONS

A paper deals with the non free torsion of rods composed of the thin walled elements and the
elements of compact section.

_The general case is considered at the assumption that: 1) ‘the cross section of the rod is comtant
along its whole length and 2) the profile of the rod is open. No other limitations concerning the
shape of the elements and the material constanis of the particular elements of the rod are imposed.

The formulae for evaluation of the cross-section forees and the center of rigidity, together with
a differential equation of torsion analogous to Vlasov’s equation concerning thin-walled open
rods aro derived.
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