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STATECZNOSC WSTEPNIE SPREZONEGO PASMA SPREZYSTEGO

ZBIGNIEW WES OLOWSKT i JACEK MACZYHNSKI (WARSZAWA)

Nieskonczenie dlugie pasmo spreZysie (rys. 1) o przekroju prostokatnym poddane jest skom-
czonemu odkszialceniu, Zaklada sie, Ze jest ono wsigpnie sprezone i jako calosé nie ma konfiguracji
naturalnej. Przyblizonym modelem takiego pasma jest pasmo powstale ze sklejenia roznie odksztal-
conych cienkich warstw (rys. 3). Zlinearyzowane zagadnienie brzegowe sprowadza si¢ do Zwyczaj~
nego rownania rozniczkowego ze zmiennymi wspolezynnikami i odpowiednich warnnkéw brzego-
wych. Isinienie nierzeczywistych rozwigzaf jest krylerinm utraty statecznofci, Przeprowadzono
obliczenia numeryczne i podano odkszialcenia krytyczne (rys. 4). S

W calym szeregu prac poruszano zagadnienia statecznodci ukladow sprezystych,
poddanych duzym odksztalceniom. Pelna literatura dotyczgca tego zagadnienia
podana jest w monografii [1]. Jedna grupa prac dotyczyla wstgpnie spreZonego
cylindra. Wstepne sprezenie uzyskane bylo przez zgiecie wycinka cylindra az do
zetkniecia brzegéw i polaczenia tych brzegéw. Otrzymany w ten sposdb cylinder
jako cato$¢ nie ma konfiguracjt naturalne;.

W niniejszej pracy rozwazamy wstgpnie spreZone pasmo, ktére jako calo§é
réwniez nie ma konfiguracji naturalnej. Wsiepne sprezenie moze byé ubocznym
rezultatem procesu technologicznego (np. wulkanizacji) lub tez byé celowo wpro-
wadzone przez zabiegi mechaniczne, fizyczne Iub chemiczne.

1. ODKSZTALCENIE WSTEPNE

Podstawa rozwiazan jest metoda wspdhrzednych konwekeyjnych, jako najbardziej
dogodna w zagadnieniach statycznych. W stanie odksztalconym B pasmo ma diu-
gos¢ L i wysokodé -H (rys. 1). Kartezjafiski uklad wspolrzednych w B oznaczymy
przez 8'=(x, y, z). Jako calo§¢ z zaloZenia nie
ma stanu naturalnego, otoczenie kazdego pu-
nktu materialnego mozna jednak doprowadzic 8
do stanu beznaprezeniowego. T

Wytnijmy w B infinitezymalny prostopadio- —e
§cian o wymiarach dx , dy, dz i usuamy dziataja- S SEN——
ce na niego sily. Prostopadloécian znajduje sig Rys. 1
wtedy w stanie naturalnym B,. Jego wymiary
w tym stanie oznaczymy przez dx(Ay, dyfis, dzfhs gdzie A;, A,, A; sa funkcjami
(x, y, z) charakteryzujacymi wstgpne sprezenie (rys.2). Zalozylifmy, ze w B glowne
kierunki odkszialcenia pokrywaja si¢ z osiami X, y, Z.
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Jedli przez x; oznaczymy kartezjaniskic wspotrzedne punktéw prostopadio-
Scianu w stanie By, to zachodza zwiazki (rys. 2)

@ X o ¥ o z
(1.1) Xy =——te, xz=T+52s x3=7+93 s
1 2 3
gdzie ¢y, ¢;, ¢y 5 stalymi translacji uktadu wspotrzednych.
82 .
d Y
dX/;H N
dy 8
Vg, {dy/A, 1
be— L_j
i, kil fri %
Rys. 2

W zwykly sposéb mozemy teraz znaleé tensor metryczny ciala w stanie By,
a nastgpnie niezmienniki I, oraz tensor naprezenia t™*. Zalkladajac, se materiat
Jest materialem Mooneya scharakteryzowanym statymi & i ¥ otrzymujemy [2]
a) tensor metryczny:

122 06 0 220 0
(1.2) gu=| 0 1742 0 [, g*=lo0 A2 o],
0 0 1/42 0 0 A2

b) niezmienniki:
, - L=A+2+22,
L3y o L= A2A20202,

IL,=a3220 =1,

¢) temsor napreZenia:
= B+ (A5+AD P+p,
2= O+ A2 (A2 A W4p,
=4 B (A +AD P p,

12=723 319

(1.4)

Funkeja p jest funkcja skalarng, ktéra powinna byé wyznaczona z rdwnan
réwnowagi i warunkéw brzegowych.

Jest widoczne, ze dla dowolnie danych Z1s Az, A3 napreZemia (1.4) nie moga
spelni¢ réwnan réwnowagi ' :
(1.5) ) ‘Iij,j=0.

Zalézmy dodatkowo, ze funkcje sprezenia wstepnego 1y, A, Ay zalezg od jednej
wspéhrzednej (poprzecznej):

{1.6) M= 0) A=i() A=l
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Z (1.6) i warunku niescisliwosei (1.3), wynika réwnoié

(17 4 (A () =1.

Podstawiajac (1.6) do (1.4) stwierdzamy, 7¢ warunki spetnienia réwnan réwnowagi
(1.5) sa nastepujace: '
' P,e=p,.=0, t*2=consl,

Zaktadamy, ze pasmo poddane jest §ciskaniu migdzy gladkimi sztywnymi ply--
tami w kierunku osi x (rys. 1), Powierzchnie y=0, I sq wolne od obcigzenia. Mamy-
wige 22 =0 1 zgodnie z podanymi wyZej wzorami

(1.8) p=—Re-2Z+D Y,
(1.9) T =(12—12) (&+ ).

Z (1.9) i (1.7) wynika, ze calkowita sila osiowa P okreflona jest wzorem:
. H H 1
(1.10) P:fr“dy=f(lf —E)(qw wydy
0 (13

Zakladamy, ze funkcje A, (), A, () otrzymano np. z pomiaréw przeprowadzo-
nych na okreflonym pasmie i sg znane. Zbudowanie pasma o danych z géry 1, (),
2 (¥) jest niemozliwe, W przyblizony sposéb mozna je zrealizowaé przez sklejenie:

cienkich warstw, 7 ktérych kazda 8,

zostata A, (y)-krotnie rozciggnicta e—m—— B
. e -

w kierunku osi x (tys. 3). Roz- — —_—

ciagmigere A, w kierunku osi y zrea- ﬁ

. - . - . 4e a ;l1a

lizuje si¢ automatycznie, jesli mate- — e

riat jest niescisliwy [rownanie {1.71. Rys. 3

2. ZLINEARYZOWANE ZAGADNIENIE BRZEGOWE

Na cialo w stanie B nakladamy pole matych przemieszezeti w,=(u, v, 0). Kazda.
z wielkodci charakterystycznych dla stanu B doznaje pewnego przyrostu. Liniowe
wizgledem w; czgéci tych przyrostéw oznaczamy znaczkiem «prim». Szezegdlowe
wyprowadzenie odpowiednich wzoréw ogélnych podane jest w pracy [2). Wzory
te przytoczone sg réwniez w pracy [3]. W tej ostatniej rozwazano bardzo zblizony
problem, ale dla parametréw i,, 42, A3 miezaleznych od (x, y, z). )

Szczegdlowe obliczenia prowadza do nastgpujacych wzordw (zakladamy, ze:
wszystkie wielkodci sa niezalezne od zniennej z):

preyrosty niezmiennikdw:

11 =2 u+A20)

2.1 , ,
Li==207"u,4+47%9,), I,=2(u,+v,)=0;
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przyrosty naprezefi:
o= —2pu, 2%, +p’, = —2pv, +2%u+p’,
2.2) : :
2R W 420 oy tp’, TR (P (te), T =T =0,
- Podstawiajac przyrosty naprezen do réwnaf roéwnowagi:
(23) T'U,.i"l_wi,rs T“‘s:O
i uzupelniajac réwnaniem niescisliwodcl (2.1); otrzymujemy ukiad trzech réwnan
r6zniczkowych czastkowych:

D12 B4 22 (A2 1) Wit A2 (D4 V)t + [23 Dt (31 +2) Pl +

+ L AW
(uyJ'-'Ux) E +p,=0,
@4 »
2 {/'{i @-l—ki (A3+1) "P]vw+l%(¥’+ DY, + {12 P+(A2+2) ¥l ux,,—2v,,5+

+p.=0, u+7,=0.

Rozwigzanie tego ukladu wymaga sformulowania warunkow brzegowych, np. w po-
staci nastgpujacej. -
Poniewaz pasmo Sciskane jest w kierunku osi x gladkimi sztywnymi plytami,
wige : ‘ :
(2.5) u=0, ¢12=0 na x=0,L.
Powierzchnie y=0, H sa wolne od obcigZenia, totez
. (2.6) : t'??=712=0 na y=0, H.
Szezegblowsze wyprowadzenie tych warunkow brzegowych podane jest w pracy [3].
Wykorzystujac wzory (2.2) otrzymujemy nastgpujace warunki brzegowe:

u=0, u,+v,=0 na x=0,L, '
eN)! 2[A2D+A5(A+1) Yo, +2%u, +p' =0,

u,+o,=0 na y=0, H.

Warunkiem samosprzgzonosci zagadnienia brzegowego (2.4)-(2.7) jest spélnienie
tozsamosci

(2.8) f wy (T Wk Jn, dS= f w (T T WE I, dS
s! 1 2 2 1 . 1

s’ 2
przez kazde dwa pola w, , wy , spelniajace warnnki brzegowe (2.7) (1ub rownowazne

1 2
im warunki (2.5), (2.6)), gdzie wektor #; jest normalny do powierzchni S {1]. Ele-
mentarne przekszialcenia pokazujg, Ze tozsamo$é (2.8) jest spelniona. Warunkiem
utraty statecznofci jest wige osiagnigeie stanu, w ktorym zagadnienie brzegowe
(2.4), (2.7) dopuszcza istnienie wielu rozwiazan, Wyznaczenie krytycznego odkszta-
Icenia jest przedmintem dalszych punktow niniejszej pracy.
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3. ROZKEAD WZGLEDEM FUNKCI WEASNYCH

Poszukujemy rozwiazan o nastepujacej postaci
3.1 . u=a(y)sinvx, o=pg(y)cosvx, P =y()cosvx.

Taka postaé rozwigzan jest réwnowazna rozwinigeiu sktadowych przemieszezenia
i funkeji p’ w szeregi Fouriera. Aby to wykazaé, nalezy szeregi Fouriera napisaé
W postaci zespolonej i wykorzystaé ortogonalnos$¢ funkeji wykladniczych,

Podstawiajac (3.1) do réwnan (2.4) otrzymujemy ukfad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych:

=22 [AF BT D) Pla' A2 (D - F)—v? B[4 D+ (A2 4-2) W]+
d
| +ee) () -m=,
(3.2) p
28723 P+ + D Pl +va’ [A2 D+ (A2 +2) P]—v A3 (D+ W) — 28 jyi+ Y =0,
va+ =0,

Podst'a_wiajaccr (3.1) do warunkéw brzegowych (2.7) ofrzymamy warunki brze-
‘gowe na funckje «, £ y. Pierwszy i drugi warunek sa tozsamosciowo spetnione, jegli

ni
=
gdzie n jest dowolng liczba naturalna. Pozostale dwa warunki brzegowe sprowadza-
ja si¢ do warunkéw

B4 @ —up=0, 2[ZELE+LDPIF+2Paty=0 na y=0, .

(3.3)

Z réwnania (3.2); mozna wyrazid funkeje « () przez funckje #(»), a nastepnie
z réwnania (3.2), funckje y () przez funkcje £ (»). Podstawiajac te funkcje do réw-
nania (3.2), i warunkéw brzegowych (3.4) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
na funkeje #(y) i warunki brzegowe na te funkcje:

. 1 ’ 1 r I 7
(3.5) ﬁ*"—vzﬁ"(»l‘f+1)+thﬁ+ﬁ{ﬁ”'(i?) +ﬁ"(?«) —v? (;T) +
. L

(3.6) B v =0, - B =R AT+ 2) +( ”-i-Vzﬂ)(%") =0  pa y=0,H.
1

Funkeja 4, () okredla wstepne sprezenie. Dla danego A, (), diugosci L i gru-
bosci H mamy zbadaé jednoznacznosé rozwigzania zagadnienia (3.5), (3.6). Nawet
dla najprostszych funkcji A, () nie udato sig znaleZé rozwiazania analitycznego
i dlatego zdecydowano si¢ ha rozwiazanie numeryczne. Przy braku danych dotyczg-
cych rzeczywistych rozkladéw A, (») przyjeto rozkiad paraboliczny dla zbadania

Jak wstepne sprezenie wplywa na odksztalcenie krytyczne,
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4., OBLICZENIA NUMERYCZNE

Podstawg obliczen jest zagadnienie brzegowe (3.5)-(3.6). Przyjmujemy sprezenie
wstepne okreslone wzorem

@ A(y)=A[1+x(y “;/2)2], A=k ().

Dla ustalonego x poszukujemy takiego A, Ze istnicje nietrywialne rozwiazanie tégo
zagadnienia brzegowego. Obliczenia prowadziliémy dla nastepujacych wartosci
stosunku:

4.2) L/H=1,2,5,10,

Wprowadzamy nowe bezwymiarowe Zmienne

j=nmH/L, #n=12,3,

4.3) E=p/H czyli  0<E<T,
B(»)=s().
Oznaczajac znaczkiem () rézniczkowanie wzgledem € z (3.5) otrzymujemy réwnanie
- - 1y =
(4.4) Vs 2[Ry 45" l-— §2 (14- A9+ 2 (ﬁ?) ]+s’ [—#24% (/A2 1+

+s[F* A4+ 2292 (1/A0)"1=0.

Poniewaz wspolczynniki zaleza w réwnanin od wspotrzednej &, trzeba wiec po
preejécin do réwnania réznicowego wprowadzié¢ prostokatna tablice wspdlczynnikow
o elementach {u;), gdzie

1=0,1,2,3,4, k=0,2,.,N
inapisa

: 4
(4.5) 2 h’sg) g (k)=0 P

=90

gdzie k* wprowadza sig, aby moc zastapi¢ pochodne wyrazeniami liniowymi w punkcie
m siatki dyskretyzacji:

2
htsv(r?: Z ﬁr:‘ 85t -
i=—2

Tablica prostokatna {f;} zawicra state wspdlezynniki liczbowe zalezne tylko od
rzedn pochodnej T i «odlegloscin 7 punktow sasiednich sfatki, branych do kon-
strukeji dyskretnego analogu pochodne;j. -

Tablice o, i f; pozwalaja utworzy¢ tablice:

&
Hi™ § ﬁti Qe 5
T=0 B
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gdzie .
i=-2,—-1,01,2;, k=0,1,..,N.

Tablica u;, pozwala zapisa¢ réwnanie [1] w postaci ukladu réwnan liniowych
jedporodnych:

(4:6) D musa=0, k=03, N+2,

wigzacych rzgdne y w punktach przedziatu 0<E<] i punktach dolaczonych — 24,
—h, 1+h, 1+2h. Dla tych N4-5 wielkoéci dodatkowe réwnania otrzymujemy z wa-
runkéw brzegowych (3.6) w postaci dyskretnej:

4
Z Ps@y.=0  przy k=N,
=0 -
{4.7) ) i
Z Bs§n,=0 przy k=0,
=10

Korzystajac ponownie z tablicy f,; piszemy
2 2
(4.8) Z'ﬂ-iSNvi-i:Os 2 £:5,=0,
j=—2 . =2 ’

gdzie
4 4
{49) = 2 ﬁti Vee L] = Z ﬁzi e
=0 . . =0

Pozostale 2 rownania przy k=01ik=N wynikaja z (3.6) i sa banalne.

Celem uzgodnienia numeracji wspSlezynnikéw w uktadzie z wymogami rachunku
macierzowego rozmieszcezamy wspélezynniki jako elementy macierzy (N +5) x (N x 5)
W len sposdb, Ze réwnania wynikajace z dyskretyzacji réwnania (3.5) okreélaja
wiersze od trzeciego do N+ 3-ego, réwnania 7 dyskretyzacji warunku (4.7,) sa
w pierwszym i (N+5)}-ym wierszu, a warunek (4.7); odzwierciedla si¢ w wierszu
drugim i (N+4)-ym. '

Rozwigzania nietrywialne istnieja, jezeli wyznacznik tak napisanej macierzy
jest zerem. Elementy tej macierzy zaleza od parametrdw zagadnienia n, I/H, x, A
totez przyjmujac trzy sposrdd tych parametréw, czwarty otrzymujemy z zaloZenia
nietrywialnodci rozwiazan.

Wyniki numeryczne

Program napisany na podstawic opisanej metody wyznacza wartofei A dla
danych n, 1, I/H. Wystepuje tu wiccej niz jedno rozwigzanie i na ogdl udaje sie
znalezé dwie galezie kizywej A=A (x) dla danych n i L/H (statych),

Obliczenia prowadzone sg metoda iteracyjna z rozpoczynaniem od pewnego
punktu poczatkowego (prébnej wartosci A). Stwierdzono, 7e wplyw krotnosci po-
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dziatu N na polozenie miejsca zerowego wyznacznika det(4) jest pomijalny (dla
N=7 do 27), jak réwniez ze punkt startowy nie wplywa na wynik pod warunkiem,
7e nie znajduje si¢ w strefie przyciagania drugiej galezl krzywej.

Tablica wynikéw

Lp. n LiH K N, A
1 1 5 0 9 0,97107
2 1 0,1 9 0,82936
3 1 —03 9 0,72015
4 1 10 0 9 0,99213
5 i 10 0,1 9 0,36283
6 1 5 0,1 9 1,1252
7 1 5 0 9 0,97107
8 1 10 0,0 9 1,3035
9 1 5 0,0001 9 0,97123
10 1 10 —004 9 . 04842 -
11 1 10 —0,03 9 _0,58882
12 1 10 —0,02 9 0,74926
13 1 10 —0,01 9 0,88761
14 1 0 - 00001 9 0,99305
15 1 10 0,01 9 1,0751
16 1 10 0,02 9 1,1441
17 1 10 0,03 9 1,2037
18 1 10 0,04 9 1,2562
19 . 1 5 0,1 7 1,1334.
20 1 5 0,1 10 1,1338
21 1 5 0,1 13 1,1339
2 1 5 0,1 15 1,1340
23 1 5 01 17 1,1340
24 1 5 0,1 19 1,1340
25 1 5. 01 23 1,1341
26 1 5 01 25 1,1341
27 1 5 0,1 27 1,1341

Powyisze 27 punktéw otrzymywano za kazdym razem droga zlozonego rachunku
iteracyjnego.

Rezultaty podane w tablicy zostaly naniesione na wykres, rys. 4. Na osi poziomej
naniesiono charakteryzujace wstegpne. sprezenie. Wartodei k=0 odpowiada brak
wstepnego spreZenia. Na osi pionowej naniesiono krytyczng warto§¢ parametru 4
[por. (4.1)]. Jedna z krzywych odpowiada-L/H=5, a druga L{H=10. Krzywa prze-
rywana (w przyblizeniu 1—x/12) odpowiada tej wartoci A4, przy ktérej sita osiowa
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: i
P dana wzorem (1.10) réwna jest zeru. Jest widoczne, Ze dodatnie x maja wplyw
destabilizujacy. Pasmo moze utracié statecznodé przy sile P réwnej zeru lub dodatniej
(rozciaganie). Ujemne wartosei i maja wplyw stabilizujacy. Przy takich wartosciach
zewngtrzne wiokna sa rozciagnigte mniej niz wiékno $rodkowe.

{— ! L gz ! L L [
~ 4 43 -gz  -g1 ai gz 13 a4
Rys, 4
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Pezlome
YCTOHYMBOCTL IIPEABAPATENLHO HAMNPSXEHHOW YIIPYTOW TOJJOCH]

B nenom pspe pabor obeyxparorea OpodnIeMr] YCTOHMABOCTH YODYTHX CHCTEM, OOHBCPTHY-
TeIx Goybmmum gedopmManusm. TTonnas JIETEPATYPA, Kacaioliaicsd 570H NpoOieMBI, IpHBexeHa
B momorpadmy [1]. OgEa rpyma paboT Kacaniace NpeIBAPATEILEO HANPIDKEHHOTO IMITHADA,
Ipenasaputensroe HANPANERUs HOAYIEHO nyTeM w3ruba Orpeska NRIHAZPA RIDIOTH A0 conpu-
KACAHAA KPaes H COCIMHCHAA 3THX Xpaes. ITonyduenusri Tarmnv obpazoM HHAMEAP Kak Nesoe He
AMEET eCTeCTBeHHOH Kor{mryparym, )

B macrosmeii paborte pacemorpEMm TIPENPAPUTEILHO HANPMKCHNYIO MOIOCY, KOTOPAas KAk
Helloe Toke He MMEeT eCTeCTBeHHoH Komburypaimm, Tlpensapuremsuoe HanpsKeHne MOEeT OhiTh
_NODOYABIM PE3YNBTATOM TEXHOJOTHYECKGIO nponecca  {HATIPHMOD BYIKARH3ALAW), HTH e
MOKGT OBITH BEEIEHO LEeCO0DpPAIne NyTeM MEXAHAYECKHX, (H3MYCCKE HITH XEMHICCKES Hpo-
nenyp. V
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SUMMARY

STABILITY OF AN INITIALLY PRE-STRESSED ELASTIC STRIP

The probiem of stability of an elastic system subjected to large deformations has been considered
in a number of papers. A complete literature of the subject is given in the monograph [1]. One group
.of relevant work was concerned with an initially pre-stressed cylinder, The pre-stressed state was
obiained by bending of a cylinder section until the edges are met and joined together. The so obiained
-cylinder does not have a natural configuration as a whole. The present paper an initially pre-stressed
strip is considered which also does not possessas a whole a natural configuration. The initial pre-stres-
sed might result from a production process (for example vulcanization) or it may be intentionally
introduced by means of mechanical, physical or chemical processes.

POLSKA AKADEMIA NAUK
ANSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIRI

Praca zostala zloiona w Redakcji dniti 7 mafa 1975 r.





