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1. Wstgp

Datnjacy sie zaledwie od kilku lat wzrost zainteresowania problemami dualnymi
mechaniki wiaze sie bezpodrednio z coraz powszechniejszym w tej dyscyplinie
zastosowaniem metod programowania matematycznego. Rzecz polega na tym,
ze dwoisto$é sformutowan lezy u samych podstaw zaréwno mechaniki, jak réwniez
programowania matematycznego i moze by¢ interpretowana  w sposob jednolity
na gruncie transformacji Legendre’a [1 - 4]. Spostrzezenie to zostalo po raz pierwszy
wyraznie sprecyzowane przez SEWELLA [4] w roku 1969 i sktonito go do przéprowa-~
dzenia préby stworzenia wspdlnych podstaw obu dyscyplin.

Nieco wezesniej, poczawszy od roku 1962, ukazat si¢ caly szereg prac [5 - 11]
na temat zastosowania metod teorii sieci elektrycznych w mechanice ukladéw pre-
towych. Prace te opieraly si¢ na wykorzystaniu analogii isiniejgcej pomiedzy réwna-
niami mechaniki tych nkladéw a réwnaniami odpowiadajacych im sieci, wynikaja-
cymi z praw Kirchhoffa o charakterze typowo dwoistym. Dwoisto$¢ ta niestety
nie zostala jednak nalezycie uwypuklona, co opdZnilo sformufowanie wynikajacych
z nigj wnioskow.

Statyczno-kinematyczna dwoisto$¢ zasad mechaniki, przejawiajaca sig w postaci
twierdzefi Castigliano i Lagrange’a, pozwala w sposéb konsekwentny wyrdzni¢
dwa statyczne i kinematyczne podejécia, zupelnie od siebie niezalezne i prowadzace
do wyodrebnienia dwdch jakosciowo réznych, ale wzajemnie sig uzupetniajacych
standéw tego samego ukladu: Zgodnie z istniejaca juz tradycja [12 - 18] stany te
mozna okreslié odpowiednio jako stan statyczny i kinematyczny ukiadu.

Dualizm odpowiadajacych sobie pojeé i wielkosci mechanicznych pozwala pro-
wadzi¢ rozwazania réwnolegle dla obydwu aspektow zagadnienia, czego przykladem
moze byé stwierdzenie, ze tre$¢ pojecia stanu statycznego (kinematycznego) «jest
suma» trefci poje¢ dwu stanéw: obcigzenia i naprgzenia (przemieszezenia 1 od-
ksztalcenia). W takim ujecin tre$¢ pojecia stanu ukiadu «jest suma» treéci poigé
czterech stanéw: obciaZenia, naprezenia, przemieszezenia i odksztalcenia.

Specjalnego podkreslenia wymaga fakt, ze w rozwazaniach dotyczacych problemu
czysto statycznego (kinematycznego), korzysta si¢ wylacznie z warunkow réwnowagi
sit (zgodnosci przemieszezen) wystgpujacych w danym ukladzie. W rozwazaniach tych
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natomiast zupelnie nie zachodzi potrzeba wykorzystywania réwnan fizycznych
tak dfugo, dopdki obydwa aspekty zagadnienia traktuje sie jako niezalezne od siebie,
Dzigki temu problem fizycznej liniowosci czy nicliniowoéci ukladu nie odgrywa tu
Zadnej roli.

Praca ma na celu przedstawienie i wyeksponowanie dwoistodei odpowiadajacych

_sobie podstawowych pojeé i wielkofci mechanicznych, wystepujacych w analizie

ukladdw pretowych, O ukladach tych zalozono, Ze sy kinematycznie liniowe, dzieki
czemu mozna bylo wykorzystaé aparat algebry liniowej, oraz przyjeto, Ze ich obcig-
Zeniami sq wylgcznie sity skupione, dzialajace wezlowo, Mimo Ze rozwazania ilustro-
wane sq przykladami ukfadéw plaskich o pretach prostoliniowych, pracujacych
gloéwnie na zginanie i sily podiuzne, to jednak odnoszg sig one réwniez do przypadkéw
bardziej zlozonych. .

W pracy ograniczono sie wylacznie do omdwienia czysto statycznych i kine-
matycznych aspekiSw analizy, nie wymagajacych Zadnych zaloZef odnoénie do
fizycznych wlasnosci rozwazanych ukfadéw. Potrzeba takiego ujecia wynika z faktn,
Ze w dotychczasowej literaturze brak jest, jak sig wydaje, pozycji traktujacej zagadnie-
nie w sposob konsekwentny od tej wlasnie strony.

2. JEDNOSTEOWE STANY STATYCZNIE I KINEMATYCZMNIE DOPUSZCZALNE

Oznaczmy przez S* macierz jednokolumnows, ktérej elementy SE sa uogélnio-
nymi, liniowo niezaleznymi silami przekrojowymi, dzialajacymi na oba kofice
itego preta (rys. la) i okre$lajacymi w sposdéb jednoznaczny jego stan napreZenia
przy zaloZeniu, Ze na calej jego dtugosci nie dziataja zadne obciazenia. Stan odksztal-

st
si=1 st
55

Rys. 1

cenia i-tego preta mozna okre§li¢ jednoznacznie réwniez za pomoca jednokolumno-
wej macierzy 5%, ktérej elementy s sa uogdlnionymi, liniowo niezaleznymi przemiesz-
czeniami, odpowiadajgcymi sitom S? (rys. 1b). Stany napreZenia i odksztalcenia
ukiadu zloZzonego z p pretéw mozna w tej sytuaci opisaé dwiema jednokolumnowy-
mi quasi-macierzami S i 5 o elementach S i s* (i=1,2,..,p).
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WprowadZmy jeszcze oznaczenia R 1 r dla dwéch jednokolumnowych macierzy,
ktérych elementy R; i ry sa odpowiadajgcymi sobie, nogélnionymi obcigZeniami
i przemieszczeniami wszystkich weztéw ukladu (rys. 2a i 2b), okreflajacymi jedno-
znacznie jego stany obcigZenia i przemieszczenia.
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Dowolny stan kazdego ukladu pretowego, obciazonego weztowo, mozna teraz
opisaé w sposéb jednoznaczny za pomoca czterech jednokolumnowych macierzy S
i s oraz R i r, okredlajacych odpowiednio stany napreZenia i odksztalcenia oraz
obciazenia i przemieszczenia ukladu. Jezeli macierze te zostana przyjete zupelnic
dowolnie i niezaleznie od siebie, to na ogdét bedziemy mie¢ do czynienia z takim
stanem, ktéry jest réwnoczeénie niedopuszczalny statycznie i kinematycznie.

Stan ukladu nazywaé bedziemy statycznie dopuszezalnym wtedy i tylko wiedy,
gdy spelnione beda warunki réwnowagi sit, tzn. gdy stany S i R spelniaé beda
tozsamodciowo réwnanie

@1 . AS=R.

Podobnie, stanem kinematycznie dopuszczalnym ukladu nazwiemy taki jego stan,
w ktérym spefnione bgda warunki zgodnodci przemieszezen, tzn, taki, w ktorym
stany s i » spelnia¢ beda tozsamodciowo rownanie

2.2) Br=s.

W dalszym ciggu stany statycznie dopuszczalne i niedopuszezalne oraz kinema-
tycznie dopuszezalne i niedopuszezalne bedziemy zapisywaé w skrdcie jako stany
SD i SND oraz KD i KND.,

Zgodnie z ich definicja elementy obydwu macierzy R i 8 (s i ) sa silami (prze-
mieszezeniami), mimo to jednak macierz S (s) jest bezposrednio zwigzana ze stanem
naprezenia (odksztalcenia) uktadu. W interpretacji, ktora bedziemy sig postugiwad,
operuje sig pojeciami wszystkich czterech standéw. W zwigzku z tym dla uzyskania
wiekszej zwiezloci rozwazaf sformulowanie: «stan naprezenia (odksztatcenia)
ukladu okre§lony sitami przekrojowymi S (przemieszczeniami. s)» wygodnic jest
zastgpowad sformufowaniem umownie skréconym: «stan naprezenia S (odksztal-
cenia s)» lub nawet «naprezenie S (odksztalcenie s)», co nie powinno prowadzic
do zadnych nleporozumlen

Poniewaz réwnania (2.1) i (2.2) odgrywaja zasadnicza role w dalszych rozwaza-
niach, zajmiemy si¢ teraz nimi bardziej szczegodlowo.
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Wyobrazmy sobie taki stan naprezenia ukiadu, ktdry okreélony jest nastepujaco:
Se=1 dla a=j, S,=0 dla a#J i nazwijmy go j-tym jednostkowym stanem napreZenia
(rys. 3b 1 4b). Stan taki mozna wywola¢ w rozwazanym ukladzie takim obciazeniem
R, ktore jest okreslone j-tg kolumng @; macierzy A. Widzimy wiec, 7e poszezegSlne
kolumny tej macierzy mozna interpretowac jako takie stany obciazenia, ktdre
wywoluja w ukladzie odpowiednie jednostkowe stany napreZenia. Jednostkowy

j-ty stan napreZenia wraz z odpowiadajacym mu SD stanem obciazenia ukladu
bedziemy nazywaé jego J-tym jednostkowym stanem SD.
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Rys. 3

Rozwaimy teraz taki stan przemies"iczenia ukdadu, ktdry okreflony jest nasie-
pujaco: rp=1 dla fi=k, r;=0 dla fi#k i nazwijmy go k-tym jednostkowym stanem
przemieszczenia (rys. 3¢ i 4c). Stan ten wywoluje w rozwazanym ukfadzie taki stan
odksztalcenia s, ktory jest okreslony k-ta kolimna b, macierzy B. Jak widaé, po-
szezegolne kolumny tej macierzy mozna wige interpretowaé jako takie stany od-
ksztalcenia, kidre wywolane sg odpowiednimi jednostkowymi stanami przemiesz-
czenia. Jednostkowy k-ty stan przemieszczenia wraz z odpowiadajacym mu KD

stanem odksztalcenia ukladu bedziemy nazywaé jego k-tym jednostkowym
stanem KD.
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Jest rzeczg bardzo charakierystyczng, ze postugujac si¢ powyzsza interpretacja
kolumn macierzy A (B) mozna macierz tg zbudowa¢ postugujao sig tylko i wylacznie
warunkami réwnowagi statycznej (zgodnofel kinematycznej).
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Poniewaz macierze A i B opisujg odpowiednio statyczne i kinematyczne wlasnobci
tego samego ukladu, mozna sig wige spodziewat, ze istnieje migdzy nimi jaki§ ogdiny,
$cisty zwigzek. Dla ujawnienia tego zwigzku mozemy na przyktad skorzystaé z zasady
przemieszezedn wirtualnych Lagrange’a i obliczy¢ prace wirtualna sit R 1 S na KD
przemieszezeniach r i s, tzn. spelniajacych tozsamosé Br=s:

rTR—sTS=rTR—rTBT S=rT(R—BT5)=0.

Wobec dowolnoéci » otrzymujemy BT S=R. Mozemy jednak réwnieZ skorzystac
z zasady sit wirtualnych Castigliano i obliczyé dopelniajaca pracg wirtualna, jaka
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na przemieszczeniach » i s wykonaja SD sily R i S, tzn, spetniajgce tozsamodé
AS=R:
R r—STs=8T4Tr—STs=ST(A r—5)=0.

Wobec dowolnoéei S otrzymujemy AT r=s.

W wyniku zastosowania zasad Lagrange’a i Castigliano otrzymalismy wiec
odpowiednio warunki réwnowagi sit: BT S=R i warunki zpodnoscl przemieszezeri:
AT r=s. Z poréwnania otrzymanych wynikéw z réwnaniami (2.1) i (2.2) wynika,
ze poszukiwany zwigzek pomiedzy macierzami 4 i B ma postad

(2.3) B=AT,
dzigki czemu zamiast (2.1) i (2.2) mozemy teraz napisaé
(2.4) AS=R, ATr=s,

Fakt, ze w réwnaniach (2.4), okreélajacych odpowiednio SD stany S'i R oraz
KD stany r i s, wystepuja macierze rézniace sie wzajemnie tylko transpozycia,
$wiadezy o istnieniu pewnych zasadniczych zwiazkéw pomiedzy struktura rozwa-
zanego ukladu mechanicznego a struktura zwigzanej z nim macicrzy 4. Zwigzki
te musza sig¢ przejawiaé w dwu aspektach: statycznym i kinematycznym, odpowia-
dajacych dwom mozliwosciom potraktowania macierzy A: raz jako zbioru jej
kolumn, a drugi raz — wierszy.

Z postaci réwnan (2.4) wynika, e algebraicznym odpowiednikiem czysto sta-
tycznego (kinematycznego) podejécia do zagadnienia jest przeprowadzanie rozwa-
Zan 1 operacji tylko nad kolumnami (wierszami) macierzy 4. RozwazZania i operacje,
w ktdrych biora udzial zaréwno kolumny jak i wiersze tej samej macierzy A, odpo-
wiadaja takiemu podejéciu, w ktdérym wystepuja réwnoczesnie obydwa aspekty
mechaniczne zagadnienia: statyczny i kinematyczny.

Zauwazmy réwniez, Ze rozwigzywanie réwnania AS=R (AT r=5) mozna in-
terpretowa¢ w dwojaki sposéb. Raz jako poszukiwanie wspdlczynnikdw §, o=
=L2,..,n (ry f=1,2, .., m) kombinacji liniowej kolumn (wierszy) macierzy A,
dajacej w wyniku kolumne R (s), drugi za$ raz Jako poszukiwanie takiej macierzy
S (#), ktéra tworzy z koleinymi wierszami (kolumnami) macierzy 4 iloczyny ska-
larne o odpowiednich wartosciach liczbowych Ry f=1,2, .., m (s, «a=1,2, .., n).
Pierwsza z tych interpretacji oddaje istote statycznej (kinemaiycznej) dopuszezalnodci
stanéw S'i R (r i 5), druga natomiast wyraza zasadg przemieszezefi (sif) wirtnalnych
Lagrange’a (Castigliano).

3. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOSE STANGW SD 1 KD

Ogélng dyskusje istnienia i jednoznacznoscei stanéw SD i KD Jmozna, zgodnie
z ich okre§leniem, sprowadzi¢ do dyskusji odpowiednich ukladéw réwnan linjowych
AS=R i AT r=5. Z tego tez powodu za podstawg dalszych rozwazan przyjmiemy
nastgpujace ogdlne twierdzenie algebry liniowej [19].
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TWIERDZENIE. Niech bedzie dany ukiad m réwnan liniowych Qx=p z n niewiado-
mymi; istniejq trzy moiliwosci wykluczajqce sie wzajemnie, z ktérych jedna zawsze
zachodzi (stanowiq ome wige warunki konieczre i wystarezajgce):

)] rz(Q)=rz(Q, p)=n

wkiad ma dokladnie jedno rozwigzanie,

2) rz(Q)=rz(Q, p)=k<n

wkiad ma nieskoiiczenie wiele rozwiqzar,

3) rz(Q)<rz (@, p)

ukiad jest sprzeczny.
W sformufowanju tym oznaczono przez rz(Q) rzad macierzy 0, a przez rz(Q, py
rzad macierzy uzupelnionej przez dolaczenie kolumny wyrazéw wolnych p.
Prrzechodzac do analizy ukltadu réwnan AS=R (47 r=5) mozemy teraz ogdlnie
stwierdzi¢, e warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby dla danego
obcigzenia R (odksztalcenia s) w danym ukladzie mechanicznym mogt wystapi¢
stan $D (KD), jest warunek, aby rz (A)=rz (4, R) (rz (AT)=rz (47, s)). Warunek
ten oznacza, ze SD (KD) sa fylko takie stany obciazenia R (odksztalcenia s), kiore
moga byé przedstawione w postaci kombinacji liniowej kolumn macierzy 4 (4”).
Wspdlczynnikami tej kombinacji sa odpowiednie elementy macierzy S ().
Uklady réwnafh AS=R i AT r=s nie sg od siebie niezalezne ze wzgledu na ich
wzajemne powigzania przez macierze 4 i AT. Bezposrednig konsekwencja tych po-
wiazan sy pewne relacje natury ogélnej, zachodzace pomigdzy stanami SD i KD
tego samego uktadu mechanicznego, bedace przejawem jego okre§lonych wiasnosci
strukturalnych i nie majace Zzadnego zwiazku z jego wiasno§ciami fizycznymi.
W zaleznosci od typu macierzy A, gléwnie za$ jej stroktury, wyrdzni¢ mozna.
cztery charakterystyczne przypadki zestawione w tablicy 1; ich szezegblowym omo-
wieniem zajmiemy si¢ teraz.

3.1, Przypadek 1

Jezeli dla kazdego dowolnego R spelniony jest warunek rz (A)=rz (4, R)=n,
to wowezas A jest kwadratowa nieosobliwg macierza typu rXn, przy czym mamy
réwniez rz (AT)=rz (4T, s}=n dla kazdego dowolnego s. Macierz A sklada sig
wylacznie z liniowo niezaleznych kolumn i wierszy, co uwidocznimy i podkre§limy
w zapisie wprowadzajac dla niej nowe oznaczenie Aqg, a dla macierzy poszczegdlnych
stanéw odpowiednie oznaczenia Sy, Ro, 7o 1 So. Zamiast ukladéw réwnai (2.4)
otrzymujemy wiec uklady

(3.1) AOO S0=RO N Ag() Fo=38p .

Dzieki nicosobliwosci macierzy 4o 1 A, ukdady réwnan (3.1) okreélajg w spo-
s6b jednoznaczny odpowiednie stany SD napreZzen i KD przemieszezen

(3.2 1 S0=A<;o1 Ry, FOZ(AEOI)TSQ 3
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wywolane dowolnymi obcigzeniami R, i odksztalceniami s,. Jest rzecza charakte-
rystyczng, ze w ukiadach pretowych, ktdrych stany SD i KD opisywane sa ukladami
réwnan (3.1), zerowym stanom obcigzen
R, i odksztalcen s, odpowiadaja tylko
Zerowe stany naprezen S, 1 przemiesz-
czefi r,. Wynika to bezposrednio z (3.2).
Uktady o takich wlasnosciach bedziemy
7 nazywaé podstawowymi uktadami wyzna-
Rys. 5 czalnymi (rys. 5).

3.2. Przypadel 2

W przypadku, gdy dla kazdego dowolnego R zachodzi warunek rz(A)=
=77 (4, R)y=m-<n, A jest prostokatng macierza typu mxn, przy czym nie dla
kazdego s mamy rz (4T)=rz (47, s)=m < n. Wszystkic wiersze macierzy A sa linjowo
niezalezne, natomiast spodréd jej # kolumn mozna wybraé co najmniej w jeden
‘sposob, ale tylko co najwyzej m liniowo niezaleznych. Zalézmy, ze dokonali§my tego
‘wyboru w pewien okre§lony sposdb i oznaczmy przez Ay, blok utworzony z Wybra:
nych kolumn, ktére w dalszym ciggu bedziemy nazywaé bazowymi. Jezeli wprowa-
dzimy jeszcze oznaczenie A,, dla bloku utworzonego z tych kolumn macierzy A4,
ktore nie naleza do Ay, @ wige nie sg bazowymi, to po odpowiedniej zmianie nume-
racji elementéw macierzy wystepujacych w (2.4) bedziemy mogh napisa¢

" Sof_ Ago fo
{3.3) (Aop Aos) [S*] =Ry, {Ag-.; "o =g |’
. 1S So . , .
gdzie < =§, o |=¢> przy czym mechaniczny sens macierzy Sg, Se, 55 1 54
* %

wynika z dalszych rozwazad.
Wykorzystujac nieosobliwo$¢ macierzy A,o 1 A7, mozemy z (3.3) obliczyé

3.4 So= Alc?oI (Ro—AoxSs), ro =(A[;[)1)TSO s 54 =Ag‘* Fo= (Agol Agx)T 50 .

Jak wynika z (3.4);, stan naprezenia S nie jest tym razem okre$lony jednoznacz-
nic dla danego obciazenia R,. Drzigje sig tak dlatego, ze dla Ry=0 uklad réwnan
{3.3), ma niezerowe rozwigzanic

(3.5) - So=—dg¢ Aos S,

<0 oznacza, Zze w ukladach pretowych, kidrych stany SD sa okreflone ukladem
réownan (3.3);, moZliwe jest wystegpowanic niezerowych standw naprezen,

_ SO —_ _AEOIAO*
(3.6) S—[S*]ﬁ[ S,

Lo przy zerowych obciazeniach R,=0. Uklady o tej wiasnodci bedziemy nazywaé

"-_.-'ukladami przesztywnionymi (rys. 6).
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Poniewaz (3.5) okresla macierz S, jako liniowa funkcje macierzy Sy o n—m
dowolnych elementach, zatem mamy tu do czynienia z ukladem n—m krotnie
przesztywnionym, w ktérym moze wystapic n—m liniowo niezaleznych, bezobcia-
zeniowych standw naprezefi.

Podzial sil przekrojowych na dwie grupy, oznaczone przez So | .Sy, jest konsek-
wencja wyboru bazowych kolumn macierzy 4. Wybor ten jest rownoznaczny z wy-
borem pewnego podstawowego ukladu
wyznaczalnego, ktérego stan naprgZenia
okrelony jest jednoznacznie przez So.
Mozemy sobie wyobrazi¢, ze uklad ten po-
wstaje z danego ukladu przesztywnionego =
przez usuniecie odpowiednich n—m nad- Rys. 6
liczbowych pretéw. Dowolno$¢ wyboru
kolumn bazowych wiaze sig wigc z dowolnoécia wyboru podstawowego ukladu wy-
znaczalnego, przy czym role parametréw swobodnych S, odgrywajg sity przekro-
jowe w pretach przesztywniajacych ukifad.

Fakt, ze¢ w rozwazanym przypadku waranek rz (A7) =rz (47, s)=m < n nie moie
by¢ spetniony dla kazdego dowolnego s, lecz tylko dla takiego, ze

Sol| _ E
(3.7) S:[S*} _{A'g* (Ao—gl T] Sp s

wyiika wprost ze zwiazku (3.4); okreslajacego zaleznos¢ s, od s, warunkujaca
istnienie stanu KD. '

Zaréwno przemieszezenia wezldw ry wybranego podstawowego ukladu wyzna-
czalnego, jak réwniez odksztalcenia s, pretéw przesztywniajacych, okreslone od-
powiednio przez (3.4), 1 (3.4)s, sa liniowymi funkcjami dowolnych odksztalcen sq
pretéw tego uktadu. Podziat odksziatceri na 5o i 5, jest konsekwencja podziatu sit
przekrojowych na S, i S,. Warto zauwazy¢, ze odpowiadajace sobie zmienne,
a wiec S, i 8, oraz S, 15, spelniaja przeciwne role: S 154 52 zmiennymi zaleZnymi,
podezas gdy S, i 5, 53 zmiennymi niezaleznymi, co bezposrednio wynika z (3.4).
W efekcie w zagadnieniu statycznym (kinematycznym) mamy tyle zmiennych nie-
zaleznych Ry 1 Sy (30), ile zmiennych zaleznych rq i 5, (So) Wystgpuje w zagadnieniu
kinematycznym (statycznym).

[
[onm—

3.3. Przypadek 3

Jezeli dla kazdego dowolnego s spelniony jest warunek rz (A%)=rz (A7, 5)=
=n<m, to A jest prostokgina macierza typu mxn, przy czym nie dla kazdego
R mamy rz (4)=rz (4, R)=n<m. Wszystkie kolumny macierzy.4 sa liniowo nie-
zalezne, natomiast spodrad jej m wierszy mozna wybraé co najmniej w jeden sposdb,
ale tylko co najwyzej n takich, ktére sa liniowo niezalezne. Zaléimy, Ze dokonaliémy
tego wyboru w pewien okreflony sposéb i oznaczmy przez 4o blok utworzony
z wybranych wierszy, ktére w dalszym ciagu bedziemy nazywaé bazowymi. Fezeli
wprowadzimy jeszcze oznaczenie A, dla bloku utworzonego z tych wierszy ma-
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cierzy 4, ktére nie nalezg do 4o, a Wiec nie sg bazowymi, to po odpowiedniej zmianie
numeracji elementéw macierzy wystepujacych w (2.4) bedziemy mogh napisaé

A ‘R I3
(3.8) | { A:z]so=[R:], (AT, A;{o)[r:}=303

. [Ry : . : .
. gdzie [ R°J=R, [;°]=r, przy czym mechaniczny sens macierzy Ry, Re, 7o 1 Fe
L &

wynika z dalszych rozwazan.
Wykorzystujac nieosobliwo$é macierzy 4y, i AJ, mozemy z (3.8) obliczyé

(3.9 So=Ag5 Ry, Ri=dugSo=Aso Agg Ry, ro=(A5s )T {so— Al rs) .

Jak wynika z (3.9),, stan przemieszczenia r nie jest okreflony jednoznacznie
dla danego odksztalcenia s,. Dzieje si¢ tak dlatego, Zze dla s,=0 uklad réwnah
(3.8); ma niezerowe rozwiazanie

(3.10) "‘0=_(A*0Ao-ul)Tr* s

co oznacza, ze w ukiadach pretowych, ktdérych stany KD okreflone sa ukladem
rownai (3.8),, mozliwe jest wystgpowanie niezerowych standéw przemieszczen :

o .

przy zerowych odksztalceniach s,=0. Uklady o tej wlasnosci bedziemy nazywad
ukfadami niedosztywnionymi (rys. 7).

Poniewaz (3.10) okresla macierz 7, jako liniowg funkcje macierzy r, o m—n
dowolnych elementach, przeto mamy tu do czynienia z ukladem m—n krotnie
niedosztywnionym, w ktérym moze wy-
stapi¢ m-—n liniowo niezaleZnych, bezod-
ksztalceniowych stanéw przemieszezen.

Podziat przemieszczen weztowych na
dwie grupy oznaczone przez r, i r, jest

Rys. 7 konsekwencja wyborn bazowych wierszy

macierzy A. Wybdr ten jest réwnoznaczny

z wyborem pewnego podstawowego ukladu wyznaczalnego, ktdrego stan przemiesz-

czenia okreslony jest jednoznacznie przez ro. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze uklad

ten powstaje z danego uktadu niedosztywnionego przez wprowadzenie odpowiednich

m—n dodatkowych wigzéw, zapewniajacych kinematyczna niezmienno$é ukladu.

Dowolnos¢ wyboru wierszy bazowych wiaze sie wice z dowolnoscia wyboru pod-

stawowego ukladu wyznaczalnego, przy czym role parametréw swobodnych Fy
odgrywaja przemieszezenia odpowiadajagce dodatkowo wprowadzonym wigzom.

Fakt, 2e w rozwazanym przypadku warunek rz (4)=rz (4, R)=n<m niec mose
by¢ spetniony dla kazdego dowolnego R, lecz tylko dla takiego, ze

R F
3-12 — 0 =
( ) R [R*:I [A*o A(;ol] RO ?
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wynika wprost ze wzoru (3.9), okreflajacego zalezno§¢ R, od Ry, warunkujaca
jistnienie stanu SD.

Zaréwno sily przekrojowe Sp w wybranym podstawowym uktadzie wyznaczal-
nym, jak réwniez obcigZenia R, jego wezlow, bedace reakcjami dodatkowo wpro-
wadzonych wiezéw a okre§lone odpowiednio przez (3.9), i (3.9),, sa liniowymi
funkcjami dowolnych obciazefi R, wezléw tego ukladu. Podzial obciazefi na Ry
i R, jest konsekwencjg podziatu przemieszczes weztowych na rp i r,. Warto zauwa-
2y6, ze odpowiadajace sobie zmienne, a Wige #o i R, oraz ry i Ry, spelniaja przeciwne
role: ry i R, sg zmiennymi zaleznymi, podczas gdy ry 1 Ro 53 zmiennymi niezalezny-
mi, co bezpoérednio wynika z (3.9). W efekcie W zagadnieniu statycznym (kinema-
tycznym) mamy tyle zmiennych niezaleznych R, (8o 1 ry), ile zmiennych zaleZznych
7o (Sp 1 R,) wystepuje w zagadnieniu kinematycznym {(statycznym).

Podsumowujac rozwazania nad przypadkami 2 i 3 nalezy zauwazyé, Ze celowo
poshizono si¢ w nich analogicznymi sformutowaniami dla podkreélenia dwoistosct
wystepujacych w nich pojec i wielkosei.

3.4, Przypadek 4

Rozwazymy teraz przypadek, w ktérym macierz A jest typu mxn, a jei rzad
rz (A)=k<min (m, 1), przy czym moze by¢ mSn. Tym razem zaden z warunkow
rz (A)=rz (4, R)=k i rz (ATy=rz (4", s)=k, nie moZe byé speliony dla zupehnie
dowolnie przyjetych R i s. Poniewaz rz (A)=k<min (m, #), przeto z macierzy 4
mozna wybra¢ co najmniej w jeden sposcb, ale tylko co najwyzej k liniowo nieza-
leznych kolumn i tyle samo wierszy, Zalozmy znowu, ze dokonaliSmy tego wyboru
w pewien okre§lony spos6b 1 oznaczmy przez A, i B} odpowiednie macierze utwo-
rzone z wybranych kolumn i wierszy, ktore w dalszym ciagn bedziemy nazywad
bazowymi. Jezeli wprowadzimy jeszcze oznaczenia A i Bf dla macierzy utworzo-
nych z tych kolumn i wierszy macierzy 4, kidre nie nalezg do A, i BY, a wige nie sa
bazowymi, to po odpowiedniej zmianie numeracji elementdw macierzy wystepuja-
cych w (2.4) bedziemy mogli napisa¢ '

(3.13) (Ao A)S=R, (B, Br=s.

Z okrelenia macierzy 4, i B, wynika, 7e s3 one wtworzone z tych kolumn macierzy
A1 AT, kidre sa liniowo zalezne od kolumn bazowych tworzacych macierze Ay 1 B,

Wyrésnienie bazowych kolumn i wierszy macierzy A4 pociaga za soba istotne
konsekwencje. Ze wzgledu bowiem na zwigzek (2.3) wprowadzony podzial kolumn
i wierszy macierzy A4 jest réwnoznaczny z podzialem tej macierzy na odpowiednie
cztery bloki, dzigki czemu zamiast (3.13) otrzymujemy

T T
(3.19) [A"“ A"*] S=R, [‘400 A*"] re=s,

T T
Asy Ass o# Ass

T T
Licle Lo Eglm il
A*o A Ao* R

gdzie
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Zauwazmy jednak, Ze juz z samego zapisu réwnaf (3.14) bezposrednio wynika
potrzeba wprowadzenia odpowiedniego podzialu macierzy S,r, R i 5 na czefci
bazowe Sy, 1o, Ry 1 5, oraz niebazowe Sy, ry, R, i 5,. Podzal ten pozwala nam
zapisaé réwnania (2.4) w najogblniejszej postaci blokowej:

S Vil o O | W
h Asg AurILS R, ’ Ag* A;{* Fy h
Macierz A jest kwadratows nicosobliwa macierza rzedu k <min (m, n), utworzona
z elementow macierzy A4 lezacych na przecigeiu si¢ wybranych z niej & liniowo nie-
zaleznych kolumn i wierszy. Przypadek ten ilustruje rys. 8, na ktérym pokazano

liczbg kolumn i wierszy w poszezegdlnych blokach wysiepujacych w réwnaniach
(3.15).

k fi-k n-k
1T r
& J il
e stil
HHa HHla S,
A= ol A = :;;Aﬁ’" o §= =i R= % Ra
T3 X7
; b S .
‘ Elittelll =l ks
kK m-k (
« l” _\cg x|
Al 8, By = z r= 1 g= x i
el s
! & gl L8,

Wykorzystujac tak samo jak w przypadkach poprzednich nieosobliwoéé macierzy
Ago 1 Agy, mozemy z réwnati (3.15) obliczyé

. So=Agd (Ro—AgsS%), Ri=Aso A5y Ry,

(3.16) " >
"0“(/1 T(so—Asgle)» Ty =(A00 Ao 56,
przy czym dodatkowo stwierdzamy, ze

Ay = Ay Agt Ao = (Aus — Auo Az Ags)T=0.

Wzory (3.16) moZna przedstawi¢ w sposob bardziej zwarty:

13* li H0 0 ’5* \ Sy o% *

(3-18) . Hoo=A§ol, Ho*=z4501 Ao s H*0=A*0A501 .

Stany naprgzenia S i przemieszezenia r w rozwaZzanym przypadku nie sa okreslone
jednoznacznie dla danych stanéw obciaZenia R, i odksztalcenia s,, bowiem z (3.16),,
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1%

i(3.16); dla R, ==5,=0 otrzymujemy te same zaleznoéei (3.5) 1 (3.10), ktore charakte-
ryzowaly omawiane poprzednio przypadki uktadéw przesztywnionych i niedo-
sztywnionych, Oznacza to, Ze w ukiadach pretowych, ktorych stany $D i KD okresla-
ne sg ukladami réwnan (3.15), mozliwe jest rownoczesne wystgpowarnie niezerowych.

stanéw naprezen (3.6) i niezerowych
stanéw przemieszezen (3.11) przy ze-

T . i
rowych obciazeniach i odksztalceniach
Ry=25,=0. Uklady takie sa wigc réw-
noczeénie n—k krotnie przesztywnio- A
ne i m—k krotnie niedosztywnione
(rys. 9). Rys. 9
Tablica 1
SD i KD . .
Typ macierzy ] : | Rozwiazanie
P wyrazy wolne Typ ukiadu
R & ATY Fo
i dowol dowal jednoznaczne | jednoznaczne | podstawowy wy--
] ‘ne GWOINe | we (3.21 wg (3.2), znaczalny (rys. 5¥
m -
i — i : i .
2 | MR == dowolne trlko we ‘wvfzegilozgzc?e | Jednoznaczne ?—Ziﬂlfz?rla?ny
B ‘ (.7 DS lwg 34y, 0T OTE
| —. : wg (3.4) (rys. 6)
B !
I
afl ] tylko wg jednoznaczne wicloznaczne | niedosztywniony-
3 FHHY G.12) dowolne wa (3.9) ze wzgl. na| m—n krotnie
- . .
= e : ry, wg (3.9) ) (tys. 7)
= przesziywniony
lﬁc wik ik wieloznaczne wieloznaczne | m—Kk Kkrotnie
4 . } é: lg)wg glgwg ze wzgl, na §, |ze wzgl maqi niedosztywnio--
m : A9 1 Gk gl (36, r, wg (3.16); | ny n—k krotnie.
i *
i (rys. 9)
i
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Fakt, ze w rozwazanym przypadkn warunki rz (dY=rz {4, R)=k i rz (4D =
=rz {A¥, s)=k nic moga byé spelnione dla dowolnych R i s, tylko dla takich, Ze

o ezl LR
R, Hyo sl LH

“wynika wprost ze wzordw (3.16), i (3.16),, warunkujacych istnienie standw SD i KD.

Rozwigzaniami ukltadéw réwnan (3.14) o kolumnach wyrazéw wolnych (3.19)
'8 Tnacierze
oo s 2 LHE

S 0 E S Fi 0 E Fi

Jak latwo sprawdzié, macierze S i R (r i 8), okreflone powyzszymi wzorami
przy dowolnych R, i S, (5o 1 7,), spelniajg toZsamosciowo réwnanie AS=R
(AT r=5). Oznacza to, 2e macierze S 1 R (r1s) opisuja SD (KD) stan rozwazanego
ukladu pretowego.

Z postaci wzordw (3.17) wynika, ze przy statyeznym (kinematycznym) podejéciu
.do zagadnienia role zmiennych niezaleznych odgrywaja R 1 S, (5o 1 ry), rolg za$
zmiennych zaleznych — S, 1 R, (5 1 $,). Podzial zmiennych na zalezne i niezaleZne
wiaZe sic z wyborem k liniowo niezaleznych kolumn i wierszy macierzy A 1 dlatego
na ogét moze by¢ dokonany na rdZne sposoby.

Oprécz podzialu zmiennych na zalezne i niezalezne mozna wprowadzi¢ réwniez
jeszcze inny, bardzo istotny podziat tych zmiennych, mianowicie na takie, ktdre
odgrywaja analogiczne role w statycznym i kinematycznym sformutowaniu proble-
mu, a ktére w naszych rozwazaniach sa wzajemnie zupelnie od siebie niezaleine.
Zmienne takie nazywaé bedziemy zmiennymi wzajemnie dualnymi. Jak to najwy-
trazniej wynika z (3.15) zmiennymi tymi sa: Sg 1 ro, Sy 17y, Ro 150 oraz Ry 1 5,
tub ogolnie S 1 # oraz R is.

4, ZAKONCZENIE

We wszystkich dotychczas przeprowadzanych rozwazaniach zajmowalidmy sig
‘wylacznie statycznymi Iub kinematycznymi aspektami analizy ukladow preto-
wych, nie wymagajacymi zadnych zalozen o fizycznych wlasnoéciach tych ukladow.
‘Na zakonczenie jednak wypada wspomnieé, w jakim stosunku pozostaja tego rodzaju
rozwazania do celu, jaki stanowi obliczanie ukladéw o konkretnych wiasnosciach
fizycznych. -

Ograniczanie si¢ wylacznie do statycznych lub kinematycznych aspekiow za-
gadnienia ma na celu okreflenic dwn zhioréw standéw badanego ukladu, mianowicie
zbioru stanéw SD i KD. Wspdlne elementy tych zbioréw odpowiadaja rzeczywistym
stanom ukladu, przy czym w zaleznosci od jego wlasnosci fizycznych oraz od wartosci
dziatajacych obciaZen zbidr elementéw wspdlnych moze by¢ jedno lub wieloele-
mentowy, co wiaze sie z jedno lub wieloznacznoécia rozwigzania problemu. Poszu-
kiwanie standw rzeczywistych wymaga uwzglednienia fizycznych wiasnodei vkladu
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i sprowadza si¢ do poszukiwania ekstreméw odpowiedniego funkcjonatu energe-
tycznego w odpowiednim zbiorze standw dopuszczalnych [15]. Dlatego teZz rozwa-
sania prowadzone na gruncie wylacznie statycznym lub kinematycznym stanowia
podstawg metod wariacyjnych i optymalizacyjnych.

Przedstawione w pracy dwoiste ujecie podstaw analizy ukladéw pretowych
opiera sig na spostrzeZeniu, e stan statyczny dowolnego ukladu moze by¢ rozwa-
yany zupelnie niezaleznie od jego stanu kinematycznego. Takie rozdwojenie stanéw
tego samego ukladu stwarza dogodng podstawg dla wiladciwe] interpretacji metod
stosowanych nie tylko w analizie, ale réwniez i syntezie ukladéw optymalnych.
Powoduje ono w konsekwencji, ze statyczno-kinematyczny problem obliczenia
ukladu zostaje rozdwojony na podproblemy, z ktérych kazdy dotyczy innego aspekiu
tego samego zagadnienia. Tym dwom réznym aspektom odpowiadaja dwa podejécia
wariacyjne: Castigliano i Lagrange’a bedace przejawami dwoistodei tej samej tran-,
sformacji Legendre’a. Pierwsze (drugie) z tych podejs¢ polega na poszukiwaniu
takich stanéw SD (KD), ktérym odpowiada spelnienie warunkéw zgodnosci prze-
mieszezeft (réwnowagi sif). Warto réwniez podkredlié, ze niezaleine operowanic
dwoma rodzajami standw tego samego ukladu zezwala na postugiwanie sig jego
stanami niedopuszczalnymi, ktérych pojawianie si¢ w rozwaZaniach nad rzeczy-
wistym stanem ukltadu jest typowe dla zagadnien wariacyjnych [19].

W pracy poruszono tylko podstawowe aspekty dualne analizy uktadéw pretowych,
stanowiace punkt wyjécia do dalszych rozwazafi. Omoéwienie probleméw wzmian-
kowanych powyzej wykracza poza ramy ninigjszej pracy i bgdzie tematem oddzielnego
opracowania.
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PesioMme

IOVAJIBHEIE ACIIEKTEL AHAJIN3A CTEPXHEBEIX CHCTEM

B paGore obCyMueHE Te OCHOBHEIS ACIEKTHI aHANM3A, KOTODEE MOTYT OHITH paCcCMOTPEHEL
B NOTHOM OTPHEBE OT QU3HYECKAX CBOUCTE HecaeayeMol cucremsl. MTak, orpanmuunaeMcs HCKIFo-
YHTENERC YUCTO CTATWIECKEMH ¥ KMHEMAaTHYECKAME ACOCKTaMM, HE3aBHCAU[EMHM EPYT OT JpYyTa
- H TPHBOMMIIAME K BBIJENCHAN JBYX KAuQCTBEHHO DAIHEX, HO BIAEMHO MOMONHEAOIUXCH CTa=
THUECKUX W KEHOMATHICCKNX COCTOSHU 3T0H e caMoi cmeremil. OnpencfieHne M BHIJENCHUE
CTATHYCCKH M KMHEMATHYCCKN JOOYCTEMEBIX COCTOSMHEH WO3BORMNC CHOPMYITHPOBATE H HPOAHANM-
3HEPORATE TIPOBIEMET CYIIECTBOBAHNA B OFHO3HAYHOCTH STHX COCTOAHNEH, ONMPASCH HA M3BECTHLIC
TeopeMEl ITHBeHROH amre6per. TIpH 2TOM DPEHIONATaIceh, YT0 06CyHHaeMble CACTEME] KEHEMATH-
YECKH JMHEHHBL M HATPYKEHH] COCPEHOTOYCHHEBIMHI CHIAMM, ACHCTBYIOHIHME B Y3J1aX.

Braroaps BBENECHNIO TOMSITMH efFHIMHLIX CTATHYECKM ¥ KHHEMATHYECKH AOIYCTHMBIX COC-
TOSHAR ONPEHENSHE] R3aAMEBE COOTHONICHAA MEXAY CTPYXIYPOH HCCIERYeMOR CHCTEMEL H CTPYK-
Typoit CRA3aHNOH ¢ Hell MATPHIEL, KOTOPAA BRICTYNACT B YPABHEHHAX PABHOBCCHS CHMIL H COBMEC-
THOCTH mnepeMeRtenmil, CpelE ICpeMCHHBIX, ONPEHSISIONTHX CIATHZECKOE W KHHCMATHIECKOS
COCTOSHHA HCCHCIYEMOH CHCTEMBI, YCTAROBICHEI B3AMMHBIE COOTHOWENW S, CBAIAHNBIE C POIAMH,
XaKWe 5TH [EPEMEHHSIE WIPAOT B JaHHOH npobneme. CaMBIM BaKHBIM H3 ITAX COOTHOIICHMH
SENfeTCA OyalbHOS COOTHOMSHHEE MEXKOY HCPEMEHHBIMM, KOTODEIE HTPAI0T RHAFOTHYHEIC POIH
B CTATEMCCKOM ¥ KEECMATHYCCKOM TOZXONAX K 9T0M camoii mpobneme.

VI3-32 QBOHCTBEHHOCTH OTBEUATOIEUX APYT KOYIY HOEATHH ¥ MEXaHHYaCKHX BETMYHH DACCYHK-
[EHEA TIPOBCTERpl TapajiiebHo A 060X acHexToB npobneMet, 910 TO3BOIMI0 AOTIIONHATEIIEHO
FOAYEPKHYTE B3AMMALIC OYanbHBIE COOTHOINCHHL,
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SUMMARY
DUAIL ASPECTS OF THE AMALYSIS OF ROD SYSTEMS

Tn the paper presented are these fundamental aspects of analysis which may be considered
independently of the actual physical properties of the system considered. The discussion is thus
confined to exclusively static and kinematic aspects which are independent and lead to two qualitative-
ly different states (though complementing each other) of the same system. Determination of the
statically and kinematically admissible states enables to formulate and analyze the problems of
existence and uniqueness of those states by means of the known theorems of linear algebra, The
systems were considered to be kinematically linear and loaded by forces applied to the nodes.

Using the suitably introduced notions of statically and kinematically admissible states,
determined are the mutinal relations between the structure of the system considered and the structure
of the corresponding mafrix which appears in the eguations of equilibrium and displacement
compatibility. Mutual correspondence of the variables determining the statical and kinematical
states is established, according to the role they play in the problem. The crucial one is the correspond-
ence occuring between the variables which play analogous roles in the static and kinematic approaches
to the same problem.

In view of the dual character of corresponding notions and mechanical quantities, parallel
lines of reasoning are presented which make it possible to stress their mutual, dual character.

POLITECHNIKA ERAKOWSEA
INSTYTUT MECHANIKL BUDOWLI

Praca zostala ziezona w Redakeji driq 10 sierpria 1972 r.






