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BADANIE WPLYWU EFEKTU BAUSCHINGERA
NA PLASTYCZNE PRZYSTOSOWANIE SIE KONSTRUKCII
(NA PRZYKEADZIE UKLADU PRETOWEGO)

. KAZIMIERZ KOWALCZYK i MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. UWAGI WSTEPNE I SFORMULOWANIE PROBLEMU

Wigkszos¢ prac poswigconych problemowi plastycznego przystosowania dotyczy
konstrukcji z materiaku idealnie sprezysto-plastycznego, chociaz E. MELAN [10] juz
w 1. 1938 sformutowal odpowiednie twierdzenie dla konstrukeji z materiatu prze-
Jjawiajacego wzmocnienie. Twierdzenie to dotyczy idealnego efektu Bauschingera.
B. G. NeavL [14] niezaleznic wykazal szczegdlny przypadek tego twierdzenia dla
konstrukeji prgtowej i jednoosiowego stanu napreZenia.

Dopiero w ostatnich latach w teorii przystosowania zaczeto uwzgledniaé bardziej
ogdlnie pojete wzmocnienie materialu. Najczedeigj jest przyjmowana jedna z dwéch
hipotez wzmocnienia: wzmocnienie izotropowe albo wzmocnienie kinematyczne.
Dowody twierdzen przystosowania, uwzgledniajacych wymienione hipotezy, mozna
znalez¢ w pracach J. A. KONicA [4 i 5] oraz G. Mamra [7].

Zastosowanie ogdlniejszej hipotezy wzmocnienia, tzw. wzmocnienia mieszanego
(kinematyczno-izotropowego), W teorii przystosowania napotyka na do$é¢ powazne
trudnosci. Pewne dane na ten temat mozna znale?¢ we wspomnianych juz pracach
[4,5 1 7], gdzie autorzy rozpatrujg bardziej ogdlne przypadki wzmocnienia niz
wzmocnienie kinematyczne i izotropowe.

Mar szczegllnie duzo uwagi poswiecit teorii przystosowania sie konstrukeii
z materiatu podlegajacego prawu wzmocnienia. Jego prace obejmuja réwnies mate-
rialy wykazujace zmienno$¢ modutdw wzmocnienia w trakcie obciazen cyklicznych.
Maier zajmowal si¢ takze procesami dynamicznymi w teorii przystosowania {7 1 9].
Rozszeszyl on na przypadek wzinocnienia podane przez G. CERADINIEGO [1] nogél-
nienie twierdzenia MELANA w ujeciu dynamicznym. W pracy [8] przedstawil macie-
rzowa teori¢ przystosowania, uwzgledniajaca wzmocnienie materiatu i efekty zmian
wielkosei geometrycznych konstrukefi. '

W Swietle przedstawionych prac nasuwa sig pytanie, w jakim stopniu efektywnie
wplywa rodzaj wzmocnienia (przyjeta hipoteza wzmocnienia) na mozliwo$é przysto-
sowania si¢ konstrukeji. Jednoznaczna odpowieds wydaje sie do§¢ trudna i na pewno
zalezna od samej konstrukcji oraz typu przylozonego obciazenia. Niniejsza praca
bgdzie préba odpowiedzi na powyisze pytanie, jednakie zwezone do przypadku
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ukladu jednoosiowego rozciagania-§ciskania. Postawione pytanie moina wigc
zastapié innym: jak wptywa udziat cfektu Bauschingera na plastyczne przystosowanie
si¢ konstrukgcji.

Rozwazania przeprowadzimy na prostym przykladzie preta pryzmatycznego,
umocowanego obydwoma koncami do idealnie sztywnych §cian, obcigzonego
dwiema osiowymi sifami zmieniajacymi sig¢ zaréwno

Iy co do wartoéci, jak i zwrotu (rys. 1).
% _ Zbadamy zakres przystoscwania si¢ konstrukeji
przy pewnych danych programach zmiennosci sit P,
E W i P, oraz wartoSciach wspélezynnikéw charakteryzu-
jacych udziat efektu Bauschingera i wzmocnienie
materialu. Nastepnie, traktujac poszczegdlne etapy
LA tych programéw jako «cykle sterujace» (wyznaczajace
At pogktad naprezen resztkowych), okreflimy odpowied-
pie obszary przystosowania w plaszczyinie Py, P.
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2. PRZYIETY OPIS ZACHOWANIA SIE MATERIALU PRETA
PRZY OBCIAZENIACI PRZEMIENNYCH
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R
i"?z W analizie wplywu efektu Bauschingera na. pla-
Rys. 1. Schemat badanej kon- " styczne przystosowz'mie sig pr'@ta‘.(rys- 1) postuzymy
strakeji 7z podzalem na od- 5i€ modelem materiatu przedstawionym w pracy [3].
cinkd I, II, TIT- Odpowiednig hipotez¢ liniowego wzmocnienia pla-
stycznego nazwano w tej pracy hipoteza dowolnego,
ustalonego udziatu efektu Bauschingera, Ograniczymy si¢ przy tym do materia-
t6w, ktére w stanie naturalnym maja jednakowe wlasnodci przy rozciaganiu.
i przy éciskaniu.

Bedziemy rozwazali procesy przemienne (W szczegolnosci procesy jednoosio-
wego rozciagania-§ciskania), nickoniecznie cykliczne w poszezegdinych punktach
konstrukefi. Jednak w dalszym ciagu ograniczymy sig do obcigzefi cyklicznie zmien-
nych i cze8é procesu pomiedzy kolejnymi zerowaniami sig obcigZefl nazwiemy
péleyklem obciazeniowym lub krécej poleyklem. Przy powtarzaniu takich poleykli
nd ogdl ani napreZenia, ani odksztalcenia W poszczegolnych punktach ciala nie
zmieniaja ste cyklicznie.

Dla krétkiego przedstawienia wspomnianej hipotezy oraz w dalszej czgsci pracy
uzyjemy nastepujacych oznaczen (rys. 2):

' . Ez ogblnie bezwymiarowe naprezenie i odksztalcenie, odnie-

= — e=— . - o
P s, sione do granicy plastycznosei go,

E modut Younga,
n numer kolejnego polcyklu, przy czym n=0 oznacza péleykl
wyjsciowy,
S,» €, biezace (zmienne) napreZenia i odkszialcenia w n-tym
poleyklu,
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§,, & ckstremalne naprezenia i odksztalcenia w n-tym poleyklu,
od ktdrych rozpoczyna sie proces bierny (odcigzanie),

e, odksztalcenie e, odpowiadajace naprezeniom s,=0; sa,
to odksztalcenia plastyczne po (r—1)-szym péleyklu, przy
czym eg= 0,

el biezaca, bezwzgledna warto$é zmian odksztalcen plastycz-
nych w r-tym péleykln &7 -— po n-tym poteyklo,

Son, €on “kolejoa granica plastycznodct» i odpowiadajace jej od-

ksztalcenie w n-tym . pdleyklu, przy czym sgo=ego= 11,

3k =|=
s, e

L "

“ warto§ci naprezenia i odksztalcenia resztkowego po (n—1)-
szym poleykly, przy czym sg=€g=0.

Za miare udzialu efektu Bauschingera (wyznaczajaca granice plastycznosci §y,)

w kolejnych pdéleyklach n przyjmiemy wspdlezynnik £, zdefiniowany wyraZeniem

_ (’S;M—l_SGH—l)_(Eﬂ—z_SOH)

(21) ﬁn -

, n=1,2,3, ..,

2(’§n—1 _3011—1)

Rys. 2. Schemat hipotezy dowolnego, ustalonego udzialu efektn Bauschingera

przy czym dla n=1 nalezy przyjmowaé wartosé §,_,= 41, wynikajaca z zaloZenia
Jjednakowych wlasnosei materialu po stronie rozciggania i jciskania. W tym miejscu
i w dalszej cz¢sci pracy gérny znak odnosi sig do proceséw, w ktorych pdleyklem
wyjsciowym jest rozcigganie (rys. 2), natomiast dolny — do proceséw rozpoczyna-
jacych sie od éciskania.
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‘Wspblezynnik f, zostat dobrany tak, by przyjecie f,=0 odpowiadato hipotezie
wzmochienia izoiropowégo, natomiast §,=1 — hipotezie wzmocnienia kinematycz-
pego dla dowolnego ». Istotnie, na dowolnym etapie cyklicznie zmiennego obcigzenia
przy wzmocnienin izotropowym (rys. 3) zachedzi réwnosc
(22) |Sﬂn|=|§u—1§=knr n=1,23,..;

34

o

Kp-1

13

oy

kn—:’

b

Rys. 3. Schemat hipotezy wzmocnienia izotropowego, f=0

wobec tego wyrazeénia w liczniku (2.1) sa sobie réwne:

(23) -Enul—'Snjl——l:s"n—z_sonrﬁ‘bn:
Qraz .
2.4 B.=0, n=1,2,3...

Podstawowym zalozeniem hipotezy wzmocnienia kinematycznego (rys. 4) jest nato-
miast stato$¢ sumy :

2.5) : [Sonl + 15— 4| =2 |spo[=2, n=1,2,3,..;
zatern licznik (2.1) po przeksztalceniu przyjmuje postad

(2.6) (e 1 —Son— 1) FFon—F-2)=CptCp=2c,

i jest réwny mianownikowi, natomiast

PN B.=1, n=1,23,...

Ogdlnie, warto§¢ wspdlezynnika f, moze zaleze¢ od

2.8) Buz= B (B, 50,815 o Fu—1), n=1,2,3, ...

i moze opisywaé procesy o nieustalonym, dowolnym udziale efektu Bauschingera.
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W przedstawionej pracy ograniczymy si¢ do stalego f,=const w trakeie calego
procesu [3]. Wdéwcezas, opuszezajac wskainik n, mozemy okreflic (2.1); np..dla n=1
[16] (rys. 2) ' ' '
' . 5"0 +591

2 (5o —S00)

Wartosci § lezace w przedziale 0 < f<1 beda reprezentowaé hipoteze wzmocnienia
mieszanego, izotropowo-kinematycznego (czeSciowy udzial efektu Bauschingera).

29

Rys. 4. Schemat hipotezy wzmocnienia kinematycznego, f=1

Przyjmiemy penadto miarg liniowego wzmocnienia materiatu w postaci wspol-
czynnika A [2], stalego w trakcie calego procesu:

E—B

(2.10) ’ A==, 0<i<l,

pdzie E oznacza modul Younga oraz B modut linjowego wzmocnienia.

Przy takich zalozeniach naprezenia i odksztalcenia w a-tym pdleyklu sa zwiazane
zaleznogciami [3]: ' '

w trakcie odksztalcen plastycznie czynnych

@.11) sp=a+(1—2)e,,

ay=FAQAF—24— 24 1)
n-1

=201 (A=p) D] &@Ap—24~2p+1y"1"t dlanz1;

w trakcie odksztafcen plastycznie biernych (zmian sprezystych)

2.12) Sy=e,—en,
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gdzie
=0, e1=Tl+4%, e =TAQIB—2A-2F+1)y 1+

. o
$2.(1~D (A ~H Z &QAB—2A—28+ 1214 )z, dla n=2,
=0 )

‘Naprezenie (2.11) mozna réwniez wyrazié jako funkcje bezwzglqdnej ‘wartofci

zmian odksztalcenia trwalego e (rys, 2):

n—1

1—4
(2.13) 5=t (— 1) [H- 5 (Z g{{l—ﬁ[l —(—1)""“]}+e5:)]-

i=0

Podkre$lmy jeszcze w tym miejscu zalezno§é migdzy bezwzgledng wartoécig zmian

odksztalcedi plastycznych, bedacych odpowiednikiem parametru Odqvista I, [16]):

‘ 2
@14 D =3 L,
a algebraicznymi wartofciami odksztatcefi trwalych e?, w kolejnych pdlcyklach
{rys. 2):

(2.15) Z=ed,  —el, n=0,1,2,...
Kolejna granicg plastycznosci- okreslaja wzory

Spo=:t1,
@16) - So1="F2f—(1-25)5%,

Son=(1=20) Gon_1—F_)+8-, dla n=2.

Przedstawiona hipoteza jest oparta na liniowej schematyzacji wykresu rozcia-
gania i statoéci wspdlczynnikéw A1 £ [11 1 15]. Dla pewnej klasy materiatéw istnicje
mozliwoé¢ wystapienia istotnych odchylen wynikéw obliczonych wzorami
(2.11) - (2.13) i (2.16) od wartosci rzeczywistych. Ma to bezposredni wptyw na mozli-
woSC pizystosowania sig konstrukeji. Na ten problem zwrdcono uwagg m.in. w pra-
cach [6, 121 13). Z. MRrOZ zaproponowal odcinkowo-liniows schematyzacje wykresu,
lepicj opisujaca rzeczywisty wykres rozciggania. W naszym przypadku jakosciowej
ozeny wplywu efektu Bauschingera na przystosowanie wspomniany problem nie
ma wigkszego znaczenia.

Hipoteza, ktora sig bedziemy postugiwali, jest matomiast bardzo wygodnym
i prostym narzedziem do realizacji celu tej pracy; jednym zapisem obejmuje wszystkie
najwazniejsze hipoetzy wzmocnienia plastycznego, mianowicie wzmocnienie kine-
matyczne, izotropowe i mieszane.

Przy przyjeciu liniowego wzmocnienia plastycznego uzasadnione jest ograniczenie
wykresuna 1ys. 2,314 (2p: 5 < 5,5, lub e < €max), CO bardziej szczegdtowo omovmny
w dalszych rozdziatach.
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3. PODSTAWOWE ZALEZNOSCY 1 POJECIA DLA ANALIZOWANEGO UKLADU

Dla konsekwencji wprowadZmy jeszcze nastepujace wielkosci: p=P/Fo, oznhacza.
obcigzenie bezwymiarowe i odpowiednio r=R/Fo, — reakcie bezwymiarowa,
gdzie P oznacza ogdlnie silg Py lub P,, a R reakcje R; lub R, (rys. 1).

Bez wzgledu na przebieg uplastycznienia preta w kolejnym péleyklu n, warunek
réwnowagi 1 warunek przemieszczeniowy maja postad

(31) plr;+r11|_p2r:_r211=0
oraz
(3.2) Ee,{:o, J=LILIN, a=0,1,2,...

J
Naprezenia w poszezegdlnych odcinkach preta (I, IT, THX; rys. 1) wyrazaja sie wzorami
(33) Sp11=r1n;- S,I;I‘:plu_l'rln:PZn'l'ans S,Ell:rzn: ??"——0, 15 2= e

W trakcie kolejnego péleyklu w poszezegdlnych odcinkach preta moga wystapic
procesy plastycznie czynne lub nie. W rozpatrywanym przypadku decydujace beda
tu stany odpowiadajace ekstremalnym wartosciom obciazen, kidre konsekwentnie
OZNACZYMY Przez f1, i f, (przy odstepstwach od zasady zesztywnienia ekstremalnym
warioéciom obcigzefi moglyby juz odpowiadaé procesy lokalnie bierne nastgpujace
po procesach czynnych, jednak takich przypadkdw nie rozwazamy). Zajmiemy sie
wige przede wszystkim okreéleniem rozktadu naprezefi i odksztalcesi w poszczegol-
nych odcinkach preta przy obciazeniach f,, i fa,.

Jezeli w trakeie obcigzania do By, i o, W danym odcinku I, I¥ lub III wystgapi
proces czynny, to odpowiednie naprezenia i odksztalcenia sa zwigzane ogélnym.
réwnaniem (2.11), ktére dla ekstremalnych wartoéci przedstawimy w postaci

§—a

(3.4) d=—t—", j=LU hb NI, 2=0,1,2,...

W odcinkach preta, w ktérych zachodza zmiany czysto sprezyste, odpowiednim
zwiazkiem jest «przesunigte» prawo Hooke’a (2.12), kidre po przeksztalceniu dla
~ekstremalnych wartosci naprezen i odksztalcenr napiszemy w postaci

(3.5 l=Fre, j=L 1 lub III, £n=0,1,2,....

W réwnaniach (3.4) i (3.5) wielkosci @ i e’ wyznaczamy tak jak odpowiednio
w (211} i (2.12) dla danych odcinkéw prgta. Uktad réwnan (3.1) — (3.3)
{(poprawnych dla wszystkich wartoéci obciazen, a wiec i dla ., i f,,) oraz odpowied-
nio (3.4) lub (3.5) pozwala kazdorazowo okreslic napreZenia & i odksztalcenia &/ .

Znajac naprezenia ekstremalne §7, ze zwiazkn (2.13) mozemy okresli¢ bezwzgledne
wartosci zmian odksztatcen plastycznych &2/, a z (2.16) kolejne granice plastycznoéci
58,11 dla odpowiednich odcinkéw j=TI, IF, III. :




152 . KAZIMIERZ KOWALCZYK I MICHAY ZYCZKOWSKI

Po odciazeniu, w trakcie ktdrego zakladamy wystgpowanie zmian czysto spre-
Zystych, w precie ustala sig nowy stan réwnowagi, mianowicie jednorodny stan
naprezetr resztkowych:

«3.6) L si=g j=LILIL  #=0,1,2,...

W trakcie takich zmian s3 spelnione migdzy przyrostami naprezen As®/, przy-
‘rostami odksztalcerh Ae® i przyrostem obcigzen dp; i dp, zwiazki:

1
As = de! Y (dp,—24p,),

1
‘(3.7) ASeH:Aeeuz‘é_ (Ap]_‘"l‘d_pz) 3

1
AseU = ool = 3 (4p, —24p,) .

‘Wobec tego napreZenia resztkowe po r-tym pdicyklu mozna wyznaczyé ze wzoru

43.8) Sy =5—457, j=LILIO, n=0,1,2,...
Analogicznie znajdziemy odksztalcenia resztkowe, ktére nic s3 jednak rowne
-w poszezegdlnych odcinkach:

{(3.9) el =el—Agt, j=LILIL, a=0,12,...

“We wzorach (3.8) 1 (3.9) réznice A5°7 1 427 sq okreslone zwigzkami (3.7) po podsta-
wienin Api=Fn 1 Apy=Fon.

Po kazdym pdlcyklu, znajac §., 5 +1 1 Son+1, Dapiszemy réwnania kolejnej,
-zmodyfikowanej powierzchni spreZystej w plaszezyZnie obcigZen py, p,; réwnania
-te podamy w postaci ogélnej, opisujacej mozliwos¢ uplastycznienia kazdego z prze-
dziatéw zaréwno przez rozciaganie, jak i Sciskanie:

8,

A(3.10 A5 45" ={
@10 . F=LILUL  7=0,1,2, ..,

S£n+1-5
gdzie As¥ sa okreslone wzorami (3.7) przy podstawieniu Ap,=p; 1 Apr=p;.

Powierzchnie te rozgraniczaja procesy czynne od biernych po s-tym pdleykiu
.obcigzenia (powierzchnie czynno-bierne [16]), okreflajgc tym samym pewna rodzing
.obszaréw przystosowania. W rozpatrywanym tu przypadku dwéch niezaleznych
parametréw obcigZzenia przestrzed obcigzen zredukuje si¢ do plaszezyzny, a po-
wierzchnie czynno-bierne — do krzywych. Rodzina & obszarow przystosowania
zalezy w zasadniczy sposéb od sprecyzowania cyklu obcigZenia, ktéry w dalszym
ciagu bedziemy nazywali «cyklem sterujacym». Cykl sterujacy wyznacza kazdo-
razowo rozklad naprezen resztkowych i kolejne granice plastyczno$ci po stronie
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rozciggania i Sciskania, modyfikujac w ten sposob poczatkows krzywa czynno-bierng
{w naszym przypadku krzywa nodnoSci sprezystej) pokazang na rys. 5.

Rodziny obszaréw przystosowania sg przy tym wyznaczone przez cykl
sterujacy niezaleznie od tego, czy przy
wiclokrotnym powtarzaniu tego cyklu
nastapi przystosowanie, czy teZ nie
nastapi. Jezeli po n-tym pdleyklu na-
stapi przystosowanie, to dalsza zmiana
obcigZen zgodnie z przyjetym prawem
nie powoduje jui tworzenia nowych  f@apf)
obszar6w przystosowania w plaszezy- 2
Znie obcigZen.

Rodziny obszaréw przystosowania
zalezg rowniez od rodzaju wzmochie-
nia plastycznego materiatu preta, opi- Efon-ap)
sanego wspolczynnikami f i 1. Zba-

P2 T
, 8{00cp)
} o Dfoxp,cep}

Ao}
2

F{G,-oep)

danie zaleznoéci tych obszaréw od B Rys. 5. Krzywa noéftoéci splrQZyste.j preta 1 sche-
mat wybranych typow cykli sterujacych 1+, I-,

12 jest Wi_aén_le przed'motem pracy. II*+, ... oznacza odcinek krzywej, na ktdére] wy-
Rozwazania ograniczymy przy tym stapi uplastycznienie danego przedzialu preta od-
do dwoch typowych cykli sterujacych, powiednio przez rozelaganie (+) t éciskanie (—)
ktore teraz sprecyzujemy.
W poleyklu wyjsciowym i parzystych (=0, 2, 4, ...) .zawsze bedzie dziatad
obcigzenie

I'[=a 3
(3.11) Pun=0p

szHO, 0\<._OC-<._O€1, n=0,2,4, )

gdzie « jest rosngca do wartodci o, a nastgpnic malejaca do zera funkcja czasu
(rys. 5, punkt A).
Jefli w pélcyklach nieparzystych obciaZenie zmieniaé si¢ bedzie weding prawa

p.f.n:()s

(3.12)
Pop=0p, Ogagd27 n=1:355,-")

gdzie odpowiednio o jest rosngcg do wartosci «,, a nastgpnic malejaca do zera
. funkeja czasu (rys. 5, punkt B), to takie obciazenie preta nazwiemy tamanym cylklem
sterujacym (OAOB). Natomiast jezeli w pdlcyklach nieparzystych

Pia=—ap,

G.13)
.p2u=03 Ogdgﬁfﬁ, n=l,3, 5, ey

gdzie « jest podobnie zmieniajaca si¢ funkcja czasu (rys. 5, punkt C), to na takie
obcigzenie przyjmiemy nazwe przeciwzwrotnego cyklu sterujacego (0A0C). Na1ys. 5
zaznaczono kilka innych typdw cykli sterujacych (0A4AOC, QAQE, OAOF, ...

Dla ulatwienia obliczen przyjmiemy, Ze o, =d,=05=1. Przy takich zalozeniach,
obciazenie preta w kolejnych poleyklach wyznaczone jest rodzajem cyklu sterujacego
1 wartodcig sily p.
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4. RODZINY OBSZAROW (W PLASZCZYZNIE OBCIAZEK) PRZYSTOSOWANIA SIE PRETA
PRZY LAMANYM CYKLU STERUJACYM

WeZmy pod uwagg wyjsciowy polcykl obciazenia o takie] wartosci p, aby upla-
stycznieniu ulegt jedynie odcinek I preta. Obrazuje to schemat odksztalcenia na rys. 6.

Z warunku sh
: p<3—A
@) spm=1 .

wyliczymy graniczng warto$é p, po prze-
kroczeniu ktdrej we wszystkich przedzia-
tach preta w péteyklu wyjéciowym wystapi
proces plastycznie czynny (rys. 7):

eilsy

4.2) Pu=3—4.

Zatem dla n=0 moiliwe sa dwa rdine
schematy odksztalcenia (z punktu widze-
nia uplastycznienn poszezegélnych prze-
dzialéw preta) zaleinie od wartodcl p
w stosunku do p,.. W obu przypadkach
{(p<ps ub pzp,) rozwizzojge uklad
rownann (3.1) — (3. 3) oraz (3.4) j=11i (3.3 j=1II, I lub 3.1) — 3.4 j=1 1I, IIL
znajdziemy §5 18, a z (3.8) i (3.9) 57 i €} jako funkcig p i A

W nastgpnym etapie {(n=1) Jamanego cyklu sterujgcego, zaleinie od wartosci
parametréw p, 1 i B, mozliwe jest niworzenie sig kilku réznych schematow odksztal-

Rys. 6. Schemat odksztalcenia preta w pok
cyklu wytbciowym dla p < pye

p>3-2 Sg

B> _ {23-3)2a-pi
nrsloeary  (EED

n=001 —

. T T
s LS

Rys. 7. Schemat odksztalcenia preta przy lamanym cyklu sterujacym (=01 1) dla p> p,, (nieréw-
no$¢ na B jest warunkiem uplastyczaienia sie odcinka I w poleyklu n=1)
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cenia, z ktorych jeden pokazano na rys. 7. Podebrie jak poprzednio, rozwigzemy
wszystkie z mozliwych schematdw, znajdujac naprezenia i odksztalcenia, ale juz
jako funkcje trzech parametréw p, A i f. Dla przykladu w tablicy I zestawiono
wzory na odpowiednie naprezenia i odksztalcenia, opisujace schemat z rys. 7. W ten
spostb metoda «krok po kroku» moina rozwigzywaé kazdy przypadek pracy preta
(rys. 1), scharakteryzowany ogélnie parametrami p, 1 i § dla Kolejnych pSleykli #.
Znajdziemy §, 5., i 54, ,, a nastepnie réwnania typu (3.10) odpowiedniej rodziny
obszardw przystosowania, ’

Tablica 1.
R | P2 5 . o
~  A—2p 1 2(2A—p)
s = B TE—
0 3 ° T3 (—n)
p 0 H - ‘
LG B Atp gU = g . P24
0 0 3 4] o : 3(1_11)
0 —— -
o 24@-p)
et = ———
. A t 3(1—4)
00 S T
1 o AlP—D)
I R YT w
R a _ ZAA—Spd-H+32-351+3p
1 1 g =
! 9(1—J)
2A(p—20 (A1—p+3 A+p)
= S g 2D RAA-A43)
0\» 1 90—
g 2 ADRICT) | 206+ 0-H 30316
? 1T 517
T
oMo ARAA— B —p (7T-108)+6(2—35)1
z 9 (1A
go ARGEDARHEN | L A-AA-p+r (526 6]
oo 2 9 2 = 9(1=%)
. PO p 0 -4—-3(1-3P)]
2 o(1l—N

Na rys. 8. przedstawiono kilka charakterystycznych przykladéw rodzin obszaréw
przystosowania, odpowiadajacych téznym wartodciom p, 1 i B lamanego cyklu
sterujacego. Na kazdym rysunku linig cienka zaznaczono krzywa nodnosci sprezystej,
a gruba ponumerowane kolejne obszary przystosowania, ktdére ulegaja zmianie co
do wielkosci, polozenia i ksztaltu. Trudno jednak podaé ogéing regule tych zmian.
Dla p< p,. obszary przystosowania sa nadal szefciokgtami (zmienionymi; rys. 8a),
natomiast dla p> p,, staja si¢ pigciokatami lub nawet tréjkatami dla =1 (rys. 8b).
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[

Rys. 8. Rodziny obszaréw przystosowania si¢ preta dia rosnych wartodei parametrdow p, 4 1 §
lamanego cykin sterujacego; » oznacza numer kelejnego obszaru po n-tym poleyklu obciazenia.

[57]
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Wielkoéé kolejnego obszaru wyraznie zalezy od wartodci wspélezynnika efektu
Bauschingera (rys. 8b, f=11 f=0). W przypadkach pokazanych na rys. 8a i 8b
($=0) 1 8d juz po n=1 nastapi przystosowanie si¢ preta do przyjgtego cyklu steru-
jacego. Krzywe z numerem () wyznaczaja ostatnie z odpowiednich rodzin obszary
przystosowania, ktére w dalszym ciggu nie ulegna juz zmianie.

Parametry charakteryznjace przypadki na rys. 8¢ 8d rdznia sig jedynie wartodcia
‘wspolczynnika . W pierwszym wartosc wspoiczyhnika B=4/29 jest rnigjsza,
A wige w zasadzie korzystmejsza z punktu widzenia mozliwosci przystosowania,
a jednak po petnym cyklu n=1 pret si¢ nie przystosuje Nastapi to dopiero w nastep-
nym pdleyklu. Interpreticie tego faktu przedstawimy w dalszej czgéci pracy,

Najcickawsze, graniczne pbci wzgledem -przystosowania przyklady pokazano

"na rys. 8b (f=1) i 8e. W pierwszym z nich wystepuje stale, przeciwzwrotne uplastycz-

nienie odcinkéw 11 I, czego wynikiem jest stala, przeciwzwrotna franslacja krzywej
.czynno-biernej (tréjkata). Wiaze sig z tym stale rozpraszanie energii i nieprzystoso-
wanie. W drugim — odpowiednie obszary oprécz translacji kazdorazowo ulegaja
zwigkszeniu (w kierunkach py i p, w postepie geometrycznym) W granicy n—oo
prowadzi to do przystosowania. :

5. RopzINY OBSZAROW (W PLASZCZYZNIE OBCIAZEN) PRZYSTGSOWANIA SIE PRETA
PRZY PRZECIWZWROTNYM CYKLU STERUIACYM

Przy przeciwzwrotnym cyklu sterujacym dla 7 =0 mozliwe sq oméwione poprzed-
nio dwa schematy odksztalcenia (rys. 6 i 7). W nastgpnych péleyklach n=1, 2, 3, ...
-odpowiednie schematy bgda inne w zalenosci od wartoéci parametréw p, 1 i B.

p>3-A S Na rys. 9 przykladowo przed-
8> AMazt) stawiono schemat odksztalcenia,
- gi 722 e w ktorym wystgpuje uplastycznienie

przeciwzrotne wszystkich odcinkdw
preta (p> py) dla n=01i n=1.

Postepuige podobnie jak w roz-
dziale poprzednim moZna wyzna-
czyé 5, .5,., 1 88,4, jako funkcje
parametrdw p, 4 i f§ dla kolejnych
poteykli , a nastepuie okreslic réw-
nania rodziny obszardw przystoso-
wania typu (3.10). Réwniez i tym
razem pokazane na rys. 10 przykiady
Rys. 9. Schemat odksztalcenia preta przy przeciw- wybrano tak, aby zaobserwowaé
zwrotnym cyldu sterujacym (=0 1 1) dla p > p,r
{nierownoié na f§ jest warunkiem uplastycznienia

sig odcinkow H i I w pdleyklu »=1)

wplyw wspdlczynnikéw § 1 A na
ksztalt 1 wielko$¢ koleinych obsza-
10w przystosowania,

Szerzej oméwimy tylko przypadki graniczne pod wzgledem  przystosowa-
nia, mianowicie rys. 10b (f=1) i 10d.
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ek

Rys. 10. Rodziny obszardw przystosowania sie preta dla réznych wartodci parametréw p, A i f,
przeciwzwrotnego cyklu sterujacego

Pierwszy jest przykladem nieprzystosowania do danego cyklu sternjacego (stale,
przeciwzwrotne uplastycznienie odcinka I). Kolejne obszary przystosowania sa tu
trojkgtami wzajemnie przesunietymi i obréconymi. Z obrotem obszaru, kidry jest
efektem przejécia punktu (wierzchotka tréjkata dla n=0,2, 4, ...) w odcinek (bok
tréjkata dla n=1, 3, 5, ...) 1 odwrotnie, boku w wierzcholek, wigza sig tu powaine
zmiany jakoSciowe, np. po n=0, 2, 4, ... odcinek I preta moze ulec uplastycznieniu
przez $ciskanie jedynie przy rOwnoczesnym uplastycznienin przedzialéw II i 1T
przez rozeiaganie (wierzcholek o wspéirzednych (5/2, 0)) natomiast po n=1,3, 5, ...

Rozprawy InZynierskie —2
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Pz b

Rys. 10. Rodziny obszaréw przystosowania si¢ preta dla roznych warto$ci parametrow p, A 1§,
przeciwzwroinego cyklu sterujacego

uplastycznieniu I przez $ciskanie pie towarzyszy uplastycznienie II i III (odcinek
prostej o réwnaniu 2p; —p,=1}.

Na rys. 10d natomiast pokazano przyklad przeciwzwrotnego przesuwania
i Téwnoczesnego powickszania si¢ (w postepie geometrycznym w kierunku +p4)
kolejnych obszaréw przystosowania. Prowadzi to przy n—oo do przystosowania
si¢ prefa.
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6. OBSZAR PRZYSTOSOWANIA SI2 KONSTRUKCJI W PRZESTRZENI PARAMETROW pALR
PRZY LAMANYM CYKEU OBCIAZENIA

Z kolei zajmiemy si¢ wyznaczeniem obszaréw przystosowania si¢ preia w prze-
strzeni parametréw p, A, § przy zawezaniu sic do pewnych okreslonych typéw
cyklu obcigZenia. Sg to obszary o innym charakterze, a z punktu widzenia celu tej
pracy korzystnigjsze do dyskusji od poprzednio omawianych rodzin obszaréw
przystosowania w plaszczyznie obcigzen. Przedstawiaja one w sposob bezposredni
wplyw udzialu efektu Bauschingera, a ponadto liniowego wzmocnienia na przysto-
sowanie. Kazdy punkt (p, 1, #) takiego obszaru odpowiada plastycznemu przysto-
sowaniu si¢ preta przy okreslonym cyklu obciaZenia do tegoz cyklu. W tym punkcie
zajmiemy sig cyklami lamanymi (3.11) i (3.12).

Metoda krok po kroku, jak w poprzednich rozdzialach znajdziemy Icolejne
naprezenia ekstremalne §7, naprezenia resztkowe s, , i granice plastycznodei Sdurn
jako funkcje p, 4 i f dla kazdego z mozliwych schematéw odksztalcenia.

Warunki przystosowania si¢ preta po n-tym péleyklu maja nastepujaca postaé:

. I
©L s sl < {lub I3, J=LILEI, #=0,1,2,..,
gdzie Asji, oznacza zmiany naprezen w (z+41)-szym pélcyklu przy zaloZeniu
wystapienia tylko proceséw biernych (zmian sprezystych), wyznaczone wzorami (3.7)
po podstawieniu Ap, =f, i 4p,=p,, okredlonych prawem (3.11) i (3.12) lub (3.13),
dla danego péleykiu.

Jeden z ogdlnie napisanych warunkéw (6.1) (wystarczajacych ale nie koniecznych)
po rozwiklaniu opisze obszar plastycznego przystosowania sig preta, po n-tym
poleyklu obciazenia w przestrzeni parametréw p=£(2, ). Dla cyklu famanego obszar
taki przedstawia rys. 11. Najpierw wyznaczono obszar przystosowania po jednym
petnym cyklu, n=1 (na rys. 11 zaznaczony liniami przerywanymi), a nastgpnie
dla n— oo (linie ciagle, grube). Objadnienia tego wykrese dokonamy na jego przekro-
ju plaszczyzng o réwnaniu 1=0,9, odrzucajac sprezysta czesé obszaru (rys. 12),

Wewnatrz czgécl a obszaru (dla p>p,) na rys. 12 przystosowanie w sensie
warunkow (6.1) wystapi po skonczonej liczbie pSlcykli. Na jej granicy {£=0,5)
dla n—co bezwzgledne warto§ei zmian odksztalcen plastycznych (odcinka IIT) &2
tworzg ciag geometryczny o ilorazie

A
(6.2) q*ﬂs—ﬂz—i<1 dla O0<i<l,
Wykluczylismy tu A=1 (material idealnie sprezysto-plastyczny), poniewaZ przy,
obcigZeniu sita p> p,, =2 wezesniej wystapi zniszczenie preta, oraz A=0 (idealna
sprezystosc), gdyz odkszialcenia trwale sa wtedy réwne zeru.

Wobec (6.2) utworzony szereg &7 jest zbiezny i ograniczony:

. (63) - 2 gl=8<oo,
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¢

_ Dla rozwazanego modelu materiaty bezwymiarowa praca rozpraszana w kolej-
nym péleyklu jest okre$lona wzorem [3]

. . , 1_}" n—1 1
= I gr-L__ P =
6.4) Wi=el|l+ p (1) E eiji"z e, n=1,23,...
“ . ..
2y |
P
P
- // —— I
- |
e - / }
I - i I //
= = -
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Rys. 11. Obszar plastycznego przystosowania sig prefa w przestrzeni parametrow p=f(4, f)
przy cyklu tamanym (wygiecia linii ozbaczaja wykluczenie odpowiednich krawedzi i plaszezyzn
7 obszaru)

Mozna zatem stwicrdzié, wobec (6.3), Ze praca dysypowana w calym procesie ma
warto§é skonczong:
L (6.5) Z’ Wi=W < oo,

n=0

a w dyskutowanych przypadkach (p> pg, £=0,5) wystapi przystosowanie po #=0o0
péleykli (por. punkt C z tys. 8e).
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W calej czgsci b obszaru (p<ip,,) na rys. 12 nastapi przystosowanie preta w sensie
(6.3) i (6.5) po n=oco pdlcyklach. Granica, nie wchodzaca do obszaru, jest tu prosta
(ptaszczyzna) o réwnaniu f=1; iloraz odpowiedniego szeregu (6.3) jest wowezas
réwny g=1 (por. rys. 8b, f=1).

Wyjasnienia wymaga pewna osobliwosc obszaru odpowiadaiacego przystosowaniv
juz po n=1 pélcyklu obciaZenia przy p> p,.. Jest ona wyraznie widoczna na rys. 12
(finia przerywana). Mianowicie, punkt 4 (3, 9/10, 4/29) mimo e reprezentuje przyl
padek (z uwagi na mozZliwo$¢ przystosowania) korzystniejszy (mniejsza warto§é

74 ¢
;
!
50 i
| o
401 A=as
B |
30— /
B Pyr=21
/ b.’.‘
H
L -
e
)
i
|
15 I Y DU SN U B RN B —
7 a2 o4 08 a8 E 18

Rys. 12, Przekro] obsraru przystosowania plaszezyzng A—09 (unkty 4, B i € odpowiadaja
kolejno rys. 8c, 8d i 8)

wspblczynnika f=4/29) niz punkt B (3, 9/10, 1/6), to jednak do omawianego obszaru
nie wchodzi. Nieciggtos¢ obszaru w kierunku rosngcych wartosci f§ (przy ustalonych
p i 1) jest wynikiem przyjetej schematyzacji wykresu rozciggania i zwigzanej z tym
zmiany schematu odksztalcenia. .
Mianowicie, podczas pélcyklu n=1 w przypadku B uplastycznieniu ulegng
wszystkie odcinki preta i suma ) 877 bedzie wigksza niz w przypadku A, gdzie od-
7

cienk I pozostanie w zakresie sprezystym. Poniewaz wzrost odksztalcen trwalych
zmnigjsza rolg efektu Bauschingera, mianowicie zwicksza bezwzgledna wartodé
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granicy plastyezno$ci po przeciwnej stronie, przeto w przypadku B po n=1 nastapi
juz przystosowanie, a w-przypadku A — jeszcze nie. Przystosowanie to nastapi do-
piero po a=2 (por. rys. 8c i 8d).

Obszar na rys. 11 teoretycznie jest nieograniczony od géry. Mogloby zatem
wystapié przy wickszych wartosciach p przekroczenie wytrzymalosci rozdzielczej
preta. Zapobiegaé temu bedzie wprowadzone w. rozwazanym przypadku dogodne
ograniczenie napreZedl typu 5§ < Smac ,
w sposéb pokazany na rys. 13. Pocigga to sS4 . :
za sobg ograniczenie wartoSci sity < Pmaxs : N 4 A A

gdzie ) Smax [ Y S A -

) 2
©9) Pra= Wy /

Y -
oraz najwigkszego, jednorazowego od- E / L
ksztalcenia &) < ey, (tablica 1) j |

. ]
1

) : (0 1 g .i i i
. -7 20 3 049
Smax” A el T Bab 7 8 s e
1—4

6.7) Coay =
Rys. 13. Schemat wprowadzonego ogranicze-
Jezeli przyjmiemy Sp.,=3 (tak duza nia napreZeft (yPU 5 Smax
warto§é przyjeto jedynie ze wzgledow :
pogladowych), to z zaleznofci (6.6) otrzymamy réwnanie powierzchni ograniczajacej
od gbry obszar przystosowania na rys. 11; wzoér (6.7) okresli wowczas warto$c
odksztalcen & na tej powierzchni.

7. OBSZAR PRZYSTOSOWANIA SIE KONSTRUKCII W PRZESTRZENI p, 4, f PRZY
PRZECIWZWROTNYM CYKLU OBCIAZENIA

Podobnie jak w poprzednim punkcie wyznaczono obszar przystosowania sig
preta p=7(4, f) (tys. 14) przy cyklu przeciwzwrotnym, przy ktérym réwniez po-
winny by¢ spelnione warunki (6.1). I w tym przypadku czg$¢ obszaru przystosowania
pomigdzy liniami przerywanymi (po n=1), a ciaglymi (po n==c0) mozna podzieli¢
na a (dla p>p.)ib (dla p<p,) (rys. 12). Obydwie czesci obszaru a i b maja odpo-
wiednio taki sam charakter jak dla cyklu famanego. Przytoczymy tu jedynie wzor
na jloraz odpowiedniego szeregn bezwzglednych wartosci zmian odksztalced plastycz-
nych (przedziatn I) w czeéci obszaru b, w ktdrym wystapi przystosowanie w sensie
kryteriurn (6.3) i (6.5): :
40 —6Aif108-3
7.1 =730

Ze wzoru (7.1) i jego wykresu na rys. 15 wynika, Ze tylko dla f=1 lub dla A=1
iloraz g=1. Powoduje to wéwczas niespelnienie kryterium (6.3) i (6.5) (rys. 10b,
f=1); plaszczyzna o réwnaniu =1 nie wchodzi do obszaru przystosowania.
Obszar na tys. 14 ograniczono od gory w ten sam sposéb jak w poprzednim
punkcie.
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Rys. 14. Obszar plastycznego przystosowania si¢ preta w przestrzeni parametrow pe=f(1, §)
przy cvkiu przeciwzwrotnym
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Rys. 15. Wykyes zaleznodci iloraza g (7.1) od wspdlczynnikow 1 i 8
1851
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8. UWAGI KONCOWE

Prowadzono réwnicz badania obszaréw plastycznego przystosowania sig kon-
strukcji przy innych cyklach obciazenia. Poniewaz jednak wyniki co do wnioskow
ogdlnych sa podobne, wiec rezygnujemy z ich przedstawienia. Mimo ograniczenia
- badafi przystosowania’si¢ konstrukeji do badan preta (rys. 1), przy kilku rdéznych
typach cykli obcigzenia waioski dotyczace wplywu efektu Bauschingera na mozli-
wosé przystosowania wydaja si¢ mie¢ charakter ogélniejszy. Zmniejszenie udziatu
efekiu Bauschingera (mianowicie zmnicjszenie parametru f§) powoduje wzrost ob-
szaréw plastycznego przystosowania si¢ konstrukgji; podobna uwaga odnosi sig

do zmniejszenia parametru A, czyli wzrostu moduln wzmocnienia plastycznego.
' W iloSciowej ocenic wynikéw badan musimy mie¢ na uwadze przyjeta hipoteze
ustalonego udziatu efektu Bauschingera. Nieciaglo$é obszaréw przystosowania przy
warto§ci wsplezynnika f=0,5 jest niewatpliwie zwigzana z ta hipoteza. Przedsta-
wione wyniki badan mogg by¢ réwnicz pomocne przy doborze rodzaju materialu
na konstrukcje projektowane optymalnie z uwagi na przystosowanie.
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PezmomMme

WCCAEJOBAHVIE BIWAHWA DSPPEKTA BAVIHUHIEPA HA ILTACTHYECKOE
NPUCITOCOBIERVE KOHCTPYKIUWAW HA IIPHUMEPE CTEPXHEBOH CHCTEMEIL

Tpwasras rANCTE32 HAACTHYECKOTO YOPOUHEHAH MATEPHANA HAMEET BIUANRE HA BOSMOKHOCTD-
apycnocobienns xoncrpykimn, B npencrasnennoil pabore HCCHCHOBARHE DTOH IpobNEMBI CBe--
HeHo K AFARE3Y BIMAHAA yyacThs sfifexra Baymmnarepa ma uprcmocobnenme. Paccyxachard
OPOBENCHE HA JPAMEPE CTCIRSA HArpy)REHHOTO HHEIHIECKH, moocHo {(puc. 1), npuMenas obmyro-
TANOTE3Y CMEIHAHHOTO YIPOTIHEHMS C YCTAHOBHBIIWMCH DPOE3BOJILHEIM Y4acTHeM 3ddexra
Baymmarepa (2.11) x (2.12).

Hceneponanust IpOBEEHBl METONOM ,,ITAr 32 WATOM™ sl TOCNEHAOBATENBHEIX MONYIHKIOS.
HATpy3kH. OCTATOTHOS HANPSKEHHME ONPEHCTCHO KAK HANPMKEHHE OTBEYAROIINME HEKOTOPHIM,.
m3GPaNHEIM IAKIAM Barpy3xm (VOpaBISEOIMEM UHEKIAM). Pe3YRbTATHE HIDIFOCTPHPOBANLL HA
IJOCKOCTE HATPY30K, a Taike B IPOCTPAHCTBE mapameTpoB p=f(1, B), rae: p — GespasMepuas
HATpy3ka, A — Oe3pasMeprnnt xoxhdrimaenT yopoynenss marepuana, f— xosdumEenT yuacTAs
appexra BaymmHrepa.

Vuenomenwe yuacTea ahdexta Baymmuarepa BEBHBACT POCT OGNACTH ENACTHIECKOTO HPHCTIO--
coONeAnA KOHCTPYKIHH; AHANOTAYHOE 3aMEYaH¥ue OTROCHICH K YMERBHICHRIO mapaMerpa A

SUMMARY

INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF THE BAUSCHINGER EFFECT
ON THE PLASTIC SHAKEDOWN, ON THE EXAMPLE OF A ROD STRUCTURE

The strain hardening hvpothesis assumed exerts a certain influence on the shakedown of the:
structure. In the present paper the problem is reduced to an analysis of the influence of the Bauschin--
ger effect on the shakedown process. The considerations concern an example of a rod subject to
cyclic axial load (Fig. 1), a general hypothesis of combined strain hardening, with an arbitrary
but fixed contribution of the Bauschinger effect, (2.11) and (2.12).

The analysis was performed by thé “step by step” method for the consecutive semicycles of”
loading. The residual stress was determined as the stress corresponding to certain selected loading
cycles {control cycles), The resufts were iljustrated on the plane of stresses and in the space of para-
meters p=F (1, f), where p — dimensionless load, A — dimensionless strain hardening parameter
of the material, § — coefficient of contribution of the Bauschinger effect.

Decreasing the contribution of the Bauschinger effect increases the domain of plastic shakedown
of the structure; a similar remark applies to the decrease of A
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