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ZAGADNIENIE PLYTY SIATKOWEI]
OBCIAZONEJ W WEZLACH I MIEDZY WEZLAMI

JAN LEWINSKI (WARSZAWA)

1. WsTEP

Przedmiotem pracy jest plaska siatka, zbudowana z prostych pretéw o danych
sztywnoSciach na zginanie i skrecanie, polaczonych ze soba po cziery na sztywno
w wezlach (rys. 1). Przyjgto, Ze jedna z gléwnych osi bezwladnosci przekroju po-

§2

L P .
P(és /' f_ (ﬁ S) (ﬁ-/s) P E1 o
. : Lgy )
= _ﬁ—w—ﬁé\m [ 0]
Les) / e

4
T s
Les) &

P.‘?z / Ef(z /
L1 Lp Py /i _ e 17 is
/ } \4 / iﬂ P . 2
) f?*d"z?"(g%ﬁ Dret1,230) LRy @“)/.
]/ e T .
Fiesi,) Eesiz ' Les)
. (rd2)lgs ) / <
i) tesa) ,
o (e I

el Es)

/ “ope” ek, ’?g;

/‘re;gﬁ

~ . R n,ﬁ’

iy Lty
X

s k2(£ éf) r- ?ﬁ fﬁj
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przecznege tych pretéw lezy w plaszezyznie siatki, utworzonej przez osie §rodkow
ciezkodei przekrojéw poprzecznych wszystkich pretdw siatki. Siatka taka dalej
nazywana bedzie siatka §ciéle plaska. Siatka jest obcigzona uktadem sil prostopad-
lych do plaszczyzny siatki oraz uktadem momentéw ¢ wektorach lezacych w plasz- -
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czyznie siatki. Obciazenie to (tzw. plytowe) jest zaczepione zardwno w wezlach
siatki jak i w dowolnej liczbie punktdw na lacznikach (rys. 1). RozwaZany problem:
jest uwogdhieniem klasycznego zagadnienia plyly siatkowej (obcigzenie plytowe
zaczepione wylacznie w wezlach siatki), rozwigzanego w monografii H. FRACKIE-
wicza [1]. Z rodzajem obcigzenia omawianym W niniejszej pracy mozna si¢ spotkaé
ap. w przypadku uwzglednienia cigsaru wlasnego pretéw siatki tub tez w przyblizo-
nei teorii stateczno$cl rusztow siatkowych [3]. .

W pracy emdwiono kolejno: stan przemicszczed i odksztalcen siatki, podano
zwigzki fizyczne oraz wyprowadzono réwnania réwnowagi. Praca ilustrowana
jest przykiadem szezegdloym siatki biegunowej.

2. ELEMENTY GEOMETRII PLYTY

Modelem matematycznym plyty siatkowej jest model ofrodka dyskretnego
opisany w pracach H. FRACKIEWICZA [1 i 2]. Punktami tego ofrodka sa wezly roz-
patrywanej siatki (iys. 1). Punktom tym (weztom) przypisuje si¢ w pewien uporzadko-
wany sposéb dwdike liczb &1 i &2 ze zbioru liczb calkowitych. Liczby te tworza
krzywoliniowy uklad wspohrzednych & (s=1, 2). Siatka zanurzona jest w przestrzeni
Euklidesa, sparametryzowane] kartezjanskim ukiadem wspdlezednych x* (¢=1, 2).
Polozenie poszczegdlnych wezlow siatki w tej przestrzeni okreslone jest promieniem-
wektorem r=f{£*). Promien ten pozwala okrefli¢ w siatce lokalng bazg wektorowa
e, €3 1 €%, a dalej obiekty podstawowy g, 1 wzajemny g* oraz odpowiadajace im
wspotczynniki koneksji T 1 A% (k=1, 2). Jak juz napisano we wstgpie tematem
pracy jest przypadek 0b01qzen1a siatki dowolnym obcigzeniem plytowym, zacze-
pionym zardwno w wezlach rzeczywistych jak 1 w dowolnej liczbie punktow (wezlach)
posrednich na tacznikach. Przyjeto w pracy, Ze liczba punktow podrednich na wszyst-
kich lgcznikach lezgcych na danej linii parameirycznej jest taka sama i wynosi
ny (A=1,2). Rysunck 2 przedstawia dowolne «oczko» siatki z zaznaczeniem
wezlow rzeczywistych A, B, C, D i wspomnianych punkidw podrednich, z ktorych
dowolny oznaczono symbolem & , (k==1, 3, ..., A); A oznacza numer linii parametrycz-
nej. Dla okreslenia polozenia tych punktow weglgdem wezla podstawowego A
o wspélrzednej & wprowadza sie wspéhrzedna lokalng &, (4=1,2; €=0,1,2, ..., #,
#i+1) o poczatku w wezle podstawowym A. Punkty posrednie dziela laczniki siatki
na ny+1 réwnych odcinkdw o dlugosei ]/E;;/n,ﬁ 1, gdzie ]/gj oznacza dlugosé
dowolnego lacznika lezacego na A-tej linii parametrycznej. Dowolnemu X ~temu
punktowi posredniemu przypisane beda trzy liczby &', ¢2,E,: dwie pierwsze
{w skrdcie &) oznaczaja wspolrzedne wezla podstawowego A w ukladzie krzywoli-
niowym £, trzecia oznacza wspolrzedna lokalng tego punktu. Przyjeto, Ze oznacze-
nie (&%, 0 ) jest réwnowazne oznaczeniu (£9), analogicznie (£, /i, + 1) jest réwnowazne
(441, EP), gdzie A#B (B=1,2). Taka parametryzacja umozliwia wykonywanie
zasadniczych dzialan (badanie stanu odksztalcei i napigé) w ukladzie lokalnym
&, Wszystkie wielkoéci badane w punkcie posrednim.(bgdzie stosowana réwnieZ
nazwa «wezebr posredni) opisywane bgdg w bazie e, (e} zaczepionej w podstawowym
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wezle rzeczyw?stym A (rys. 2). W pracy przyjeto, Ze przyrosty wspStrzednych &, &,
wynosza A&=1, AZ,=11 w zwigzku z tym symbole przyrostow beda w odpow1ed—
nich wyrazeniach opuszczane,
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3. STAN PRZEMIESZCZENIA 1 ODKSZTAECENIA PEYTY

Dla siatek scifle plaskich mozna sformufowaé tzw. zagadnienie plytowe. Pod
pojeciem tym rozumie sie ten szczegdlny uklad obcigzenia, kitdry wywoluje tzw.:
plytowy stan przemieszczenia siatki. Stan ten charakteryzuje si¢ wektorem przesu-
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nigeia V prostopadlym do plaszczyzny siatki i wektorem obrotu € lezacym w tef

plaszezyZnie. W przypadku rozpatrywanym w pracy, w odréznieniu od zagadnienia. -
klasycznego, stan ten opisany bedzie zaréwno w wezlach rzeczywistych jak i w pun-

ktach podrednich na lacznikach. Na rys. 3 zaznaczono wektory przesunigé i obrotow
wezléw rzeczywistych 1 punktéw posrednich, lezacych na dowolnym igczniku na.
A-tej linii parametrycznej.
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. Funkcje wektorowe, opisujace plytowy stan przemieszczenia, wyrazaja ‘sie
nastgpujaco przez funkcje skalarne {(wszystkie wiclkodci zwigzane z punktaml
pofrednimi oznaczane beda wezykiem):

A N Viy=Vimes, ) 9<zﬂ)=fif¢s)s %=53z @es

z Vs, to=Veniness R 20=Unzyr &=L p®,

przy czym skladowe ¥ (¥) sa skladowymi fizycznymi (wektor bazy e, ma modut
Téwny jednosci), natomiast skladowe £2, (.!'3,) i (.(3‘) nie 83 skladowymi fizycznymi,
gdyz wektory baz e, i ¢! majg na ogot moduly rozne od jednosdci. Takie skiadowe
w dalszym ciggu pracy bedq umownie nazywane skladowymi tensorowymi. Skladowe
fizyczne wektora obrotu @' i w, mozna obliczy¢ z nastepujacych wzordéw:

=0 Ven, 0=2V5".

Miedzy przemieszczeniami poszezegdlnych punktéw pofrednich i1 wezldw rzeczy-
wistych zachodza nastgpujace zaleznoéci:
Vot =(1+84 Vi 1)=(148) Vi e,

Qe 241 =140,) R 7, =(1+0,0) e 7€,

miedzy sgsiadujacymi ze soba punktami podrednimi oraz

(3.2)

63) Viears, =V 50 n=0+00 Ve 1o=(1+0) Vs 5 005,
Qear s, emy=Rs 5,4 1=(1+ SR 70=(1+V.) Qs 5,

mi¢dzy ostatnim punktem posrednim (&5 7y) a wezlem rzeczywistym (8441, &%),
W tych wyrazeniach symbole 8 i V oznaczajg odpowiednio: & przyrost wartoci

dowolnej funkeji (skalarnej lub wektorowej) ze wzrostem o 1 wartosci wspdirzednej
lokalnej &, np.

(34 0aVie10=Vie 1D~ Ve 30>

oraz V pochodna kowariantng w ofrodku dyskretnym, sprowadzong do ukfadu
lokalnego &,, tzn.

(35) VA‘Q(tE‘, ;A)=SAQ:F, ;1'4)+I‘:A (1+SA)Q&”, we) e

Pochodna ta wystepuje tylko przy okreflaniu przyrostu odpowiedniej funkcji
w wezle rzeczywistym (441, &%) w stosunku do wartodei tej funkcji w ostatnim
punkcie posrednim (&, #,). Jak z powyiszego wynika, w zaleinodci od rodzaju
wezla przyrosty sklfadowych stanu przemieszezenia sg okreslone wg réznych formut,
Powoduje to réznice w odpowiednich zwiagzkach i zaleznosciach i konieczno$é
oddzielnego opisywania zjawisk zachodzacych w punktach posrednich i wezlach
rzeczywistych. W pracy przedstawione zostana zwigzki i réwnania dotyczace do-
wolnego punktu poéredniego (&°, &,) i wezta rzeczywistego (¢4+ 1, &8), przy czym,
o ile zwiguzki te i réwnania bgda formalnie takie same, zapisywane beda dla punktu
posdredniego.
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* Stan odksztalcenia rozpatrywanego rusztu opisuja nastepujace funkcje wektoro-
we (odniesione do wezléw posrednich i rzeczywistych):

e to=Yawz0e®Ve™, DApin= A(f:’ toe’lVe

{3.6) ~
P,=¢, (5, T Caf ]/gAA .

Zwiazki (3.6) sq formalnie takie same dla weziéw posrednich i rzeczywistych. Sens
fizyczny poszczegdlnych sktadowych stanu odksztalcenic wyjasnia rys. 4. Przedsta-
wia on schemat deformacji odcinkéw poéredniego i ostatniego dowolnego lacznika,
odpowiadajacy poszczegdlnym sktadowym stanu odksztalcenia.

Wyrazajac skladowe skalarne stanu odksztaicenia przez skladowe stanu prze-
mieszezenia, otrzymuje si¢ ze znanych wlasno$ei geometrycznych siatki nastepujace
zwiazki geometryczne:

- €4R3 ]/gﬁ v 1 ~
Tae i 4 [(”A"' D04 Vi 2y Teans (1 + EY 04) 2y
37 |
1 i
Aaeia=— 2o =8, D01y, Pawnino= e =842,

dla odcinkéw pojdrednich oraz
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dla odcinka ostatniego dowolnego tacznika. Zwiazki te sa poprawne dla malych
odksztalced ofrodka. Wyrazaja one zaleino$¢ katéw odksztalcenia gigtnego
i skretnego poszezegbinych odeinkéw dowolnego facznika od skladowych stanu
przemieszezenia siatki. Na rys. 4 pokazano dodatnie zwroty tych katow.

4, STAN NAPIECIA WEWNETRZNEGO PLYTY

Do opisu tego stanu wprowadzone ‘zosta.nac skiadowe tzw. podstawowego i wza~
jemnego stanu napigcin wewnetrznego.

Sktadowe wektorowe podstawowego stanu napiet w rozpatrywanej plycie itustru-
je rys. 5. Rysunek wyjasnia réwniez sens fizyozny poszozegélnych skfadowych.

~NASEL) -N
ME) RalEEM) 1 AEE KptTa x e nAB{é.
’71 /\ A(E%A)Z / NA(& ﬂA) = 4\
KA(&'SE-A) A5 6n) KA(& Ain) A(ﬁ fia)
AE) R8s Ky#Ta Bl’)
" 7i / / et
CateSEn) ﬁA) G (£57) SN
A {ES) kA (é{ g,q) EA'FTA ﬁA B {ﬁs ) A
~= = —— O —O—=} — '
eB;eJ G HypsEa) Hawska)  -Hapsh) HA{;]’;J{KK‘
Rys. 3

Przedstawia on te skladowe w odniesieniu do dowolnego odcinka posredniego-
i odcinka ostatniego dowolnego lacznika lezacego na A-tej linii parametrycznej.
Skiadowe wekiorowe tego stanu mozna wyrazi¢ przez skalary (skladowe fizyczne)
wg zalezno$ci

Fard . _ ~ . ~ . _ j . e

K wio=Kawz0e"VE™, Gueip= Gaer, o€/ '/g o8,
(4.1) . - ~

H, o 20=Us@tn€alV 811> Nawp =Wy, 208

przy czym z warunku réwnowagi dowolnego odcinka Iacznika wynika zaleznosé:
N 3o

CaR3 1/ ?F '

Wektorowe skfadowe opisujace wzajemny stan napigeia przedstawione sa na.
rys. 6. Rysunek przedstawia te skfadowe w odniesieniun do odcinkéw posredniego
i ostatniego dowolnego lacznika na A-tej linii parametrycznej. Skiadowe te wyraZaja.
si¢ przez skalary (skladowe tensorowe) nastepujaco:

(4'2) C')‘JZA(ES.EA)= ”‘Z(HA+1)

2

(43) M, (2= @i My t)=Miw 08 Quento=daw 1o
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Z warunku réwnowagi poszczegolnych odcinkdw tego lacznika wynika zaleZnogé

- ~ 1

4.4) M, s, I -M, AN ;A +1 Eamadae, D e
EA(&‘S,EA) ~ ~ - o~
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Rys, 6

Pomigdzy sktadowymi wzajemnego i podstawowego stanu napiecia zachodza naste-
pujace zaleznosci:

mA (&, ‘EA)%(C)CA”‘” JA)&“ E4) ng/]/g A(:’ gA)gA/l/gAA,
\(4.5) i 'mA(Es,‘EA)=(C}CA_'JA)(gs’EA)gﬁS/I/g B+95A(§g,34)82/l/344, o
Faee 0= 20

Wzory powyisze zostana wykorzystane przy. pisaniu réwnah réwnowagi. |

" 5. ZWIAZKI FIZYCZNE -

Wyrémione zostana dwie postacie zwiazkéw fizyeznych. Pierwsza postaé bedzie
zaleznosciq migdzy sktadowymi podstawowego stanu napm(:la a sktadowymi stanu
odksztalcenia. Zaleznosci te, wynikajace wprost z teorii belek, maja dla rozpatrywa-
nego zagadnienia nastepujaca postad:

o~ o Dy
C}{-:A{és,EA);6(nA+1) '/f_yA(tfs,'EA)’
: . Vgau

. D,
(efA @ 1p=2 (”A"' ) Ver Ay 2
{5.1)
~ Doy
Wy zp=0a+1) /o Pawin
V gaa

~— D ®
M, @ 0™ 125AB3 (ny+ 1) }’A %y Eapa=T1.

‘W powyiszych wzorach symbolami D, 1 Dy, oznaczono odpowiednio sztywnosci
gictne i skretne Iacznikéw lezacych na A-tej linii parametrycznej. W pracy rozpatrzo-
ny zostanie przypadek lacznikdw pryzmatycznych; oznacza to, Ze wilasnoéci spre-
Zyste poszezegdlnych odcinkéow danego lacznika sg takie same.
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Druga posta¢ zwigzkéw fizycznych jest zaleznoscia migdzy skladowymi wza-
jemnego stanu napigeia a sktadowymi stanu odksztalcenia. Na podstawie zwigzkow
(4.5) zaleznoéci te majg postac

Bs gs
= (3'}’.4'1“/1;1)(.53 fA)—(nA'E' I)DOA §9,4 550>

mA(;;s EA)"""Z(HA"*"]-)DA /g
AA

(5.2)
. o Da
Gage o= —12(ma+1) e 4ps Yas %o
Saa

Po podstawieniu do tych zaleznosci wielkosci geometrycznych (3.7) i (3.8) i po
pewnych przeksztalceniach otrzymuje sie je w postaci operatorowej:

(53) My ty=Pue ot BVt dawio=Pau iy BV s
dla odcinkéw posrednich dowolnego lacznika oraz
G Ayeiog=Bup it BiVesor  Gaeio=PauRp iyt BaVis 1

dla odcinka ostatniego tego Iacznika. Poszczegdlne operatory sg nastgpujgce:

B 1 B B. 1 & DOA x
B=D4(ng+1)———|6ggP gl |1+ 3 %4 “‘B:gigAzﬁA ,

gAA]/S'AA
Bs
EA‘“GDA(HA+1 AB-S—g:(ﬁA,
(5.5) EdaV Laa
Barm— 12D, (n,+ 12— 22 g (1+ 54),
ZaaV 8aa
i 1
ﬁA=—12DA(HA+I)3-————_——SA
Ba4V Baa
oraz
i . Do,
Pas=Da(ppt 1) ——= {6gg"”gf +(2gg"’gf - D° ),<
BaaV¥ Baa 4
AT, 04501,
g P4 Eap3g”
(5.6) B5=6D(n,+1) ——3,, |
e BaaV Buas : 7 \
Par=—12D.4 (11— [?(14- )+ rt(1+aA)]
gAA]/gAA

1 .
ﬁA=—~12DA(HA+1)3——'—"5A, r=1,2.
8aaV Eaa

Zwigzki fizyczne 'w powyzszej posiaci wykorzysiane bedg przy Wyprowadzemw
przemieszczeniowych réwnaf rownowagi siatki.
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6. ROWNANIA ROWNOWAGI PLYTY SIATKOWES

Na rys. 2 przedstawiono schematycznie uklad sit zewnetrznych obciazajacych
dowolne «oczko» rozwazanej plyty siatkowej. Funkcje wektorowe, okreslajace to
obcigZenie, wyrazaja si¢ przez funkcje skalarne nastepujaco:

(6.1) Posto=Ppipes, L iy=Lz,e.

W tym przypadku napisane zostang réwnania réwnowagi zaréwno dla dowolnego
wezla rzeczywistego jak i dla dowolnego wezla posredniego.

s,

&NEN)

~(185)(163 )G e

L~ oy
[} ]
-
b

JZ)(”‘-*CST‘:T) E{gﬁ' ,'.,."1) = (1+67)(1+d’;)£‘(é§'52)

Ukdad sit zewngtrznych jak i wewnetrznych, dzialajacych na wyrézniony wezet
pofredni (&4, &2+ 1, &,41), przedstawia rys. 7, analogiczny za$ uklad sif, dziatajg-
cych na wezel rzeczywisty D (&' 41, &2+ 1), rys. 8. Sily wewnetrzne stanowig tutaj
oddziatywania poszczegdlnych odcinkdw lacznikéw na te wezly.
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Wektorowe rownania réwnowagi przedstawionych wezléw maja postaé:
dla wezta posredniego (&4, &8+ 1, E4+1)

(1468)84Q 10—+ 1+ 8.4 P 3y=0,

{6.2) v 1 . 5
. (1+JB)SAMA(¢,’EA)—;;T(1+5B)(‘1.4(F,EA)5A33e )—

—(1+3) (1480 Ly 1,=0,

‘przy czym pierwsze rownanie jest réwnaniem réwnowagi sil, drugie momentdw;
dla wezla rzeczywistego D o wspblrzednych (£'+1,¢%+1)

2
2 [(1+35) (Qgay 1, m— Qe s )1 —(1+5) (1 + 31) Pier 5,=0,
Ad=1

©3) ¢ - L .
2 (10 { My ey, em =My o, 0,59~ a1 Camadaea, e ip® |7

A=1
—(1+8) (146} Ly 5,=0.

Powyisze zagadnienie jest lokalnie trzykrotnie statycznie niewyznaczalne.
W celu jego tozwigzania doprowadza sie powyzszy uklad do réwnah rownowagi
W przemieszezeniach, Postaé te otrzymuje sig¢ przez wykorzystanie wzoréw (5.3)1 (5.4).
‘Operatorowa postaé przemieszczeniowych rownan réwnowagi jest nastgpujgca:
dla wezla posredniego (&4, £5+1, E4+1):

Eia Qi 5o TEL Vs, 2p —E4F ,50=0>
- 1 A ot 7 i
{6.4) : B Qe gt B Vs 10— B Ll 500,
£2 St L 27 . fo v,
o B2y Qe ta Ea Vi 30— E4, Lip £0=0,
Pprzy czym poszczegdlne operatory sa nastgpujace:

2 l/g——gf(l'i"*z‘%)(sm
A4V a4

EBy= 12D (4 + 1) (1 35) -

£4B3

- ‘ o 1 n o
EA=—IZDA(nA+1)3(1+6B)——-—:::E’ASA,
BaaV Baa
Br .

- s v x w
EEAzDA (nA+1)(gf'+F,;r,.) (1+§B)l g:’ (12+120 420, 00—
. gAAl/;

{6.5)
Doy B4t g 5.5 ]
- Y A4l
D, ZaaV 8aa 4
T oo T - Eapa 8" "
E5=6D 4 (n,+1)* (g7 + T5) (1+3%) — (2+8.)64,
gAA]/gAA

Bi=(1+85)(1+8)),
Er =7 +IT)(1+8) (148, T=1,2, g=detg,:
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dla wezla rzeczyvvlstego D (&1, 841)

2 (EtA Q(ﬁ* ;;_,1) +EA T/(.f‘ .uA)) Eﬁ(&“ "L)——O

A=1
(6.6) 2 (EEAQEa.;,,)JrE; Vs —El Ll 7,=0,
A=1

Z( Db i+ B2 Vs 5~ B2 Bl =0,

a poszczegolne operatory sg nastepujace:

Eq=—6D 4 (ny+1)? (1+aB){ L T
La4V aa
gt (148 )~ 1] 22t L (1+54)}

EaaV Lau

y 1 w
Ey=~12D,(n,+ 13 (1485)0 4 ———=—==0,,
Ba4V Bad

1
(g + T )(1+8,) ———F—x

EL =D (ng+ 1) (gl + 5} (1+5p)
gAA]/gAA -

-D()A ~
6.7) {6gg (Zgg‘“gk D, ) [gho gt I, (1 +54)]}+

[

D,
{6gg“g +(2gg”‘gk—mgf4gAk) [g¢8,+T%, (1+54)]}+

B

gAA]/géA
I

[g7 Q+80+ 5 (1+3)]1,

gAA]/gAA

. g .
ET=6D 4 (ns+ 1) (€T + IT) (1 +05) [8% +(g 4+ TL) (145 ,) g% — =8,

Ea4V Bu4a
Ef =g + I A+ )+(1+3) TR+ T (L+8)I,1(1+65),
E=(1+52)(1+51)3 l) k’ r=1:29 ‘EABB:i]/g,
przy czym tutaj 6 =6, z wyjatkiem przypadku, gdy operator ten dziala na skladowe
stanu przemieszczenia (wiedy zachowuje sie on w sposb opisany poprzednio);
ponadio gi! jest symbolem Kroneckera.

Powyisze rownania wyprowadzono przy zaloieniu niezmiennoSci wilasnodci
sprezystych tacznikéw wzdluz poszezegdlnych linii parametrycznych., Zawieraja
one trzy niewiadome funkcje stanu przemieszczenia:

Vestor Qe Qi
Roéwnania te tworza uklad Liniowych réwnaf réznicowych rzedu drugiego w ogdl-
nym przypadku o zmiennyh wspolczynnikach. Rozwiazanie &ciste tych réwnafi
jest niezwykle trudne aczkolwick mozliwe, czego dowodem jest praca J. SLIZEWICZA

Rozprawy Inzynierskie—T7
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[4]. Najracjonalniejsze dla rozwigzania tych réwnaih wydaja si¢ by¢ metody nume-
ryczne oparte na technice cyfrowej. W tym przypadku rownania (6.4} 1 (6.6) naleZy
doprowadzié do algebraicznych réwnan rekurencyjnych i uzupeinié réwnaniami
brzegowymi w zaleznosci od rodzaju podparcia weztéw brzegowych siatki.
Réwnaniami brzegowymi nazywa si¢ pewne rownania, ktére musza by¢ spel-
~ nione przez funkcje stanu przemieszczenia — w tym przypadku w wezlach brzego-
wych rozpatrywanej siatki. Wynikaja one z danych na brzegach pewnych skiado-
wych tego stanu. Najprosciej jest je okreflic dla sztywno zamocowanych wezlow
brzegowych. W innych przypadkach, tzn. brzegu podpartego przegubowo lub swo-
bodnego, w mechanice ofrodkdw siatkowych wprowadzono do tego celu pojecie
fikeyjnych 1gcznikéw jako myslowe przediuzenie lacznikéw rzeczywistych wzdiuz
danej linii parametrycznej do tzw. wezla fikcyjnego, leZgcego bezpoérednio poza
siatkg. Dla przypadku rozpatrywanego W pracy wystarczy wprowadzié pojecie
fikeyjnego odeinka tacznika. Dla wezléw rzeczywistych o wspdhrzednych (&5, £%)
odcinkiem fikcyjnym nazywa sig¢ my$lowe przediuzenie lacznikéw o odcinek

'l/g aafng+1 wzdhiz A-tej linii parametrycznej do fikcyjnego wezla poSredniego
o wspdhrzednych (&2; &5, 1,) lub (&4—1, £5,7,) w zaleznosci od polozenia brzegu
w stosunku do krzywoliniowego ukladu wspélrzednych 5 Po takim myslowym
przeduzeniu dalszy tok postgpowania przy rozwigzywaniu réwnan brzegowych
jest taki sam jak w zagadnieniu klasycznym i nie wymaga ponownego omodwienia.

Przemieszezeniowe réwnania réwnowagi (6.4) i (6.6) wraz z réwnaniami brze-
gowymi tworza zamkniety uklad réwnan pozwalajacy rozwigzad zagadnienie

dowolnei plyty siatkowej obciazonej w weztach jak i migdzy wezlami.

7. SIATKOWA PLYTA BIEGUNOWA

Dla ilustracji powyzszej teorii przedstawiony zostanie przyklad siatkowej plyty
biegunowej (rys. 9a), obcigzonej réwnomiernym obcigzeniem cigglym. g, przytozo-
nym zaréwno do lacznikéw promieniowych jak i obwodowych. Dla rozwigzania
zagadnienia tej plyty obciazenie to zastapiono statycznie réwnowaznymi, przedsta-
wionymi na rys. 9b i 9c. Przypadek z rys. 9b odpowiada zagaduieniu klasycznemu,
a przypadek z rys. 9c wyzej przedstawionej teorii. Wiasnosci geometryczne siatko-
wej plyty biegunowej byly wielokrotnie opisywane, np. w [l}, nie bgda ponownie
omawiane. Zagadnienie powyzsze nalezy do tzw. zagadniefi biegunowo-symetrycz-
nych. Oznacza to, 7e funkcje okreflajace stan napiecia i przemieszezenia plyty nie
zaleza od wspéirzednej obwodowej ¢2. Ponadto dla rozpatrywanego przypadku
funkcje te sa symetryczne wzgledem osi x. W poszezegdlnych lacznikach wystapia
tylko momenty zginajace. Dla tak zdefiniowanego przypadku réwnania prze-
mieszezeniowe (6.4) i (6.6) przyjma postaé:

dla punktéw posrednich (&7, &, +1,) lezacych na lacznikach promieniowych

N ' - Dy e "
— 6 (e H 178, Q481 By, 5y =125 (11 1107008, Vi 5=

(7.1) . R
=(1 ']‘51)10(.51, s

P(64-68148,8:) By 20+ 31 +1) 248081 Vi 25=0;
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dla punktéw pofrednich (£'+1, Z,+1,) lezacych na lacznikach obwodowych
3D (n2+1Y (246203 Byay 1,3y a2+ 88 Finzy
2p* sin? /2 (E141) 2p%sin®wf2 (&1
(1.2) ‘ =(14+8) Pyiya, 2y
2p sin «f2 (£14-1) (6+65 +48,8 1) Bygrgg gy— 1
—3(m,+1)(244,)8, V(§1+1 =0

P=700cm

a=337

d=E6cm

d=03cm
E=21-10%[kG/em?]

R
bary=tn Snper

y

Boyy=g 0 frers s
- =998 (128 siney) y
ery=ap(tr2ETsiney) Byr-ah Vety=Venyes

e
Boy=2p 160/ By r=gpeTsin “@v =Pty S
M2

=%+ 63psincy; p{é f)p 30 fé’ﬁ) r¢f§1)93
. £ 071 e 1 150 S
Ay =gptE) siniay, V@ )T Yegeriy S
, L(J)“Q’YIJzS'hHQJfE-f-qP% (ﬁ’ﬁg) i{g’g‘q)eagf
. R=3gp(144sin o) et Ong) S

fay=ath+ 0 sincy
Lo =Ta2(0)* (27 sin®p
Loy Yoo sin "% g 0%,

Rys, 9
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- dla wezléw rzeczywistych (£'+1)

Y R B
'_7“(?11“5"1) 2(2+51)51mz(gj,;l)—mﬁzwl(el_l_l,;;z) -

1 ” B -
: 5= (n + P {431 &1 Viap ™ (L&) 82 V(a1+1,172)} =Pty
(1.3)

1 (”1+1){(6‘4‘651+5151)&52(?El,5{1}+ﬁ” 1+%) ig‘f’*l'a’}%r
6D 82 Vgt r1,5)
7 (n,+1)? {2(2-]—51) 01 V(ﬁg ,,1)+ﬁ sin oc/2 W} =Ly,
gdzie Ny _ o
D, (np+1)° , Dy (na+1)?
P D i e sint a2 P = D st o2

— D, (nii.]i _ o
T Dy +1)’ @141 = P2z 41) s.;n_z_. .

Momenty gnace i sity poprzeczne otrzymuje si¢ dla tego przypadlcu!z= formut

) 6D, ., 2Dy o
ml(fl:zj_):rﬁfz (n1+1) 61V’(EI,§1)+ p (n1+1)(;3+51)w2(51,'£1),

. 6D, 2D, .
(7.4) m1(§1’21) (nl + 1) 51 V(,:q £ + (n1 + 1) (3 4 251) w2(¢-1 ,51) » ’

. 12D1 6Dy . .
due,Bp= — P — (D201 Vi 2y~ e 5= (1 1P Q401) Dy 3y

dla odpowiednich przekroi lacznikéw promieniowych oraz

6D, (m+1)? 8 Ve 5) + 2D, (1) (+8) e G &

Mo 0T T2 4smPo2 (EDE | p 2sing2 £l
05 e — 6D, (na+1)% 6, I?'(El,gz)_i_r 2D, (n+1) (B+28)Byezy
’ 26 &) p? 4sinZef2  (EH? p  2sine/2 £ ’
y L 12D, (np+1)° a; V(gt, g, 0D (7124‘1)2_ _,(2;['52)5i(.§1,25'2)
ETC R . ps 8 sind ot/2 (61)3 . p2 4Sin'f""oc/?._ ‘ (61)2 .

dla odpowiednich przekroi lacznikéw obwodowych.

Uklad réwnad (7.1)—(7.3) zostal rozwigzany numerycznie dla szcregdloej
siatki z rys. 9 raz dla przypadku n, =n, =0 (zadanic klasyczne; rys. 9b) a nastgpnie
dla przypadku s, =n,=1 (zadanie z rys. 9¢). Ostateczne wyniki przedstawione sa
na rys. 10a i 10b. Rysunki ilustruja przebieg momentéw gnacych w plycie. Wykres
na rys. 10a odpowiada zadaniu z rys. 9b, wylcres zad na rys. 10b zadanin z rys. 9c.
Widaé, Ze zastapienie rzeczywistego obcigZenia schematem statycznie réwnowazoym
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(rys. 9¢) daje zmniejszenie ekstremalnych wartoéci momentéw gnacych (w poréwna-
niu z wykresem na rys. 102). Wynika z tego wniosek, Ze przez zmiang liczby wez!éw
poérednich n, i n, mozna problem plyty siatkowej rozwiazaé z dowolna dokltadnoscia,
a tym samym oszacowal warto ¢ rozwigzania klasycznego. Nalezy zaznaczy¢, ze
przez zwigkszanie liczby wezdéw posrednich otrzymuje sig szereg zbiezny rozwigzan
do rozwigzania $cislego, jakie mozna by otrzymaé trakiujac lacznik jako belke
zamocowana spreZyscie na koncach. Otrzymanie jednak rozwigzania fcislego jest
klopotliwe ze wzgleddw rachunkowych,

1
a3a10% 78

225,5-10%

G
ﬂ)zm)=0

- _ a1 e,
Vy=-LAPRETG Gy =080

= 4 - . _ a2
- Vo= TTII6G gy 104381070
— _ -4,
Yy == 12,8941l ajz(arfz,ﬁ?fﬁﬁ w™q

b
2
. ey
,/_(2_)
28410
236,3710% .
TR e tfz}ﬁa,?@-_m_zq

Wy =00
Vi)~ 0E59259 vy =R Gy =076 7'
285, 30-10°% V)= -251847 17(2'1—2 ) 9B076q oy =0,000067 0"y
Vo= 58802q  Vyp=srmzze Gy = 080770510y
€ § Y=~ 10,2981 Ghggp)= 020881107
Vo T3 Bygz7, =112 107y
Yg=~2231MBG w5y 1,22086-10°7q

Rys. 10




244 JAN LEWINSKI

8. WNIOSKI

Problem plyty siatkowej, obciazonej zaréwno w weztach jak i migdzy weztami,
jest znacznie bardziej ziozony w poréwnaniu z zagadnieniem klasycznym, Uwidacz-
nia sig to w zwickszonej liczbie réwnaf opisujacych ten problem. Stosujac przemiesz-

_czeniowa metode rozwigzywania otrzymuje si¢ ukiad réwnan dajacy po rozwiazanin
pelniejszy opis pola przemieszczeni amizeli w zagadnieniu klasycznym. Metoda
przedstawiona w pracy nie jest jedyna metoda rozwigzania omawianego problemu.
Zostala ona opracowana gléwnie pod katem zastosowania jej do rozwigzania
problemu wyboczenia plyt statkowych [3].
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Pesome

IIPOBJIEMA CETOYHOM IIMATHI HATPYIKEHHONW B V3JIAX ¥ MEXAY V3TAMHA

Patora obcyxzaer npobieMy CETOYHON INIATEL WErpyMEHRHOH Tax B y3max, KaKk H Mexpny
yATAMA B TPOESBONBHOM KOIHYECTEE TPOMEXYTOYHEIX TOWEX M2 COSNMHUTCNSX IMATHL Jims
TAK HATPYMCHHOM YUIHTEI OIMCAHO COCTOSHNE nepenemennil w FedopManyil, OPABEAEHH (HRsH-~
9ECKYe COOTHOINCHMA ¥ BHBSACHE] YDABHEHUS PABHOBECHA B IepeMemeHEAX, KpoMe 3Toro ommcay
cocof pelmeHds NpofIeME]l TPARTYHRIY yenosnil, 2 Taloke cooco6 peleHns FOJyYeHERIX ypaBHe-
[Ei pasHOBeCHA. Padora EamocTpHpOBAHA YACTHRIM HPAMEPOM.

SUMMARY

PROBLEM OF A LATTICE PLATE LOADED AT THE NODES
AND BETWEEN THE NODES

The paper presents the problem of a lattice plate which is loaded both at the nodes and between
the nodal points, at an arbitrary number of intermediate points of the beam elements, Under such
loading conditions, the state of siress and displacement is described, physical relations are given,
and the equations of equilibrium are derived in ferms of displacements. Moreover, presented is
the method of solution of the boundary value problem as-also the method of solution of the equi-
librium equations derived, The paper is illustrated by a particular example.
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