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NIEUSTALONE NAPREZENIA TEMPERATUROWE
W NIEOGRANICZONEJ WARSTWIE SPREZYSTE],
WYWOLANE OGRZANIEM CZESCI JEJ POWIERZCHNI

KK KXKAIDAROW (PAWLODAR)

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA T METODA JEGO ROZWIAZANIA

Rozpatrywad bedziemy nieograniczong warstwe sprezysta o grubodei 24, Uklad
wspblrzednych x4, x,, x5 obierzemy w taki sposéb, aby plaszezyzna x,, x, pokrywata
si¢ z plaszczyzng Srodkowa warstwy, a of x; byla do nicj prostopadta. Niech w obsza-
rze I’ plaszczyzny x;=h dana bedzie temperatura @ (xy, X2, i, £)=2f (%1, X2, t),
a poza tym obszarem, jak réwniez na dolnej powierzchni warstwy x;= —h — tem-
peratura #=0. Zalozymy ponadto, se na plaszczyznach ograniczajacych warstwg
nie wystepuja napreZenia, a poczatkowa temperatura warstwy jest réwna zeru.

Pole temperatury i stanu napreZenia warstwy pozwalaja wyznaczyé rownania
rézniczkowe przewodnictwa cieploego [1]

‘ 1
{1.1) V20— (=0
- K

i termosprezystoici (napisane w przemieszezeniach)
(1.2) w2+ (A wyuy g —pia=y0, ¢
z nastepujacymi warunkami poczatkowymi i brzegowymi:
(13) G(xla X2y X3, 0)=0’
(1.4) 1; (X1, Xg, X3, 0)=0, (X4, %3, X3, 0)=0;

2f(xy, x5, 8) W obszarze I,
(15) 9(}61, X2, "‘ha t):O; B(xbxb ha T)=

0 poza obszarem I’
oraz ' '
(1.6) G'is(xl, x2, ik, t)=0,

gdzie V2=0%/0x3+%[x;+0%/0x5 oznacza operator Laplace’a, x wspSlezynnik
przewodnictwa temperaturowego oraz gdzie '
20 20 2w, . Pu

Toar

—— 0. = = )

o7 Ut ax,e W gyax, W
A, p oznaczaja stale Lamégo, p — gestodé, y=a, (34+24), a «, wspdlczynnik rozsze-
rzalnoéci liniowej.

6

Lj=1,2,3;
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Rozwigzanie ogdlne ukladu réwnan (1.2) przedstawimy w postaci sumy
(1.7) w=uy 4,

gdzic u] oznacza rozwigzanie szczegdine ukfadu réwnan niejednorodnych (1.2),
a ¥, rozwigzanie ogdlne réwnanh jednorodnych

(1.8) quuf+(A+,u)uj,ﬁ-piif=0_
Rozwigzanie szczegélne znajdziemy wprowadzajac za pomocy réwnosci

1.9) u=0

i

termospreZysty potencjal przemieszczen @ (xq, X,, X3, #). Rozwiazanja réwnad
(£.8) bedziemy poszukiwaé podang przez A. I. LUriEGO [2] metoda funkciji poczatko-
wych (sposobem symbolicznym). Funkcje «; powinny byé okreslone tak, aby czynily
zados¢ warunkom brzegowym na ograniczajacych warstwe powierzchniach x;= 1 A.
Dla uproszczenia zamiast warunkdw brzegowych (1.5} rozpatrywaé bedziemy wa-
runki nastepujace:

X1, X, F} W obszarze I,
(1'10) H(E) (xls x23 i h)t)={f( ! ?
0 poza obszarem I”
oraz
+ f(xy, X3, £) W obszarze I’
(1.11) 6'(“)(361, Xa, ik, f)={ f( . '
0 poza obszarem T,

ktdre okreflaja pola temperatury w warstwie odpowiednio symetryczne i antysy-
metryczne wzgledem plaszezyzny $rodkowe] x,=0. Sumujae rozwigzanie odpowia-
dajace warunkom (1.10) i (1.11) uzyskamy rozwigzanie zadania wyjsciowego z wa-
runkami (1.5).

Réwnania (1.2) rozwigzemy najpierw z pominigciem wyrazéw bezwladnoscio-
wych pis, (zagadnienie quasi-statyczne), a potem z ich uwzglednieniem (zagadnienie
dynamiczne).

W dalszym ciggn dla uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenia Xx;=z,
Ug=W,

2. WYZNACZANIE POLA TEMPERATURY

Stosujac catkowe przeksztaloenie Fouriera ze wzgledu na wspohrzedne x,, x5
oraz przeksztatcenie Laplace’a ze wzgledu na czas ¢ oraz uwzgledniajgc warunek
poczatkowy (1.3), sprowadzimy réwnanie (1.1) do postaci

6

dz2

—@* 9 =0,

2.1)
gdzie

1 w0 [ea] o )
22) 0% (g, 3, 2, P)zi;; f f dx; dx, f 0(x1, X3, 2,2) Py |
L]

— T
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oraz gdzie
2.3) co=l/oc2 +TI:*, OC=]/;£_§:I——_G¢_§, X =0 XqFotp X, .
Biorac pod uwage warunki brzegowe (1.10) znajdziemy stad
@4 0 s 2,5 = (o 22, )
e P ch ok’

gdzie (o, &y, p) jest obrazem funkcii f (x4, X5, t) okreSlonej na brzegu.
Po wykonaniu odwrotnych przeksztalcenn Laplace’a i Fouriera uzyskamy

Ti-ion
h e
(2.5) o) (xp X2, Z, t)= An? dO’z f f‘(o'la 0'2:}7) @ (D! gt~ 1wk Xk dp

W sposéb analogiczny z réwnania (2.1) przy warunku brzegowym (1.11) wyzna~
czymy antysymetryczne pole temperatury w postaci
I at+io
@6) 69, oz, )= f f dacy dory f Flows g G 2 gt gy

— —cn og—ilm

3. ZAGADNIENIE QUASI-STATYCZNE

W tym przypadku stan naprezen i odksziakced warstwy, wywolany nicustalonym:
polem temperatury, uzyskamy rozwiazujac réwnania

3.1 PV u+ Ay @ u; =18,
przy warunku brzegowym (1.6).
Podstawienie ] =@ , do réwnan (3.1) prowadzi do réwnania [3]

14
2 = _—
(3.2) Vid=mb, m Ao

Podstawiajac @ (x,, xs, Fh £)=01 wyzyskujac przeksztalcenia Laplace’a ze wzgledu
na ¢ oraz przeksztalcenie Fouriera ze wzgledu na x4, X,, z réwnania (3.2) znajdziemy
termosprezysty potencjat przemieszezen. W przypadku symetrycznego pola tempe-
ratury ma on postaé

(33) ¢(s)(x1’ X3, 2, t):

o a--ix
mic Fley, o, p) {chewz chaz .
= —_ Di—idg Xg

Ar?i f f dovy doc, f P (ch wh chah ) ¢ dp>

—w —o a-—lco
a w przypadku antysymetrycznego pola temperatury postaé
B4 P9 (x;,x,z )=

a--ico '“
f(‘xls X2y _P) shwz shaz pr— B0y Xk
4:!: i f f doy dt f ? (shcok shak) ¢ dp -

— = o=l
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Znajomoéé funkeji @ pozwala na wyznaczenie przemieszczeft i napreZef wg WZorow

(3.5) =0,
oraz
‘(3.6) J?j:Z}E(‘;ﬁ’,’j_aﬁVz @),

gdzie §;; jest symbolem Kroneckera.
Wyznaczymy przede wszystkim napreZenia quasi-siatyczne wywolane symetrycz-
nym polem temperatury (2.5). Jak latwo jest ustali€, w tym przypadku przy z= +h

(3.7 6%, =+2ud,1, Gh,=42ndt, 063.=0,
gdzie
' g2 5 ?
1~ axl ’ 27 axz »
‘(38) 1 0
T(xlsts Z):@’(sz)(xh XZshJ t)=§ f f 592)(“13&21 k:t)e_mkxkdalda2
Oraz
B mic TR Fla as, p)
‘Pfsz) (o, 00, B, 1) =55 f J‘i;f—(wtkm]z—athoch) eMdp,
‘(3.9) c—iw
oP
T 9z

Z rownodei (3.7) wynika, iz warupki brzegowe (1.6) nie sa spehniane dolkdadnie.
Dlatego te stan napreZen o sktfadowych o}, nalezy na zasadzie superpozycji natozyé
na stan naprezen afj wybrany tak, aby spelnione byly warunki '

G0 o%tol=0, o%tal=0, o%+ol=0 pr2y z=th.

. . . ] . P N + 3 * .
Poniewaz naprezenia o-fj uzaleznione sa od przemieszezen u; zgodnie z prawem
Hooke’a, zadanie sprowadza sig do rozwigzan rownaf

{3.11) fV2 U+ (A+ ey, ;=0
przy warunkach brzegowych
(3.12) 035=0, or,=F2udyt, k=1,2 przy z=1h,

AL Lurie [2] badajgc metoda funkcji poczatkowych réwnowage warstwy
spresystej, wykazal, ze zadanie wyznaczenia rozwigzan réwnan (3.11) przy warun-
kach brzegowych (3.12) daje sig sprowadzi¢ do wyznaczenia funkeji naprezen (funkeji
rozwiaznjace) x (x4, x5, £) Z réwnania
(3.13) F(D¥) y=1,
edzie
sin2h D

. 2__ 02 402

(3.14) F(D?)= —hDZ(H_—
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Przemieszezenia 1 naprgzenia wyrazaja sig preer funkcie y we wzordw

- _ale(z‘:Da th)X5

{3.15) N
w =X, (ziD, hiD) y
oraz _
Oy =218, X3 (ziD, hiD) y
Ooa=—2uX,(ziD, iD)D? y ,
(3.16) o1, =2p D> X5 (ziD, hiD)+ 82 X (ziD, WD) x

02, =20 [D? X5 (ziD, hiD)+ 8% X, (ziD, hiD)] i,
01,=—2ud8, X, (=D, hiD)y, k=1,2.

Funkcje operatorowe X, (ziD, hiD) (s=1, 2, ..., 5) uzyskuje si¢ z funkcji X, (xz, ah)
przez zasigpienie liczby « przez iD (i=
nastepujaca:

—1). Funkeje X {uz, k) maja postaé

At
X (zz,oh)=vzshezchah—~ahshahcheaz-f- P chezcheh,

X, (0z, al)=0? hshohshez—a? zchahchaz+ B ashezcheh,

3.17)
X; (az, ay=c? hshehshaz—a?® zchahch vz—ashezchah,

Xy (uz, ab)y=vhshohchaz—oazshazchak,
Xs(z, ab)= —azshezchah-tehshahchez—2chehichaz.
A.L Lurie [2] wykazal takze, iz jezeli obciazenie T (xy, Xx,, #) daje sie wyrazic

calka Fouriera o postaci

1 ol o
(3.18) t(xi,xz,t)=5t— ff'E(ocl,ocz,t)e“'“"x*docldozz,

o) <R

gdzie 7 (wy, o2, £) jest transformanta Fouriera funkcji 7 (x4, x,, £), to funkcja napre-
Zeh ma postac

{0, & ,t
(3.19) 2 (o 0 )= f f AGIL LY

2nh F({—a?

i+ s Bl =1
Wyrazenie F (—a?) uzyskiwane jest przy tym z (3.14) za pomoca zastgpienia opera-
tora D? prrzez liczbg —o?, czyli

shZah)_oz <2 h
7 —2(205 +sh2ah).

(3.20) F(—~a?)=a’h (1+

Znalezienie wyniku operacji postaci

(321 X (ziD, hiD) x
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sprowadza si¢ do pomnoZenia y przez wynik zastapienia w réwnogci (3.21) symbolu
iD liczba o
(3.22) X (zD, kDY y=X (az, alt) x .

W rozpatrywanym zadaniu, jak wynika ze wzoréw (3.8), (3.18) i (3.19),

Gﬁ( (ocl,ocz, h 1)
(3.23) 2%y Xny 1) = f f By e e o

— & oD

Z rownosm (3.15), (3.16) 1 (3 23), stosujqc regule (3.22), moizna wyznaczyé prze-
mieszezenia ¥, i napreZenia oy
Ogdlne naprgZenia znajdujemy w postaci sum

(3.24) o y=00+ 0y

Analogicznie wyznaczane sg naprqienia w warstwie, wywolane antysymetrycz-
nym polem temperatury (2.6). Naprezenia o}, wyznaczane sg z wzoréw (3.4) i (3.6).
W tym przypadku w plaszczyznach z=+h spelmone sa warunki:

(3.25) 62,=0, ad,=2ud;8, 63,=2p3,8
gdzie
1
(3.26)  S(xy, x5, 1)= @m(xla X by 1) = f f qj(a)(“h X2, B, 1) €7 doy doiy

—w =
oraz

(3.27) (1—5,(‘;) (otg, g, B, 2) =

me TR Flog, 00, p)
1s 3
f » 2 (wcthowh—acthah) e dp.

2ni

a—ico

Poniewas dla z=+h o9,#0 i 00,50, przeto do rozwiazania ¢}, nalezy dodaé
rozwigzanie crfj, czynigce zadoéé warunkom

(3.28) 033=0, o4a=—2p18,S, k=1,2 przy z=rh.
Rozwiazanie to znajdziemy w postaci:

M:= — ¥y (az, al)y ,

(3.29)
w =, (az, i)y

oraz
a,’:3 =218, W3 (az, ch)y,
Ona =240 Volaz, a)y,

(3.30) o = —2u [0 ¥s (az, ah)— 82 W, (ez,0h)]y,
Oyy=—2p [0 P (z, ah) — 07 WV, (az, ah)] w ,
Oy,=—218 0, ¥, (az, o)y,
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gdzie
A42u
¥, (az, ah)=ahshazchah—azshahchaz — . shazshah,
¥, (oz, a)=a?zsh ahshaz—u? hAchoh chaz — 7 a ashahchaz,
@3.31) *

Y. (az, aly=o?zshahshoaz —a? ichakchaz+ashahcheaz,
¥, (oz, ah)=uazshalichaz—ahchahshaz,
Yo (uz, wh)= —ahshuzchah +azshahichaz+2shazshak .

We wzorach tych y jest nowg funkcja naprezen o postaci

QD( (mla o, h t)
(3.32) W (e, Xa, £) = f f ek gy g
Fl. _DC
gdzie
o
(3.33) Fy (—o?)= " (Quh—sh2uh).

UzyskalisSmy w ten sposdb ogdélne rozwiagzanie zagadnienia przewodniciwa
cieplnego i quasi-statycznego zagadnienia termosprezysto$ci dla rozpatrywane
warstwy przy danych warunkach brzegowych i poczatkowych.

4, PrzYKLADY

1. Niech w prostokatnych obszarach —a<x;<a, —b<x,<b plaszczyzn z=1h
temperatura ma postac¢ funkcji liniowej

“.1) 0(x1, X3, b, 1)=f (x4, %, 1) = % t-(—t) H(t—10)]

{gdzie H (¢) jest jednostkowa Minkcjg Heaviside’a), a poza tymi obszarami jest réwna
Zeru.
Jezeli podstawimy transformate funkcji brzegowej

2 90 (I1—e~P%) sine; asina;b

“4.2) Fleey, a0, )=

Py Oy g,

do wzoru (2.5), to bedziemy mogli obliczy¢ catkg

.3 1 K cho: Lo oty oot
(4.3) 2w u.f topzchcoh(we Yertdp,

ozyli wykonaé odwrotne przekszialcenie Laplace™a:

44 B'l[i —cllﬁzm(lwe—vfn) = 9(, 2, 1, o)
’ L to pPchah TUNE ST,
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gdzie £ oznacza przeksztalcenie Laplace’a. Zeby wyznaczyé funkcje & zwrdémy
uwage, e

choz  ch(zVe?+pf)  R(p)
pPchoh  preh(hVed-Lph) (D)

(4.5

jest ilorazem dwdch uogdlnionych wielomianéw ze wzgledu na p, przy czym r(p)=
=p?ch(h l/o*.2 +pfr) nie zawicra stalej i ma dwukrotny pierwiastek p=0 oraz
v, +o?(h?

e 1, gdzie v,=Q2n— 1)—— n=1,2,3,..).

pierwiastki pojedyncze p,=

W zwiazku z tym przy wyznaczaniu retransformaty mozna zastosowadé nogolnione
twierdzenie o rozkladzie [4]:

-1 R(‘p) 1 . dk r R(P)(P"‘Pm)k p{I} - ‘R(pn) Dt
“o L [r(p)] (k- 1)! L,,,,,{dpk [ rm ¢ +2 P

gdzie k jest krotnodcig pierwiastka p,, a r'(p)=[dr(p)/dpl,=, . W rozpatrywanym
przypadku przy p,=0, k=2 mamy

chwz } chaz ' zshazchah—hshahichoz |
= ek Yo ch? i -

EJ:-J;-‘IZ-’IZ

—_ n+1—__ z h2 Kt
1) O 1ot h2) cos K -
n

Wryzyskujac twierdzenie o przesu.niqciu otrzymamy szukana funkeje (4.4) w postaci

— (1
@.7) wlo, z, )= [p"'chwiz

2/3

(48) ‘9(0""3 z 1 tO) :% {W(“; Z, t)"‘ljl(ﬁl, 2y I'f'—t())ff(!‘_i‘(l)] .
Q

Wprowadzaige uzyskane wyrazenia do wzorn (2.5) wyznaczymy pole tempera-
tury:

49) 09 (x,, X, 2, t)=

46‘0 sinet, asine, b
Zy b tg) ——————— COS&, Xy COSoty Xp doty dog.
g o

Analogicznic wedlug wzorow (3.3) 1 (4.6) uzyskamy
(4.10) B9 (x,, x,, z, )= '

1K i1 o asine
4 1 80 SH) 1 2 b
f f P (oc, Z, B, 1g) €08t Xy COStly Xo oty dltn

Cp Oy

oraz

1
(4.11) 080 2, 1, o)== (% 2, 1) =11 (@, 2, =20} H (1= o)1,
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o= [ (chmz chmz)}_l[('+ P 2 h) chaz+
(*.12) ry(oc,z,t) 3 \chwh chak/] 2 2c22t I chod

n (22 =k achazchah—2hozshazshah—zshazchah+hshahchaz

42 g3 ch? dh -
. zshazchah—hshahchaz ]
: rwoch?ah
2%t O Vi 2y ek
[ -1 n+i_____ . JE— 2
IC2 ( ) (V:'f’mz h2)3 cos (V" ]1 ) € E
r=1
T
(4.13) V,=02n—D-, n=1273,...

Przy 1,0 ze wzoréw (4.9) i (4.10) otrzymamy pole temperatury @ i potencjal
termosprezysty @ dia przypadku, kiedy prostokatne obszary nalezace do plaszezyzn
z=Fh zmieniajg nagle temperaturg na ,, a nastgpnie sa utrzymywane w tej tempe--
raturze, czyli gdy

GoH(@), jesi —a<x;<a, -—-b<x,<b,
(4.14) B(xixz_-l;h,t)={ o H( ! ! ?

, jesli x| >a, [x,] > b.

Wprowadzajac do wzordw (4.9) i (4.10) graniczne wartoéci funkeji

@.15)  8(x, z, )=lim 8, z, £, 1,) =
10

o a2 2

chocz et 2v, 2\ -
= Chah - Z( b Vit ’"kz cos (V"] )

oraz

zshazchah—hshahichoz

=i — 4
(416)  o(e 2z r)_}iglow (@, z, t, to) 5w chZoh '
2]2‘2 o v, p _ Etat gt t
_I_ E — pyut1 —_ . Fid
. I : ( i) (vi_l_mz hl)z cos (Vn ,2 ) e 5
ne=l

wyznaczymy pole temperatury § oraz potencjat @ dla rozpatrywanego przypadku.
NapreZenia o7, odpowiadajace potencjalowi @@ obliczymy wedtug wzoréw (3.6)..
Nastgprie podstawiajagc do wzoru (3.16) funkeje naprezed

@17 x(xy, x5, 1) =

4m :CBU (.r’z) siftet; @+sine, b
7

oy &y

COSAy X COSUa Xy dotldocz -
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okreslimy przyktadane napreZenia 0}, We wzorze (4.17) wprowadziliSmy oznaczenia:

i
p,:(h)= [az] o 7,2 (2 b t) =9, o (o, B, 1—120) H(t—10)],

2

1 i
'(418) ﬂ,z(a‘: k, t)“—‘?[(l“‘ _ﬂ’lzﬂlh)ﬁtfhﬁth+

)
+2cch(1—och)chzah—(0,5+och)sh2cxk—txh+ 20h+sh2ah
dic? o ch? T ach?oh
Wy e
+t—; 3 2 "z 233 € # t!
- K v +a* h?)
n=1

a w preypadku (4.16)

5 2ah+sh2ah 2k 'm;% y
1) 0. ()= 4xochah Z (v"_sz Ry e .

Ostateczne wyraZenia napreien oy,=o,; J.=crij beda mialy postaé:

mefy S5 [, ()
o1 =84 — ff P A P— @ o Flo 2) [ X, (xz, aht) 4
o 0

+o? X (az, ock)]} sittor; asine, beose, x; o5, X, duy dog ,

F(—a

+a? X5 (oz, och)]} sine, asine, hoos e, X, COS%y Xy doy docs,

- 'um,rcﬂo ff{ Z() Tl Xl och)]

{4.20) x Siney asine, bsiney x; sino, x» dog doy

mely ~ 1T @, () 1
O13= _Sﬂ nzo ff o, ? + F( XZ‘! (OLZ, 0Ch) ®
0 0 -

mel, ~ 1 EXI0N
G22=38 e ff oy % {OC% P2z 2) [061 X (az, “h)_z_
o0

o?)

% sing; asino, bsina, X cosw, X, doug dos,

mrl, 17 p, 2 (1)
Ga3=—Bi— !!ZLW’Z+F( )X3(ocz oth) x

% siner, asine, b coso, X Sina, x, doy dety

0 0o 3 z(
0-33=8ﬂ m:zo ff - [QJ_J_— Fw( )) X4(°tz ‘xk):l
o

x sine, asine, bcose x; cosoy X, doty doty .
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Tutaj i w-dalszym ciggu funkcja ¢ (x, z, 1, 1) (przy t,=0 funkcja ¢ (a, z, 1)) dla
uproszezenia zapisu oznaczana bedzie symbolem ¢, natomiast ¢ =doldz, ¢ =
=d? p/dz* oznaczac beda jej pochodne; funkcje X, (a2, ol) okre$lone sy przez wzory
(3.17). Dla dostatecznie duzych czaséw ustala si¢ pola temperatury i naprezenia.
Wzory na odpowiednie funkcje latwo jest uzyskaé, podstawiajac do (49) 1 (4.19)
funkcje (4.15) i (4.16) przy t-co:

42 g _ chaz
( . 1) (CL! Z)— Chah
oraz
1
(4.22) oo, z)= Do chiah (zshozchah—hshahchaz),

W tym przypadku, jak wykazuja obliczenia, napreZenia o,s, 013, 033 Zhikaja
w kazdym punkcie warstwy i stan napreZen jest quasi-plaski [2 i 3].

2. Rozpatrzymy przypadek, gdy temperatura okre§lona jest réwnoscia (4.1)
W obszarach kolowych (0<r<b) na plaszczyznach ograniczajacych warstwe, czyli

to .
@23) 6, +h, )= f(i,t)—z[t—(t—to)H(t—to)], jefli O<r<b,
0, jesli  r>b.

Jest to przypadek osiowo symetrycznego pola temperatury i stanu naprezent, Dlatego
tez wygodniej jest postugiwaé si¢ ukladem wspétrzednych walcowych r, 9,z Oraz
przeksztatceniem catkowym Hankela. Funkgje temperatury, termosprezystego po-
tencjalu przemieszczeni oraz fankcje naprezen mozna uzyskaé w tym przypadku
bezposrednio ze wzordw (2.5), (3.3) i (3.23), postugnjac sie znanymi zalezno$ciami
migdzy transformatami Fouriera i Hankela [5].
Rozwigzaniem réwnania (1.1), gdzie w tym przypadku
4 2 g2 +L i+_‘ai
@249 V=T o

przy przeksztatconych warunkach brzegowych
Oob(l—e?9) J, (ub)

(4.25) 0w, b, p)=Ff(o, p)= = o
jest funkcja
(4.26) 0(r,2,0)=00b [ 97, (ab)Jy(ar)do,

o

gdzie § ma postaé (4.8) (przy #,=0 postaé (4.15)).
Potencjat termosprezysty ma nastepujaca postaé:

4.27) D(r,z, )=mibob [ ¢J, (ab)Jo(ar)da.
, 0

Rozprawy Inzynierskie — 8
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Funkcja. ¢ jest tutaj okreSlona jak poprzednio réwnoscia (4.11) lub przy to=0
réwnodcia (4.16).
Potencjatowi @ odpowiadaja naprezenia

1
Gf,=—2,u(@,zz+7 @,r)=
- Iy (ar)
=—2um:c€0bf @, oo (0} — wp— Ji(eb)du,
0
q;rp__znu(@ ZZ+QSIY =
(ar)

i J
= —2umicly b f [qi, e— &2 pJg () Foap —1—-] J (ab)yde ,
(4.28) 8 r

1 o3
6o =—2pu (@: ,.,-I-T@,r):ll,umrcﬁobf o2 pJ (ab)Jo (ar)de,
Q
0%=2u® = —2umicOob [ ap Jy(@b)J, (@r)da.
0
W rozpatrywanym przypadku funkcja y bedzie miala postad
© g () '
4.29 (r, )=miclob | 22T, (db)Jo (dr)de,
(4.29) 20, 1) oofF(_az)l()ou

gdzie ¢, (h) i F(—a? wyrazajg sig odpowiednio wzorami (4.18), (4.19) i (3.20).
Naprezenia crfj okreslimy wedlug wzoréw podanych w [2]:

1
ot =24 [Xs (2D, hiD) D+ 5, X, (D, th)] y=—2umito b
.. (%

f RACON s 1X5 (az, ah) o (@)-+ X, (o2, oh) (w')]dm,

ot =24 X5 (ziD, biD) D*+ 87 X, (ziD, hiD)] x=
. - ga’ z (h) ' Y —
= —2umiclyb J a?J; (ub) ?(“—Tz) {Xs (wz, whyJo () +[J0 (exr)

Jy (o)
®F

(4.30)

] Xi(ez, c{h)} de.
or.=—2nX,(ziD, iD)D? =

—Z,umrcﬁobf zfl(qb)%—%X4(az ah)Jo(ar) dee,

05 =248, X5 (ziD, hiD) y=
P,z ( )

F(— X3 (oz, o) Jy (ar) det s

=—2;umrc€obf ady (ab)
a

gdzie funkeje X, (o2, oh) sa jak poprzednio okreslone wzorem (3.17). Calki, wyste-
pujace w rozwiazaniu (4.30), mozna wyznaczyé w sposdb przyblizony (podany

w [5]).
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Ogdélne naprezenia ci“[-J.:crfj-[—a?} sa rozwigraniem zadania, czynigcym zadosé
naloZonym warunkom brzegowym.
Przy t—oco stacjonarny rozklad naprezed ma postaé:

© cheaz J, {cr
meo:tUObf 1 (o)

ot
cheal ar ?

2

cha
(4.31) Opp= —Ea, 0y b f o [Jo(w-) J(er)

]JI (ob) e,
Jrz“azz_o ]

gdzie F jest modulem sprezystodci.
Rozwigzanie to jest zgodne z wynikiem uzyskanym przez W. NowackirGo [3].

5. PRZYPADEK DYNAMICZNY

Do tej pory byto rozpatrywane zagadnienie quasi-statyczne z pominigciem wplywu
przyspieszefi. Metoda tego rodzaju dopuszczalna jest przy powolnych zmianach
pola temperatury. W przypadku szybkiego nagrzania czgdci plaszezyzny z=h nalezy
w réwpaniach (1.2) uwzglednié wyrazy bezwladnosciowe —puy;. Bedziemy rozpatry-
wac¢ zagadnienie dynamiczne, mie biorac pod uwage oddzialywania wzajemnego
pol deformacji i temperatury,

Rownanie okreslajace termosprezysty potencjal przemieszczen ma postaé [1]

5.1 VzﬁMizﬁzmé?, ¢y = ﬁg&
1 P

Stad, przyjmujgc

.2) B(xy, %2, 2,00=0, b (xy, 5, 2, 0)=0,

(3.3) D {xy, X, +h, )=0

oraz wyzyskujgc przeksztalcenia Laplace’a i Fouriera, wyznaczymy funkcje @.
W przypadku symetrycznego pola temperatury (2.5) ma ona postaé

T e, a2, p) (chylz chcoz) .
v(s)___ _ Loy xg
G4 @ 4751 ffdaldaz f e\ \chy h chwh ¢ s
- — G—ico P p——;;

natoniiast w przypadku antysymeirycznego pola temperatury (2.6) postaé:

atim =
= f @y, %, p) (Sh?12 shcoZ) .
— Pt — gy Xg )
ffdmld% j 2\ \shy & stoh) -
- —op ¢—iom P p—“? -

Zarowno tu, jak i w dalszym ciggn, uzywamy  oznaczen

2 ‘
p r ;
'}’12‘"]/0‘2%? > = 062_1"? s a?=altal,  oX,=og X oy Xy,

1

(5.5 P@=

471::
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Naprezenia mozna obliczyé wedlug wzoréw
(5.6) ol =20 (D, ;= 6,V D)+ p 6y, .
Jak wynika z tego wzoru mapreZenie o35, zgodnie z warunkiem brzegowym (1.6),
znika w plaszczyznach z=+h. NapreZenia styczne natomiast sa rézne od zera
1 przyjmuja wartofci nastgpujace:

a) w przypadku symetrycznego pola temperatury
.7 6l =+2udt, oa=12pudaz,
gdzie

(58) T(xh Koy t) = @fsz} (xla X2, h: t) =

1 -] 0 otim
TAnti f f doy doy f fp,(sz)(o'»iaﬁz, h, pye?t = dp

-0 o0 o~ian

oraz
me? f (o, P
(5.9) & (ay, 01z, By p):-—i——iyjf—-v(yl thy, h—w theok),
1
o=

b) w przypadku antysymetrycznego pola temperatury
(5.10) 0%, =2181,8, 03,=212,S,
gdzie
(5.11)  S(xq, %3, ) =BQ (x5, x5, b, )=

1 @0 =) o-Fico
- 4r? i f f dey dery f Qfﬂz) (o4, o025 1, P) et~ I Xk ofp
—w T ¢l

oraz

me f (o, ¢,
(5.12) D (01y, a3, by p)m—ﬂ—”li_‘ﬂ (7, cthy, h—octhoh).

-]
PA\PT

Dla zréwnowazenia tych naprezen nalezy wyznaczyé dodatkowo stan naprezen
o skladowych o;,. Okreslenie naprezen o,; sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan

6.13) BV} + Ot ),y —pu; =0,
7z nastgpujacymi warunkami brzegowymi dla z= % h:
(5.149) 2) 053=0, Opa=TF210T;
(5.15) b) 635=0, Gl=—2uds,

k=1,2.
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Zastosujemy do tego zagadnienia dynamicznego metode A.I. Lurieco [2].
Wprowadzimy oznaczenia

Ty, peatieatlr, a=l
(5.16) P G A e R e
' 2 &2 At2 At pn
B=D*——, M=D*-—%, A= ,u, c§=i, =t ,
€y Cz : P P H

przy uzyciu ktérych réwnania (5.13) bedg mialy postaé
uy F (A2 4vE2) Ul vy By s 18, W =0,
(5.17) y (A2 v02) s 4181 8, it +¥d, wh =0,
(AW + 42w 498, 4} +vdyus =0,

Rozpatrujac d,, d,, 45 jako stale znajdziemy catke tego ukladu trzech réwnat
rézniczkowych zwyczajnych ze zmienng niezalezng z przy warunkach poczatkowych:

a) dla zagadnienia (5.14) przy z=0
(5.18) Ui=ty, w=0, =0, w'=w;
b) dla zagadnienia (5.15) przy z=0
(5.19) =0, wW=w}, u'=u,, w'=0, k=1,2.
W wyniku uzyskamy:
a) w przypadku (5.18)

v
C X
w, =co8 Ay 2ty + 55 VE (cosdlz —cos4,2)deq,

AZ
(5.20) ; ;
. Sindrz vA? (smAlz smdzz)
YETA T T ame N4, 4,
gdzie
(5.21) o=y oty thhe+wy , k=1,2;
b) w przypadku (5.19)
« Sindyz o P 1 (sindlz sinAzz)
(522) ult— AZ ukO, 1+V A:;__ Al Az k€0 »
. ) )
w wcosdzzwﬂ-l-l_i_ W(cosdiz—cosdzz)eo,
2
gdzie
(5.23) Co=01 g +sting—A2Wh, k=1,2.

Jak wynika ze wzoréw (5.20) - (5.23) rozwigzanie zagadnienia sprowadza sie
do wyznaczenia poczatkowych funkaji uy,, wy 1 uyg, wy. Wyznaczymy je z warankéw
brzegowych w plaszczyznach z= 1k, wprowadzajac funkcje naprezed (postepowanie
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identyczne z podanym w [2]). W przypadku warunkéw brzegowych (5.14) lub (5.15)
wystarczy wprowadzié jedna funkcjg naprezei. Wobec pelnej analogii z przypadkiem
statycznym [2], pominiemy tok posigpowania, podajgc tylko ostateczne wzory na
przemieszczenia'i naprezenia. W zagadnieniu (5.14) maja one postaé:

{(5.24) Wy = — 0, Xy (zidy, hidy) ¥, wW=X,(zidy, hid) x";

Oy =208, X5 (zidy, hidd x*,
Oa3=—2p X, (zid,, hid)D* *

(5.25) ot =2 (X5 (zidy, hid) D>+ 02 X, (zidy, Bid)] 1,
0r, =24t [ X5 (zidy, HiAd)D* + 82 X, (zid,, hid)}
0= =208, 0, X, (zide, hid) x°, k=1,2.

Funkcje operatorowe X, (zid,, hzﬁk) (s=1,2,....,5 uzyskuje sig z funkeji

X (2, v ) zastepujac « przez iD oraz y= l/c.t + p"',fc:,c przez id, (Ak—]/Dz— 9 /ck}
Funkcje X (y, z, v, #) maja postac:

Xy (2 ) =(2 93y chy, hchy, z— 202 chy, zchy, b,

shy,z
X, (7 2, i )y=a2 |2y shy zchy, i—(o® +y3)chy, b v |

2

(5.26) shy,z
Xa(pz p ) =4c?y shy, zchy, h— (2 +y3) 2 chy h 5,

2

Xa(ye 2, i By=(2+y2) (chy, chy, h—chy hchy, 2},

Xs (2, v )=2p3 —y2+a*)chy, zchy, A—(&? +y3)chy hichy, z.
Funkcja naprezen y% (xy, %z, 1) powiﬁna by¢ wyznaczona z rownania
(5.27) F(dD) y =2¢.

We wzorze tym

(5.28) F(A2)y=(D* A%y (sindghcosdyh,
co oznacza, Ze F(AZ) jest funkcjy operatorows, ktdra moina przedstawi¢ w postaci
szeregll polgsowego

Al h)2n Azh 2m
529) FUh=a0°42h > Z (=1 ((271-1—)1)! ((2m)! -

r=0 m=

2 2 H1+ M (Ai h)zn (AZh)zm .
— D)hz 2:( i @m! QCm+D)!’

a=0 m=

T (%4, X3, £) jest obcigzeniem okre§lonym we wzorze (5.8) przez catki Fouriera
i Laplace’a.




NIEUSTALONE NAPREZENIA TEMPERATUROWE W WARSTWIE SPREZYSTEY 261

Funkcja naprezed ma nastgpujaca postal:

' " S otic 5(3)01,,&,]2,
630 f=ga f f doy f w%%:—;z)—mem-mdp,
k
’ —on @ g—iw

gdzie funkeja & (ay, oz, b, p) okreslona jest wzorem (5.9), a
{5.31) F(—y3)=(*+y2?chy, h ., 4o?y, shy, hchy, k.
2

Za pomoca szeregi (5.29) mozna przekonaé sig, Ze zastosowanie operatora
F (47 do funkeji postaci (5.30) sprowadza si¢ do pomnozenia tej funkeji przez
F(=7):

2 T

. 3 »
(5.32) FA) ' =F(—yD ", A=D*——7F, =t

. I3 |3
Wynika z tego, ze funkcja (5.30) spelnia réwnanie (5.27). Mamy przy tym
(5.33) X (zidy, hid) X" =X (v 2, ) 1" -

Podobnie jak poprzednio, podstawiajac do wzoréw (5.25) funkcje napréﬁeﬁ
(5.30) oraz stosujac regule (5.33), wyznaczymy dodatkowy stan napreZefi o sklado-,

wych a};.
Analogicznie przemieszczenia u; i naprezenia afj maja postacé

5.39) we=—8F ez ", W =Tz, )Y
0':?3 =208 ¥a (2, i h) ‘/f* s
0?3:745@2 Yo (Y2, V) W* )

G33) o1y = =20 [0 Ws Pz, 1) — 3 W3 (0, m)] W'
U:z = —2u e s (yez, el —5‘1 Y (2 i Dw ¥,
Ora=—2p8, 8, ¥, (vez, 1)V,

gdzie

shy z , shy h
¥ (ez, e h) =2 pashy, b T (e +y3)yashy,z b
1 1

shy A

¥, (yez, Yoy =ao* [(“2 ‘Hé) chy,z —2y,shys hchy, Z] »

hy: h

8
iy z V) = (o +?’§)2 chy,z —4a?y,shy,hehy, z,

© (5.36)

H

. 2 shy, & shy, z
¥alyez, vl =1{a?+73) '}’zShl’zz—_;,*”“?zSh?zhﬁT
1

h 2 s o shy, z
= (2yi —yz+o) 7y, Sh'}’zh”"*?“_

1

sh
Ps(yuz, y)=(>+73)y28hy, 2

[

aj:iw Q,[az)(ah %2, hs P)
0 s . €

pt—iukxkd .
Fy (=} ?

. 1 o feal
(537 ¥ (rns Xa, l‘)‘é‘;{;‘ f f doey dusy

- —®w -l
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Funkcja @ (ay, a2, b, p) okreslona jest przez wzér (5.12) oraz

shy, h
(5.38) F (—yD)=4a?y,shy,hchy, h—(a?+p2)? ch ?zh_~—:1—.

i
Uzyskali$my w ten sposéb ogdlne rozwigzanie sformulowanego dynamicznego
zagadnienia termospreZystoict dla warstwy.
Dla przykladu rozpatrzymy zagadnienie naglego ogrzania obszaréw kolowych

w plaszczyznach ograniczajgcych warstwe:
fr,3=0,H{@), jesli O<r<bh,

(5.39) 0, £h, t)={ ’ .
0, . jesli r>b.

Pole temperatury ma podobnie jak poprzednio postaé (4.26). Potencjal termo-
sprezysty 1 funkcja naprezefi sg nastgpujace:

mc1 30 oLl
(540)  P=—rr f T, (b} o (o) d f 3 (w, 7, p) ¥ dp,
gdzie
(5.41) o )= 1 (chylz chwz)
' % 5P 2\ \chy, i chok
Pip——
atiw zq
mcl 0 P Z(OL, ha P)
542)  gfem—— f Ty (eB) T (aur )doc —22 D P gy
( 1 ( 0 ( A F('— ,},i) p
gdzie
- 1
(5.43) &, (x, h,p)=———~—c—2(yl thy, hi—wthwh).
1
#lo=)
Ze wzorow (5.6) wyznaczymy
a+im
ume} Bob - Pt
g0 =— i f Ji (b)) dot f [(2(15’0zz - C_i @0) Jolor}—
a—ic
O
umet8,b ot e
qu, == _—i?lrio f Jy (b} do f {[2@?22 — (a2 +93) 50] Jo (o) +
(5.44) 5 o=o )
. oJ (or
260 _lr( } et dP »
umc 80 b i .
%= omi J1 (ab)du f (&> + 9D BTy (ar) e dp,
: (4] g—im '
ot+ico
,umc 10,0 .
60 =——" ob f J (xb)da f @B’ Ty (wr)ertdp,

d—iw




NIEUSTALONE NAPREZENIA TEMPERATUROWE W WARSTWIE SPREZYSTEJ 263

gdzie
vo. dPo(o, z, vy 20w,z
FO = o( P)’ F0 — (2 2) .
» Z dZ y 22 dz

Przykladane naprezenia afj okreslone sa ze wzoréw (5.25) dokladnie tak samo-
jak w przypadku quasi-statycznym (4.30):

mei0yb [~ 7 8O (o, By p)
o) = —Z,qu a2 J, (ab) de. —W

Q g—iwm

Iy {or)
o

, X (W2, ?’kk)] e’ dp,.

® [Xs (92, Yuh)Jo (or) T

ol otim o
. md0b &, («, b, p)
Oppo= —2 o 6{ «? Jy (ab) du F(—7)

. Ji(O!'.r)
(5.45) Vs Oz veb) o)+ Jo (or) =— == | Xy ez muh) e dp .

2 w0 o--ion 0
v o, Me1bb F° (o, h, p)

oh=2u— " f 27, (ub) do. B Eea
* Xa (Y2, pu Yo (oar)eP dp .

o ag—imn

2 oo gt =
. me; 0y b f - D, (o, h, p)
G, =2p~——— | oJ,(ab)dx —_——X
rz Ju‘ s 1(9( ) F(—Yf)

7i .

x X3 (2, ) (ar)e™ dp ..

W tym pizypadku, w odréznieniu od przypadku quasi-statecznego, nie tylko

5?: (o, h, p), ale réwniez F (—yf_) i X, (yx 2, v k) sa funkcjami p, parametru przeksztal--

cenia Laplace’a. W zwigzku z tym obliczenie calek przeksztalcenia odwrotnego-
nastrgeza powazne trudnoéei.

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. W. Nowacry, Dynamiczne zagaduienia fermosprezystosci, IPPT PAN, Warszawa 1966.
2. A Y. LURiE, Prostranstwiennyje zadaczi tieorii uprugosti, Gostiechizdat, Moskwa 1955..
3. W. Nowackl, Zagadnienia termospresystosei, PWN, Warszawa 1960,

4. A.W. Lyrow, Ticorfja tieplaprowodnosti, «Wysszaja Szkola» Moskwa 1967,

3. 1. SNEDDON, Prieobrazowanija Fourie, 1. L., Moskwa 1955.



64 K. K. KAJDAROW

PezmwmMe

HEVCTAHOBWBIIHECH TEMIEPATYPHEBIE HATIPSXKEHWA
B VIOPVIOM HEOTPAHITYEHHOM CIOE,
BEIBAIHBIE HATPEBOM YYACTKA EI'C IIOBEPXHOCTH

B pafote HomydeHo obuiee peuenye TepMOYIPYTol 33a%y Ais OeCKOHSYHOIO CHOH, ¥Orna
‘B HEKOTOpPOH KoneyrOH 00macTm, MpuHaexamedl pepxyell TPAHEALE CIOH, 3afana TeMOcparypa
B BEC HYHKIME XOCDARHEAT H BPEMEHN, O BHe 0T0H 0HIACTH M B HWKHCH TPARWIE CIIOA TEMIIEpaTypa
papHa Hymo. PACCMOTPEHH OTHETbHO CAMMETPEYHOS U ZHTHCHMMETPIIHOS OTHOCATENBHO Cle/UE-
Holl HIOCKOCTH CIIOf TeMISpaTyPHE.e HOT. Jafa4a PeleHa B KBasHCTATHYCCKOH W MARAMAHeCKoR
FOCTAHOBEAX € MCTONL3ORAHHEM HHTETPANLHBIX upeobpasopanuil M TEPMOYIPYIOTO LFOTCHIHAA
nepememiennit, TpampIaEe yeaoBHs KOPPEKTAPYIOTCH TyTeM DOMICHAN OFXHOPOXHBX YDaBHCHEH
Tsave meTomom mavameHsx dyuxumi A, M. Jlypoe. B xauecTse IpHMEpa PACCMOTPCHE! CITy4al
HArpena MPAMOYTOIBEBIE B XPYIOBEX 00TacTell, PEHAfeHAIHEX IOCKOCTHME , OT PR HBAFONAM
cnoit. JIEHAMEMTECKOE PelleHye TPeJiCTARNEHO “epes MHTerpans obpaenns.

SUMMARY

NON-STATIONARY THERMAL STRESSES IN INFINITE ELASTIC
LAYFR HEATED ON A PART OF IS SURFACE

On some finite part of the upper surface of the infinite layer the temperature is given as a function
of place and time, on the rémaining part and on the lower surface the temperature equals zero.
The general solution of the thermoelastic problem for this layer is obtained. The symmetric and
antisymmetric temperature fields are considered separately. The guasi-static approximation and
the solution of the dynamic problem are derived by means of integral transforms and thermoelastic
potential. The boundary conditions are corrected on solving the homogeneous Lamé equations
with the aid of Lurie’s method of initial functions. Heating of rectangular and circular regions
constituting parts of planes bounding the layer is considered as an example. In the dynamic case
the solution is expressed by the inverse Laplace transforms.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 lipca 1973 r.






