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Praca stanowi probe przedstawienia koncepcii. metody clementow skoficzonych (MES) Jako
szczegolnego przypadku dyskretyzacii cial sprezystych bazujacej na teorii ofrodka ciaglego z w1¢,-
Zami opiatowanej ‘przez Cz. Woiniaka. Pomysha realizacja takiego zamierzenia pozwolitaby nie
tylko na przedstawienic MES jako teorit konsysteninej (dla ofrodka z wiczami), ale takze dalaby
mozliwose dokladnego oszacowania ofrzymanych za jej pomoca przybhzonych wymkow i to bez
znajomodci 1ozw=qzan scls}ych dla osrodka mag{cgo

WSTEP

W niniejszej pracy rozwaza sie dyskretyzowane c1a1a sprqzyste, ktorych ruch opi-
sany jest za pomoca skonczonych ukfadéw niewiadomych funkeji zaleznych tylko
od czasu. Uklad tych niewiadomych jest ukladem uvogdlnionych deformacii, pozwa-
lajacym aproksymowaé rzeczywisty ruch odrodka cigglego ruchem ciata dyskrety-
zowanego o skonczonej liczbie stopni swobody. Podejécie to, wywodzace sie z me-
chaniki analitycznej, jest obecnie bardzo popularne jako metoda elementéw skon-
czonych,

Traktowanie jednak ciat dyskretyzowauych jako cial z wiezami prowadm w kon-
sekwencji do sformutowania teorii konsystentnej (mechanika o$rodkow z wigzami
jest bowiem konsystentna), a wigc w islotny sposéb réznigeej si¢ od znanych do-
tychczas metod. Ponadto wigzy pozwalaja na podanie podstawowego ukladu réw-
nan jako ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych oraz na przeprowadzenie,
przez sily reakcji, oceny stopnia dokladnosci rozwigzan problemdw brzegowych
dla osrodkow cigglych. Jezeli sily reakceji stanowia uklad sit pomijalnie malych w po-
rownaniu z ukladem sit zewnetrznych (masowych 1 powierzchniowych), dzialajacych
na cialo, to otrzymane rozwiazanie mozna uwazaé za dostatecznie bliskie rozwiaza-
nia, jakie otrzymalibyémy dla kontinuum bez wiezdw.

1. DYSERETYZOWANE CIALA SPREZYSTE JAKO OSRODKI CIAGLE Z WIEZAMI

Rozpatrzmy cialo %3 z czastkami X i ustalona konfiguracie . Przyjmiemy,
ze ciato B jest zdyskretyzowane i poddane wigzom, Qznacza to, e podzelic je
mozna na skoficzone obszary “¥,, zwane elementami skoniczonymi lub kidtko ele-
mentami, W,c93, a=1,2, .., 7 takimi, ze

@€y A x@B)Ne(B)=0, x(BYU ok (‘B)= U [ (BB,

aw b
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gdzie &9 oraz 9B, sa ograniczeniami odpowiednio ciata B i jego czeci ‘13,
(rys. 1).

Oznacza to takze, e ruch y kazdej czastki XeB,, a=1, 2, ..., I jest znang funkcja
postaci

(1.2) Y X D=2 (X, ¢(2)

pewnych niewiadomych zmiennych g (1), zwanych nogdlnionymi deformacjami [1].

Liczba skladowych N wektora g (r), gdzie q& V" jest ustalona dla calego ciala 1.

Ogranicza ona z gory liczbe stopni swobody fia elementu skoficzonego By, (fin<N).

: Zwiazek (1.2) odnosi si¢ do czgstek X &,

© W dalszym ciagu bedziemy 7ada¢, aby funk-

cja P, byla okreflona takze w pewnym

podzbiorze x (“B,) (moze to by¢ zbi6r punk-

téw izolowanych) oraz aby miala w nim

odpowiednia regularnogé.

Rys. 1 : Przyjmujae zalezno§¢ uogdlnionych defor-

macji g tylko od czasu, zmierzamy do przed-

stawienia podstawowych réwnan dyskretyzowanych cial sprezystych jako ukladu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. ’

Zaldzmy takse, 7e funkcje ¢ (z) spelniaja dla kazdego a, d=d (a) warunkow
postaci

(1.3) Yo (g (=H=0.

Warunki (1.3) moga charakteryzowa¢ material (jak np. nieSci§liwose) oraz wa-
runki brzegowe nalozone na funkcje q (z). Liczba warunkéw (1.3) nie moze przekra-
czad liczby funkeiji q (¢), bowiem tylko wtedy rozpatrywane zagadmnienie jest okresione.

Oznaczajac tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa dla elementu B, a=1,2,..,1,
przez Ty =T, (X, 7), gestosé masy odniesiong do konfiguraci x przez p,=pw (X),
sity zewnetrzne przez by,=b, X, 1), X € B, TR réwnania ruchu i réwnania
konstytutywne elementu 93, doprowadzimy do postaci [1]:

div T(a) +P(a) ba+ l'(rt) =y ‘x(“)

(1.4)
_ Xer(B), teR a=1,2,..,1

_ 00 (g
?(n) v x_(a)
84 postulowanymi silami reakcji, powstalymi wskutek dziatania wiezow {1.2).
Postulujemy takze, 7e dziatanie wigzéw (1.2) na powierzchni 8x (F8,) N dx (75)
prowadzi do powstania powicrzchniowych sit reakcji s, kiére wraz z obcigzeniami
zewnetrznymi p spelniaja na dx (B) N i (B,) zwiazek '

gdzie T, , Oy ©07nacza funkecje energil spreZystej, a wielkosei ¥,

(15) T(ﬂ) D, =Piay + Sgg) .

Tensor Ty, dla X e dx (9B,) jest okreslony jako graniczna warto$é T, X & x (B,),
a wektor ny, jest wersorem zewngfrznie normalnym do dx (CB,).
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Z kolei dzialanie wi¢zéw (1.2) na powierzchniach dx (B,) N érx (B,), a#b pro-
wadzi do powstania kontaktowych sit reakcji sy, my=5 (s Speiniajacych zwiazek

(1.6) - 8(a) 0= Tay Beay T Tsy Nz »
gdzie n(b) —_— —n(,,). ‘ )
Jezeli ciato U jest hipersprezyste, to réwnania konstytutywne majg postaé [1]

I
1.7 NI LT
aq °
a=1
gdzie .
(1.8) Elry= f Pay Oy K, VR ) AV =Ry Yy -
% (Ha)

Funkcja o, (X, V) jest energia spreZysty elementu 3, oraz Ay,y=RArg; (7) sa
mnoznikami Lagrange’a,

Wprowadzajac oznaczenia

. L . 0%,
f(z, 9)=Z f P b(a)Tq"dV A f p(")_a(;— 5],

(1.9 =t x,(gm 9 ()85 ()
1 o aé(“) ai’(ﬂ) dv .
K= 5 ‘12 f P 2q o q7,
a=1 x{@,)

réwnania ruchu dyskretyzowanych cial sprezystych z wigzami zapisaé mozna w posta-
¢ [1]

d ok ox
Cde éq oq

{1.10) ' h+f

Réwnania ruchu (1.10), réwnania konstytutywne (1.7) oraz warunki (1.3) ze
znanymi warunkami poczatkowymi stanowia zagadnienie poczatkowe dla foankcji
q oraz mnoznikdw Lagrange’a Ay, a=1, 2, ..., [ przy zatoZenin, ze liczba mnozni-
kéw Lagrange’a nie przekracza liczby pozostatych funkeji (tylko wtedy uklad
rownan jest okrelony).

Nalezy podkreslié, Ze warunki brzegowe dyskretyzowanych cial sprezystych
zostaly juz uwzglednione w drugim wyrazie funkcji fy. wzor (1.9),, przez obcia-
Zenia powierzchniowe p,, oraz w zwigzkach (1.3) prrzez warunki natozone na-
funkcje q.

Po wyznaczentu funkeji q i A okreslamy ruch kontinuum z réwnan (1.2), stan
naprezenia z (L4), i sity reakcji z (1.4),, (1.5)-(1.6). '

Jakkolwiek kazde ciato poddaé mozna procesowi dyskretyzacji, tj. podziatowi
na elementy %, to jednak otrzymane wyniki opisuja badany ukilad (w rzeczywistoset
bez wigzow) z dokladnoécia do sit reakeji Tea)» S@ys Saypy traktowanych jako pewne
«dikcyjne» sily zewnetrzne.
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2. KRYTERIUM SZACUJACE D_OKLADNoéc’: ROZWIAZAN

Niech {Xwpts a=1,2, .., p oOznacza wybrany ciag punktow nalezacych
do 1 (W)U édr ((¥). Zakladajac dodatkowo odpowiednia regularno$é funkeji
@, (X, g (7)) w punktach X, ruch otoczenia punkiu X, okreslic mozna
priez wiclomian Taylora W, oraz resztg R, Lagrange’a lub Cauchy’ego::

@ (X, 1(0) =Wy (X Yo D) TR0 (K Yeap ) >
edzie ' ' '
{y{ﬂ'«)} = {X(X(ﬁq)’ T)’ Xyl (X(aa)a T)) EARS ] X, Pipoaee Vg (X((iu)a T)} H
{y(ﬂaj}_c{qi, o @V, H=12,3, r=1,2, ...

Teseli zwiazek (2.1) zachodzi dla kazdego a, to oznacza to, Ze przyjelismy inter-
pretacj¢ uogdinionych deformaciji ¢, ..., g jako wartoSci sktadowych funkeji ruchu
% (X, 7) i ich pochodnych ¥, (X, T), s N9y, X, ©) W punkiach Xianr

Skonczony uklad uogdlnionych deformaciji dany przez (2:1) dla kazdego a pozwala
opisaé ruch kontinuum o nieskoficzonej liczbie stopni swobody przez ruch ukladu
o skoficzonej liczbie N stopni swobody. '

2.1

W dalszym ciagﬁ zalozymy, e uogdinione deformacie (2.1) sa klasy C. (R),
gdeie m=3 (3"t —1)/2. '

Niech po pominigciu reszty R funkcia LT wystarczajaco dokladnie aproksy-
muje rach rzeczywisty elementu 3,. Riorge dla kazdego a odpowiedni stopien wielo-

!
mianu W, funkejg ruchu (X, 7) moina uczyni¢ ciggla w punktach X € \_j Kt
- RSI. ) ' . a=1
Po znalezieniu z réwnan ruchu (1.10) oraz z réwnani konstytutywnych‘ (1.7
nogdlnionych deformacji ¥, wykorzystujac zwiazki (1.4)—(1.6), mozemy wyliczyé
callkowite sity reakeii: ' ’ .

Yy = — (v T+ 2@ D) +Pw Yoy »
22 S@ = L) Be) ~ B |

Sty =T Yay T Boy-

Wystepujace we wzorze (2.2) sily reakcji powierzchniowych s uwzeledniaja
zardWno wiczy Zwigzane z dyskretyzacja jak i podparcie brzegu. W przypadlca wie-
zow brzegowych (narzuconych na ruch powierzehni bxc (%‘)) wystapia sily reakeji
tych wigzéw. Sily te oznaczymy przez s?ﬂ); wiedy powierzchniowymi sitami reakeji
bedg réznice S8, Tym samym sity reakcji spowodowane dyskretyzacja sa
charakteryzowane Przez ¥, s(a}—sﬁ,), S(ay(o)-

Wprowadzmy w przestrzeniach sit wewnetrznych i powierzchniowych (zardwno
by Peay Jak 1 sit reakeji) odpowiednio normy I+1l;, Il+1l2. Norma ff+]}; dana jest dla
funkeji okre§lonych w x(‘l3,)x R a norma i, dla funkeji okreflonych w pod-

13
zbiorach zbioru [dr (VYU L x (B)] x R.
a=1k
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Uzyskane dla ciala dyskretyzowanego rozwiazanie mogna uznaé za dostatecznie
bliskie rozwigzania, jakie otrzymaliby$my dla ciata bez wigzéw wewnetrznych,
jedli dla kazdego a spelniony jest nasi¢pujacy warunek szacujacy:

L
Z Sa)(»)

b=1

(2.3) eyl + 0S el +

= &({fbgayil -+ “P(a)""S&)H) >
2

gdzie S(,,)=sm—s&) i & jest dang liczbg dodatnig dostatecznie maly wzgledem 1
(orientacyjnie mozemy przyja¢ np. £=0,05, gdyz z taka dokladnodcia okredla sie-
czgsto sily zewnetrzne dzialajace na uklad).

Warunek (2.3) mowi, Ze sily reakcji wewngtrznych i powierzehniowych powinny
stanowi¢ uklad sit pomijalnie matych w poréwnaniu z ukladem sit zewnetrzaych
dziatajacych na ciato. ' '

3. PrRzYRIAD

Rozpatrzmy sprezysta powloke z prostokatnym otworem (rys.. 2). Zakrmy,,
ze powloka poddana jest stalemu obciaZeniu p oraz Ze jest utwierdzona wzdhuz
krawedzi a 1 b.

Rys. 2

Dyskretyzacje powloki przeprowgdzoﬁo 'w czterech wariantach dzieléc ja na
20, 40, 60, i 100 czworcéciennych elementéw skoficzonych.

TFunkeje wigzdw @, przyieto w postaci liniowej
X 4,0 1 -4
(3_ 1) @(Q) (x , ”(a)) = 6—V(~r; [a?a) + b(a) xt C‘(z“) x2 4+ dﬁ,) x3] Wegyas

gdzie Vi, jest objetodcia czworodcianu, wyraZajgcy sig wyznaczaikiem czwartego:
rzedu, oraz gdzie a, b, ¢, d sa wielkosciami, bedgeymi minorami tego wyznacznika
i ktére oblicza sig tak jak w metodzie elementéw skoficzonych [2], Sumowanie po «
dotyczy tych indekséw i=1,2, .., s, dla ktérych X, e (9,) Udx (“I5.).

Obliczenie numeryczne sit reakeji wykonano na maszynie cyfrowej GIER, rozwig-
mjac odpowiednie ukiady réwnad algebraiczaych.

Jak tatwo sprawdzi¢ [wzér (1.4)], w przypadku wigzéw (3.1) sily reakeji re,
znikaja niezaleznie od sposobu dyskretyzacji. -
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Przechodzac do analizy powierzchniowych sif reakcji S, wystepujacych w ele-
mentach skoficzonych wariantu pierwszego, otrzymano nastgpuja(_:e wykresy:

1 &
3
—_— ] —
it 4 415
el
100% 1~
80% e ————~
6 7 st
y%f B
4hs -
7234 5 6 Numery elementdv
Rys, 3

gdzie [[f,ll= max {f,|. W rozpatrywanym przypa.dku mamy np. [|¢=0,8 ||pl.
Xedr (A
Przechodzac do kolejnych wariantow otrzymano
1) W wariancie pierwszym (rys. 3) maksymalne sity reakcji sa rzedu sit przylo-
zonych, Wynika to z rodzaju zastosowanej dyskretyzacji («duzen» elementy skonficzone).

_GLTNEINE
174 A ERNE)
el
100% (- L
ik ) S
27 ls i
999
2 2 o

=~

3456 M yelementow

2) W wariancie drugim (rys. 4) otrzymuje si¢ niewielkie zmniejszenie sit reakcji,
spowodowane réwnomiernym zageszezeniem elementéw skoficzonych. W pozosta-
lych wariantach maksymalne sily reakcji zmniejszaja si¢ juz w zadowalajacy sposéb.
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3 t
”/}'A M 7 KA AN
iplf
100% -
st
W% frm— ==
V1
A A -
7 23456 7 8 Numery elementiw
Rys. 5
) Nt
f-irh 2 7
e/l ’
100% [~ : '
s
0% R

e
T 28450 7 8 Numery elementiw

Rys. 6

4. UWAGI KONCOWE

Model ciata dyskretyzowanego wprowadza sic w celu zastapienia ukladu réwnad
rozniczkowych czastkowych ukladem réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Jest to
wygodny sposéb opisu zagadnien teorii sprezystych ofrodkéw c1acgiych dla elektro-
nicznej techniki obliczeniowe;. -

Traktowanie dyskretyzowanych oérodkéw ciaglych jako ciat z Wigzami pozwala,
na oceng ofrzymanych rozwigzaf w stosunku do rozwigzah, jakie otrzymaliby$émy
dla kontinuum bez wigzéw. Uwzgledniajac «fikeyjne» sity reakcji w obciazeniach
zewngtrznych, tzn. rozpatrujac zagadnienie brzegowe z dodaniem wyliczonych
sil reakeji vy, 8, otrzymane rozwiazanie jest rozwigzaniem Scistym,
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Przedstawiony proces dyskretyzacji mozna kontynuowac az do chwili uzyskania.
wszystkich bezwzglednych sit reakcii mniejszych od z géry danej liczby. Trzeba
jednak zaznaczy¢, 7e nie zawsze jest to mozliwe, nie dysponujemy bowiem maszynami
matematycznymi, ktére rozwiagzywatyby uktady rownan o dostatecznie duzej liczbie
niewiadomych. Trudno§¢ te omingé mozna na innej drodze. Mozna mianowicie
wykorzystujac sity reakcji sterowa¢ procesem dyskretyzacji tak, aby przy dangj
liczbie clementéw uzyskaé optymalna siatke podziatu B punktami X, przy ktorej
sily reakciji przyjmuja minimum. Mdéwiac inaczej, mozna zwickszaé liczbe elementow
skoriczonych tylko tam, gdzie sily reakeii sa duze (por. wariant 11 { IT). Problemy
te beda tematem oddzielnej pracy [3].
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PearomMme

JUCKPETWH3IUPOBAHHBIE VIIPVI WL TEJIA W KOHEYHBIE 3JIEMEHTHI

PaGoTa COCTABIAET NOMBITKY IPE/CTABASHMA KOHOEIIEAM METOAA KOHEUHBIX 3ICMEHTOSB
(MK2) xax wacTHore cIydas FUCKPETH3AUMA YOPYIHX T1¢), OCHOBAHHOW Ha TEOPHH CrmoINECH
cpemyl co cps3ME paspaboramEoi Y. BockHAkoM, VCTSMHAS PEANU3ANAR TAKOTO HAMCDCHIT
Ho3BOIENA OEL He TOMbKO MpencTapuTh MKD kak KOHCHCTEHTHYK Teopuio (Fms CPefsl o Chi-
agME), B0 TAKKS JaNa OB BOSMOMKHOCTL TOYHOH OLCHKE DOJYSSHHBIX NDH €6 MOMOILH mpumE-

JKEHARIX DE3YNBTATOB U TO Oe3 3EAHKS TOYHBIX pCEICHP!i;I I3 COACHTHOH cpedbl.
. L]

SUMMARY

. DISCRETIZED ELASTIC BODIES AND FINITE ELEMENTS

The paper represenis an attempt to present the concept of finite elements as a particular case
of discretization of elastic bodies, on the basis of the theory of continua with constraints as presenied
by C. Wozniak, If such attempt proved to be successful, it would enable us not only to present
the finite element theory in a consistent form (for constrained media), but also to estimate the
accuracy of the approximate results obtained by the method, even without knowing the exact
solutions for continuous media.

INSTYTUT MECHANIKI i INSTYTUT MASZYN MATEMATYCZNYCH
UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO

Praca zostala zfozona w Redalkcfi dnia 15 pafdeiernika 1973 1.






