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ZAGADNIENIA ROWNOWAGI
GRUBEJ PLYTY POPRZECZNIE IZOTROPOWEJ

BOGDAN ROGOWSKI (£.OD7)

W pracy podano rozwigzanie przemieszezeniowych rownath zagadnienia réwnowagi grubych
plyt poprzecznie izotropowych. Rozwigzania skladaja sie 2 calek szczegdlnych oraz z funkeji
wiasnych jednorodnego Zagadnienia brzegowego na plaszezyznach ogtaniczajacych z= 45 Wérded
rozwigzan jednorodnych, zapisanych w postaci zmiennych rozdzielonych, wystepuja odpowiednie
funkcje zmiennej z (wzdluz gruboici plyty) i funkcje dwdch pozostatych zmiennych: biharmo-
niczna w zagadnieniu plytowym i harmoniczna w zagadnieniy tarcZowym oraz metaharmo-
niczne zespolone, sprzgzone funkcje dla potencjalnego pola przemieszezenia i metaharmoniczne
rzeczywiste funkcje dla pola rotacyinego. Jako przypadek szczegblny omawianego W pracy
oérodka rozpatrzono ofrodek izotropowy.

WSTEP

W pracy [6] autor, wychodzac z réwnaf podanych w [3] i wykorzystujac specjalne
operatory rézniczkowe, wprowadzone przez A. L. LURIE [1 i 4], rozwiazal zagadnie-
nie sprezystej réwnowagi dla nieskoficzonej warstwy z materiatu o izotropii po-
przecznej. Przy rozpatrywanin réwnowagi grubej plyty skoficzonych wymiaréw
warunki brzegowe spelnia autor, zaktadajac stosowalno$¢ zasady de Saint Venanta.

W niniejszej pracy buduje sig rozwigzania dla zagadnien réwnowagi grubej plyty
poprzecznie izotropowej, dowolnie obcigZone] na plaszczyznach ograniczajagcych.
Rozwiazania te moga byé wyjSciowymi do analizowania tréjwymiarowego pola
naprezeh 'w grubych plytach i daja mozliwosé dokladnego spetnienia warunkow
brzegowych na konturze plyty. Poszukiwanie rozwigzad scistych w ramach tréj-
wymiarowej teorii sprezystosci jest w przypadku plyt poprzecznie izotropowych
szezegblnie wazne, gdyz jak wiadomo wickszo§¢ z nich charakteryzuje sig duza po-
datnofcia na Scinanie i wplyw odksztaloen postaciowych na stany mapreZenia jest
w nich znaczny [9].

WAZNTHISZE OZNACZENIA

Greckio indeksy przebiegaja wartofei 11 2, a lacidskie 1, 2, 3. Przyjeto konwencie sumacyjng;
powtarzajace sie indeksy greckie oznaczaja sumowanie od 1 do 2, a faciiskie od 1 do 3.
%=(x,, x3=2) przestrzenny ukiad wspdlrzednych kartezjanskich; prostokatny (osie
x, leza w plaszezyinie Srodkowej plyty, of z skierowana pionowo do
gory),

Deun
—rm=(u),a=0 (..) pochodna czastkowa wzgledem X,
a.

a—"m(...)’ pochodna wzgledem z,
'z

X
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A=82433=(...),ss oOperator Laplace’a wrzgledem dwoch zmiennych x; 1 xa,
u; (e, #3)  skiadowe wektora przemieszezenia w  plaszezyznach odpowiednio
réwnoleglych i normalnych do plaszezyzny srodkowej,
5;; skiadowe tensora odkszialcenia,
oy skiadowe tfensora naprezenia,
pii ()=(pE, ¢%) zewnetrzne powierzchuiowe sily przviozone odpowiednio do gérnej
(+) i dolnei (—) plaszezyzny plyty (p, — obcigZenia styczne, ¢ —
ohciazenia normalne), dla ktbrych umowa o znakach jest taka sama jak
- dla naprezen odpowiednio stycznych i normalnych,
¥ (x,), ¥ F () funkcje obciaZen, ktbre przy danych cbcigzeniach stycznych pE wyzna-
cza sie ze wzorow (2.8).
Az, Az, Aa, i1, iz Darametry materiatowe dla ofrodka poprzecznie izotropowego,

E G,v,E;, Gy, v; moduly sprezystosct 1 wspolczynniki Poissona dla ofrodka poprzecznie
izotropowego W plaszezyznach odpowiednio réwnolegtych i normal-
nych do izotropowej plaszczyzny srodkowei,

ef  symbole permutacyjne,
8.n delta Kromeckera, '
2k grubosé plyty.

1. PODSTAWOWY UKLAD ROWNAN DEA OSRODKA POPRZBCZNIE IZOTROPOWEGO

Rozpatrzmy w ramach tréjwymiarowej, liniowe] teoril sprezystosci zagadnienie
réwnowagi plyty, dowolnie obcigzonej na plaszezyznach ograniczajacych z= +Ah.
O materiale ptyty zalozymy, 7e jest jednorodny, liniowo-spreZysty, poprzecznie
izotropowy, przy czym plaszczyzna izotropii pokrywa sig z ptaszczyzng $rodko-
wa plyty. )

Stan naprezenia i odksztalcenia rozpatrywanego ofrodka opisuje si¢ uogdlnio-
nym prawem Hooke’a, wigZacym naprezenia o;; i mate odksztalcenia &; [2]

0—1,8:}'1 5¢ﬂ 81,-}, “‘1'/1;_ 5,1,5 833 +2,u1 Ea.ﬂ 3

(BY) L G2 fas
G33=A Eyy+ A3 Eaas

réwnaniami réwnowagi
(1_2) 0’1-_,-,1+Xi=0,

zwigzkami Cauchy’ego
1
(1.3) _ 3i1=7(uf,j+ui:i)'

Do tych réwnan nalezy dotaczy¢ warunki brzegowe, ktére dla plaszezyzn ogranicza-
jacych z=-+h moga wiazaé naprezenia w ofrodku z powierzchniowymi sitami
zewnetrznymi i ktdre napiszemy w postaci {i]
(1.4) UE'\IzzniJ?sizz-—k:qiiq:,

Gu3|z=1|iaoc3liz= —h TPy *p, -

Dla pozostalych brzegdw wynikaja one z warunkoéw podparcia lub obcigZenia’
i moga by¢ na przyklad dla brzegu x,=a=const postaci

(1'5) ullxlzu:uzix1=u=u3!xl=a=0
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dla brzegu sztywno zamocowanego;

(1.6) Uile,=a=013le,ca=Usls,.a=0

w przypadku swobodnego zamocowania brzegu;

(L7) | O1leyma=0 12l a=tals, =0

dla brzegu przesuwnie podpartego;

(1.8) Ol ma=taly =g =3y o =0

dla brzegu nieprzesuwnie podpartego;

(1.9) O-iixlza:alzlxI:a:alS vy=a=0

dla brzegu swobodnego; .

(L.10) Oiley=a=N(¥2,2),  Oi2li,ee=T(x2,2), Oislsca=2Z(%s, 2)

dla brzegn swobodnego obcigzonego napreZeniami odpowiednio normalnymi
i stycznymi;

(111) u1,x1=a=U(x2: Z)’ 612|x1=a=T(x2, Z), 0'13fx£=a=Z(x2,Z)
dla brzegu swobodnego z danymi naprezeniami stycznymi i danym przemieszcze—
niem.

Wystgpujace w réwnaniach (1.1) parametry matenalowe A, 1, Wyrazaja sie przez
techniczne stale wzorami:

1= E T T D G E
YTy 1v=2nv, TV T 20
1
1.12 =g— ' -
( ) ) 2‘2 El““"v—"leVz’ Ha GI;
l—v
EV1=E1V2.

Ay =Ey 1—v—2vv,’

Podstawienie (1.1) do (1.2) z uwzglednieniem (1.3) prowadzi do przemieszezeniowych:
réwnan réwnowagi omawianego osrodka ktére przy pomini¢eiu sit masowych X
napiszemy w postaci

(A4 +#1) Uy pat 11 Uy, ppt Ha ty a3+ (Ao 1) U3, 3.=0,
(Aot o) vy, g3+ 11y 4y, gyt g t3,33=0.
Warunki brzegowe (1.4) po uwzglednieniu réwnan (1.1) i (1.3) maja postaé

(A2 thy, o 25 15 ) nt (s Up,at Az Uy s)ee =g g™,

(1.13)

(1.14) 1
(ua, 3+u3,a)|z=hi(ua, 3+u3,m)iz=—h=z(p: ipoc_) .

Zagadnienie réwnowagi dowolnie obcigzonej, poprzecznie izotropowe] warstwy
rowadza si¢ do scatkowania réwnan (1.13) przy warunkach brzegowych (1.14).
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2. ROZDZIELENIE ROWNAN PRZEMIESZCZENIOWYCH 1 WARUNKOW BRZEGOWYCH

Rozwazymy teraz problem zastgpienia  wyjéciowego ukladu réwnan (1.13)
i (1.14) przez uktad roéwnat z dwiema niewiadomymi i jedno réwnanie z jedna nie-
wiadoma. Uzyskamy to przez wprowadzenie tzw. funkcji rozwigzujacych. W tym
celu przedstawimy skladowe wektora przemieszezenia za pomocy funkcji przemiesz-

czen w postaci [5]
.0 U=T ,+EL @ g,  Uy=W.

Podstawiajac (2.1} do (1.13) stwierdzamy, Ze przemieszezeniowe réwnania beda,
speione, jesli funkcje ¢, 2, w spelniajg réwnania

Hy Ap=0,

o'+
P Ha

. : A2 Aot pt
(2.2) i AR g 2T o,
H2 H2

Azt o

Ha
I r A — .
n '+ w +—13 w=0
Podstawienie {2.1) do (1.14) prowadzi do warunkow brzegowych dla funkcji ¢, v, w:

Oy A0+ oy W) ant Gz A0+ A5 Wlo k=" 47,

2.3) L L 1
(v,a+ea¢,6+w,a)5251|i(w,a+ea gg,ﬂ"'w,a)lz:—hzju_(,pag iP,x)
2

W celu wydzielenia w warunkach brzegowych (2.3) zwiazku dla funkcji ¢ postgpimy
nastepujaco (por. [5]). Funkcie obcigzen stycznych p, p, wyrazimy przez nowe
funkcje w postaci

(24) po?::Ti-l—Eg st’
co prowadzi do nastepujacego WyraZemia warunkéw brzegowych (2.3);:

(25) {(‘Ur + ]v)|Z=hi(‘U,+w)|Zm —J.I}, a+E£ [go,lz:ki (0,¥z= —h], =
1
=— (" 277), A (" £ x 7).l
Ha : .

Warunki te beds spelnione, jesli funkcje ¢, o, w spelmiac b@d@ zaleznosci

' 1
('Ur+w)!2=hi(w’+w)}z=—n= i (z*+77),
: 2

(2.6)

1
@b 9'lemn = (TR
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Warunki brzegowe na plaszezyznach z=-+h maja ostatecznie postaé
i ] 1 s -
Oloant@’loc=—— (" £x7),
Ha
2.7 (A2 dv+ 25 W)laant (hy dotds w)lean=g" +q",
: .
(ﬂ'+w)iz=hi(ﬂ’"‘rw)[z:_k-:ﬂ— (ztt77).
. 2

Przy danych funkcjach pZ funkcje %, y* wyznaczymy ze wzoréw:

r~~ff(p*——ln.+p5 ailn—) dé dn,

(2.8) . ( . 3 _)
ri={ [ (ot g tn=p v I | e,
2

r=(x— P (e — 1),
ki6re otrzymuje si¢ przez wykorzystanie zaleznosel (2.4):

. ot dy* gttt  Qyt
pi= pr=—

%, - 0%, ax,  ox

oraz wprowadzenie nowych funkcy w],w; wiazacych sie z funkcjami ¢*, y*
zalezno$ciami

& &

do} o3

dx, dx, £

* %
dw; a3

ox, x4

I w zwiazku z tym spelniajacych réwnania

dof=pt, dof=p}.
Zauwazymy przy tym, 7e zachodza zwiazki
2.9) Pro=At%, el pE,=dAy*.

Tak wige sprowadziliémy zagadnienie réwnowagi warstwy do znalezienia rozwia-
zafi rownafl (2.2), spelniajacych warunki brzegowe (2.7). Zauwazmy, ze dla po-
tencjalu ¢ mamy oddzielnie réwnanie (2.2), i warunki brzegowe (2.7);, natomiast
dla funkeji o, w mamy uklad dwéch réwnan rézniczkowych (2.2), i (2.2); oraz uklad
warunkéw brzegowych (2.7), i (2.7).

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENTA

Stosunkowo latwo uzyskamy rozwigzania dla funkcjii @, opisujacej zgodnie
Z (2 1) rotacyjng czesé skla.dowych wektora przemieszczenia w plaszczyzme pivty:

(3 1) «f rx?,ﬂ‘
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Zgodnie z (2.2), i (2.7); mamy dla funkeji ¢

(3.2 o+ 4p—0,
_ Ha

1
(3.3) ¢’Iz=ni¢'lz=_ﬁ;—(x+ix“)-
2

Poszukujac funkcjii ¢ w postaci iloczynu
(3.4) 9 (x4, X9, 2)=G (D) W (%41, X2)

otrzymujemy z (3.2): dla funkcji G (z) zwyczajne réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu

(3.5) G’ (2)—g*> G (2)=0,

a dia funkcji w (x,, x,) réwnanie Hebmholtza

(3.6 Ay +E2 g y=0,
. Hi

gdzie g2 jest dowolna stalg.
7. (3.5) otrzymujemy

(3.7) G (z)=A sh gz+Bch gz
w przypadku gdy g#0,
(3.77 G* (z)=A* z+B*

w przypadku gdy g=0.

Dalej bedziemy zakladaé ¢g+#0, gdyz dla g=0 rozwiazanie moina otrzymad
z ogdlnego przypadku, wykonujac przejscie gramiozne.

Uwzgledniajac (3.7) w (3.4) otrzymujemy dla funkcji ¢
(3.8) ¢ @ (X1, X2, 2)=(A sh gz+ B ch gz) w (x4, X5).

Warunki brzegowe (3.3) prowadza do réwnan

1
Awgeh gh=—— (" +x7),
yachgh=- - (x*+x7)
(3.9)

1
Byq shqh=——(x*—27)-
wq shgh== —(x"—x")

Rozwiqzujqc (3.9) wzgledem Aw i By i uwzglgdniajac (3.8), otrzymujemy poten-
cjat p:

sh gz ch gz ]

1
(B.10) ¢ (x4, X, 2)= 2, [(X(x1 ant X(xl,xz))m+(xgc;, ™ X x)) 4 sh gh

ktéry zgodnie z (3.1) opisuje rotacyjng cze§¢ pola przemieszczenia. Funkcja prze-
mieszczen @ okrefla dwa niesprzezone rotacyjne pola przemieszczen: jedno z nich.
jest antysymetryezne wzgledem plaszezyzny $rodkowej i wystgpuje w zagadnienin
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zginania plyty, drugie —— symetryczne wzgledem plaszczyzny $rodkowej, odpowiada
zagadnieniu tarczowemu w plycie, a wice przypadkowi rozciagania-§ciskania phyty.
Te dwa stany napreZeh nazywaé bedziemy umownie odpowiednio zagadnieniem
plytowym i tarczowym, Znajomosé rozwiazania (3.10) jest na 0g6t niewystarczajaca
do rozwiazania konkretnego zagadnienia brzegowego dla konturn plyty. Dlatego
tez w dalszej czgéci skonstruujemy rozwigzania jednorodne, tj. takie, ktére odpowia-
dajg funkcjom przemieszezed przy jednorodnych warunkach brzegowych (3.3).

Znajomos¢ tych rozwigzafi wraz z rozwigzaniem szezegdlnym, uwzgledniajacym
obcigzenia plaszezyzn ograniczajacych z=+h, ktére dane jest wzorem (3.10),
pozwola na spetnienie warunkdéw brzegowych na konturze plyty. Jednorodne wa-
runki brzegowe (3.3), po uwzglednieniu (3.8), prowadza do réwnan okreélajacych
parametry q:

(3.11) g ch gh=0
dla zagadnienia plytowego; '
(3.11) g sh gh=0

dla zagadnienia {arczowego.
Réwnanie (3.11) ma pierwiastki

1
(3.12) go=0, - qk:i(k—"i—) mh™';  k=1,2,3, ..,

a pierwiastki réwnania (3.11°) sa nastcpujace:

(3.127 90=0, q=ikmh™'; k=0,1,2,3,...

Zerowemu pierwiastkowi w zagadnieniu plytowym odpowiada liniowa funkcja
zmiennej z, przy ktérej jednorodne warunki brzegowe mogy byé spelnione tylko
wtedy, gdy funkcja ta jest toZsamoéciowo réwna zeru. Pierwiastkom, okreslonym
wzorami (3.12) i (3.127), odpowiadaja funkcje wiasne jednorodnego zagadnienia brze-
gowego, spelniajgce zgodnie z (3.6) réwnania

G, (k 1)2 I 0

I ) 72 h Wk.: »  k=1,23 ..

dla zagadnienia plytowego oraz

3.13) Ay,

Gy
G k> 7* h=2y,=0, [k=0,1,2,3,..

‘dla zagadnienia tarczowego. :
Wzory okreflajace funkcje przemieszezenia ¢ otrzymamy uwzgledniajac w (3.8)
wartosci pierwiastkow (3.12) 1 (3.12"). Mamy wiec :

(3.13) Ay, —

B% . 1Y -z .
(3.19) P (%1, X3, 2)= Z Sin Ak =) 7w e (%1, x2)
_ =1 .
dla zagadnienia plytowego oraz

= zZ
(3147 P Ger, 32, 2) = | cos kn— yi (51, %)
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dla zagadnienia tarczowego, gdzie za stale dowolne Ai oraz B przyjeto 1. Uwzglgdnia-
jac we wzorze (3.1) zaleznosé (3.14) i nieparzysta wzgledem zmiennej z cze§é rozwia-
zania szezegdlnego (3.10), otrzymujemy dla rotacyjnej czefci skladowych wektora
przemieszczenia W plaszezyznie plyty nastepujace rozwiazanie w zagadnienin ply-
towym: .

1 sh gz
(3.15) u;l (xl, Xay Z)=-é?1 ————‘—q ch qh Eg [X&L,xz)+x(:¢1>x2)}sﬂ+_

- 1\ =z
+€f Z sin 7 (k - 3-) — Yk (%1, X2)3

k=1
funkcje wy, spelniajg réwnania (3.13):

G, 1\?
(3.16) dye=— =) 7 BP0, k=123, .

W rozwiazaniu szezegdlnym wystgpujacym w (3.15) g jest dowolna stat, jednak taka,
aby ’

ch gh+#0, .
czyli

1
(3.17) q;ef(k—_—z—) ah-t,  k=1,2,3, ...

W szczegdlnofel przyjmujac ¢=0, otrzymujemy

1 : 2y 1\ z°
(3.18) : . uf= G, zef [yt + 7 0 tEl Z sin n k—“E = Vs
: A :

Dla zagadnienia tarczowego ofrzymamy

1 ch gz

(319) u;{ (xls X, Z) = 2G1 Eg [x(-fq, x2) x(:u, xz)]. il +

g sh gh
D w .
. Te 2 cos k”? Wan, 5 (¥15 X2)»
k=0
przy czym funkcje w, spetniaja réwnania

: G
(3.20) _ Aw%-“—é—kz 7 k2 =0, k=0,1,2,3,...

W rozwiazanin. szczegSlnym, wystgpujacym W (3.19), za g mozna przyjac do-
wolna stala rézng od knh~*, k=0, 1,2, 3, .... Zauwazmy, Ze rozwiazania Wy, Wag
w istotny sposéb zalezg od stosunku modutu $einania w plaszezyznach prostopadiych
(G,) do moduhu écinania w plaszczyznach réwnoleglych (G) do izotropowej plasz-
czyzny frodkowej. Dla wickszosci materialow poptzecznie izotropowych stosunek
ten jest maly (od 1/40 do 1/2) w poréwnaniu z o$rodkiem izotropowym [1].
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Jak wynika z (3.16) i'(3.20), przy malych stosunkach G,/G wplyw rozwigzan
zwiazanych z funkcjami y, 1y jest duzy. Jest to fizycanie oczywiste, gdy? stosu-
nek G,/G charakteryzuje podatno$¢ plyty na §cinanie i im mniejsza jest jego warto$c,
tym wplyw odksztalcenn postaciowych w plaszczyZnie plyty na stany napreZenia
1 odksztalcenia jest wigkszy. .

Przejdziemy teraz do znalezienia rozwiazaf zwiazanych z funkcjami w i o, ktére
zgodnie z (2.1) okreflaja potencialne pole przemieszczer. Funkcje w i @ spelniajg
vktad réwnan (2.2), i (2.2); oraz uktad warunkéw brzegowych (2.7), i (2.7)5. Dla
rozwigzania tego zagadnienia przyjmiemy symboliczny zapis A. 1. Eurm [l i 4].
Bedziemy zatem w réwnaniach (2.2), i (2.2); operator Laplace’a traktowaé jako
wielko$¢ algebraiczng. Dla funkeji w (x,, 2), v (x,, z) mamy wiec uklad «zwyczaj-
nych» réwnai rézniczkowych (2.2),, (2.2),, ktdrych rozwigzania uzaleinione sg
od pierwiastkéw rdwnania charakterystycznego

r4+A ((2‘1 +2ﬂ1) 113'“.&2 (/’{2 +2,u2)) ,‘2+ /11 +2ﬂ1
Ha g A3

A42=0,

“'(3‘21)

Pierwiastki réwnania (3.21) przedstawimy w postaci

(3.22) r1,2=ii]/251, f'3,4=iil/232,
gdzie _
(3.23) {Sl}={(’11+2“1) A= d (Gat20a)
- 52 2py A
+ [((/11 F203) A3 — Ay (Aa+205) )2_ ,1,1—}-2#1]1/2}1/2
B 20, Ag As

Iub po uwzglgdnienin zaleznosct (1.12)

” {31}_{ 1 (G ) 1 (G )2 E l—vlvz]j“’z}”2
CRSO I P bk e G, 2 i{(lw)Z?}f V2l TR 1o ’

W pracy [3], w ktdrej zagadnienie réwnowagi omawianego oérodka sprowadzono do
catkowania kolejnych réwnani drugiego i czwartego rzedu, operatory rézniczkowe
zalezg od parametréw analogicznych do okreslonych wzorem (3.23). Ze wzoréw
(3.23") wynika, Ze parametry s, 1 5, sa: a) rzeczywiste, gdy

1 ( G )2 E 1-v, v,
C29 T Ve T P E T
b) zespolone, gdy zachodzi nierdwnosé przeciwna,

Parametry sy, 5, nic mogg by¢ urejone (por. tez {2]). Przy konkretnych (realnych}
wielkodciach stalych materiatowych zachodzi nierdwnosé (3.24), Jak wiadomo,
materialy-kompozycje typu laminatow charakteryzuja sig silng anizotropia. Ich modut
E w plaszczyznie plyty przewyzsza modul E; w kierunku poprzecznym 5 do 15 razy, -
a modul §cinania 5 do 100 razy. Jesli zbrojenic laminatu stanowig maty szklane,
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maty azbestowe, czy maty z drutéw stalowych, co ma czesto migjsce w przypadku
d#wigar6w powierzchniowych, to mozna traktowaé go jako material poprzecznie
izotropowy, spetniajgcy nieréwnoéé (3.24). Jesli w (3.24) zachodzi réwnodc, to

Sle -l
§1 =827 1—v Gl Va »

przy czym dla izotropii, dla ktorej G=0G, v,=Vv mamy
5, =85,=1.

Dalej bedziemy wszedzie zakladad, 7e 5, #5,. Rozwigzania dla przypadkue réwnych
pierwiastkéw (s, =5, =1) mozna otrzymaé z rozpatrywanego rozwigzania ogtlnego
przez odpowiednie przejécie graniczne. Przypadek s,=s5,=a mozna (przez podsta-
wienie z’'=az) sprowadzi¢ do analogicznego zagadnienia dotyczacego orodka izo-
tropowego, omdéwionego w {4]. W przypadku pierwiastkéw jednokrotnych niewia~
dome funkcje w, v wyraZajq si¢ przez cztery funkcje wy, w,, vy, v, Zmiennych x,, X,
przez Wzory _
w=_Cy (w)+ C, (Wl)+ﬁi S (dw)+ B2 8 (dey),

(3.25) ¥ d ) ”
v=0, Sy W)+ 8 @)+ C; (w2)+C(22),
gdzie
{3.20) Gg=ks.—3, [f,=05
Przy czym
E (1—v) G (1—v—2v,7,) 26 (1 vy vy) .

K=, 8= — oy

(3.26") H H 4 H

H=.EV1 +G1 (II—V—2V1 vz),

a s, dane sa wzorem (3.23").
We wzorach (3.25) przez symbole C,, S, rozumiemy operatory rézniczkowe,
majgce postad

WanZn ZnAn
C=coss,zV A= 2( )(Zn)f“ ,

(3.27) n=0 J
: 5 §in 5, z VA (= 1) s2n g2m+1 gn
s V4 _Z Cn+D!

a funkcje w, (x,), 2, (x,) wyznaczymy z warankéw brzegowych (2.7); 1 (2.7)3. Z tych
warunkéw brzegowych oraz budowy funkeji w, v wynika, 7¢ stan napreZenia rozdzie-
la sic na symetryczny i antysymetiryczny wzgledem plaszozyzny §rodkowej. Anty-
symetryczna deformacja, okre§lona funkcjami w,,v,, odpowiada zagadnieniu
plytowemu, a symetryczna okreslona funkcjami w,, vy — zagadnienin tarczowemu.

W przypadku zagadmema plytowego warunki brzegowe (2.7), i (2.7); prowadza
do réwnan

. 6_[_ C1 w1+52 62‘2)1-— (T +T ),
(3.28) 2

1
Oy 8y dw+6, S, Aviz-iyj(q_ —q%),
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gdzie d,, 9, sg liczbami zaleznymi od stalych materialowych, okreSlonymi wzorami

{51}_131{(} {(G ) E (I-viw) (1-) ]m}
{3.29) s, H ai a—vz “ET .

Z (3.28) otrzymujemy uwzgledniajac (2.9),
AW1}_ 1 {TCI}{S:Z s +07),a—C, (q~—q+)}
Ao, Colg™ =g =S (p 00’

26,
gdzie operatory C,, S, (bez uczkéw) otrzymuje sie z (3.27) przez zamiang z na k;
Ky, ¢, 83 liczbami, ktére dla danego materiatu WYZNaczymy ze wzoru

S
3.31) %, _E E[Z G ' (1 —v v2) (l_v)] AN
oAy G, Vi—V, vy T+7

(B30 [C 8-, Sl]{

K2

Uwzgledniajac we wzorze (3.25) dostosowanym do zagadnienia plytowego zwiazki
(3.30), a nastepnie podstawiajac do (2.1), otrzymujemy dla skiadowych wektora
Pprzemieszezenia potencjalnego pola przemieszcezen w zagadnieniv plytowym naste-
pujace rozwigzania w zapisie symbolicznym  operatorowym:

[C, 8,—C, Sll(Aua)L-z%l{{xl Sy €15 8y Gl (pd 407+
(.32) 1 s € Co—xy €, &1 (g~ —g*)),
[Cy S,—C, SI](Auf):—Za{[(l —%1) 83 81— (1—1x,) S, §]x

e +27)+H1(1-12) € 8o~ (1-%)) €, 8,1 (g~ —q*), .}

Analogicznie post@pujéc otrzymamy rozwigzanie dla zagadnienia tarczowego,
Ma ono w zapisie symbolicznym operatorowym postaé

1 L -
[.S'g_ CI‘SZ_Sf Cz Sl] (ﬂs):"z“a_ {S?Szz [J’Cl Sz S1“TC2 S1 Sg} (q+ +q_)+
1

(3.33) +[S§ i Cy Sﬂz*"-s";‘ r; O S~1] (=* _'5—)},

fs3Cy S,— 57 Cy 84] (duf)= HE N e —s3 i, 8, Ci1(g* +q7) ot

Flee Co &~ €, 1@t —27), b

26G,

Potencjalne pole przemieszezefi wyznaczone jest przez rozwiazania, ktSre w zapisie
symbolicznym operatorowym maja postaé (3.32) i (3.33). Operatory rézniczkowe
S,, C,, dzialajace na przemieszczenia (funkeje zmiennych x;, x,, z),5a operatorami
wzgledem dwdch zmiennych x,, x,. Po prawej stronie wystgpuja operatory €, S,
ktére po rozwinigeiu w szereg potggowy dadza wydzielona wspélrz¢dna z i operatory
rézniczkowe wzgledem zmiennych x,, %, dziatajace na obcigzenia — funkeje tych
samych zmiennych. W konsekwencji otrzymane réwnania s3 dwuwymiarowe para-
metrycznie zalezace od wydzielonej zmienngj z. Stwarza to mozliwo§é analizowania

Rozprawy Inzynierskie - 11
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tréjwymiarowego pola przemieszczes, naprgzeti i odksztalcen w statycznych
zagadnieniach z zakresu grubych plyt. Znajomosé rozwiazan réwnai (3.32) i (3.33)
jest na ogot piewystarczajaca dla spetnienia warunkow brzegowych na konturze
plyty. Z réwnan tych mozna znalezt rozwigzania szezegdlne, uwzgledniajace obcia-
zenia na plaszezyznach ograniczajacych, przy czym dla duzej klasy obcigZzen mozna
je znaleZé w sposob §cisty, wykorzystujac otrzymane powyZej réwnania w zapisie
symbolicznym operatorowymn.

Jedli np. dziatajgce na plyte obciazenia normalne g* (xl, X,) rozwinaé w szeregi
trygonometryczne zmiennych x, Xa.

@ o ’
N . omRxXy | WMEX
(3.34) g (xy, X3)= Z 2‘ g sin L sin ——,
A L,
m=1 n=1

gdzie

: no nEX,  MEX
(3.34’) q;5,= f f g* (xy, xp) sin———sin ——= - dxy dx,

L l I L

(11, I, charakterystyczne wypiary w planie, w kierunku odpow1edn10 osi xy 1 X2)
i skltadowe wektora przemaeszczema przedstawié w postaci szeregdw

L nux MaxX
Sl R . 1, 2
3= Anm (x3) s -— 8 7T,
Z L [
m=1 n=1
nmxy | MTX
(3.35) w  w 1 Bum(xa)cOS 3 sin
=2 2 o
- b
d RTRXy mux;,
m= n= 3 [ ———
Cmn (.)C3) sin I cos ]
1 '3
to wykorzystujac zaleznosé '
. nmxy | MAXp o . nmXy | MAX
sin sin - : sin sin
A L I I
\ nmx, | muxX, 7 \** ) nmxy | MTX;
(3.36) (4)jcos— sin =|-—) (—n?2—m* %) cos sin ———(»
s I L Iy l
. RAmXy M, . _nmxy X,
sin cos sin cos——
[ [ _ L 'y

L\
il

otrzymamy ze wzoréw (3.32) dla sktadowych wektora przemieszczenia W Zag
phieniu plytowym nastgpujace rozwiazania:

_ 1 3'1 §a W (2)
(3'37) ll3 - Z Z (n +n22 ﬁz)ljz an - ( nm_‘qnm)
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) ll 1 - = 113 1 Unm(z) - +
37 {}— "G, {ﬁ}Z 2 {m}m O (o)~

fe.d.] m=1 p=1
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HT Xy ., X,
CoOsS———sin———
I L
X . s
ATX, MAX,

[1 CO8 ]2

sin

gdzie": 0ZNACZOMNO
h S z -
W (2)=r1c, ch ™ ]/nz+m2 B2 ch TS l/nz+m2 B —
1 i ,
— Z A —
— X, c:h:n:l—sz ]/712+m2ﬁ20h7z“—6‘1 ]/n"—f-mzﬁz,-
1 1
\ = ' h ]/ 2 Z pa Z '/ 2 2 pz
(3.37") [;T,,,,,(z)—(l—urcz)slchﬂ:Tlsjl n*+m? fi shs'r—ll—sz s m® f7—
o A
_—(l—fcl)szshnTSL]/n2+m2ﬂ,2 chnTsz }/n2—£~m2ﬁ2,
. 1 1

. h -
Qnm= (51 +Sp,) sh ?'ET (,5'1 -n-_gz) ]/n?- 2 ﬂz__,
L

h ————
—{s;—s,)sh i (s1+52) Va? +m? J/al
1 . A

Zauwazmy, ze tak skonstruowane rozwiazania okreslaja pole przemieszezefi dla
swobodnie podpartej, poprzecznie izotropowej plyty o wymiarach w planie /7, i I,
gdyz spelniaja one tozsamosciowo warunki brzegowe (1.8) (dla kazdego z).

Dla spelienia innego typu warunkéw brzegowych niezbgdne sg rozwigzania
jednorodne, Diatego skonstrunjemy teraz rozwigzania jednorodne dla potencjalnego

pola przemieszczeri. Dla zagadnienia plytowego, w przypadku gdy warunki brzego-
we (3.28) sa jednorodne, tj. majg postaé

(3.38) O Cy(wi+d, Co{w)=0, 4§, 5, (Awl);l-éz 8, (Av)=0,
wprowadzimy nows funkcje przemieszezen w, taka, e

-(3.39) vi=—8, Cy (y3),  wi=08, Cy (ws). ,
Warunki brzegowe (3.38) beda spetnione, jesli funkeja y, spehiaé begdzie réwnaﬁie
(3.40) (S Co—C, 8,) Ay, =0. |

_:_:Uwzglf;dniajacc (3.39) we wzorze (3.25) «ograniczonym» do funkejiowy, v,, otrzymuje-
my na skladowe wekiora przemieszczenia potencjalnego pola przemieszezeh w za-
‘gaduieniu plytowym nastepujace WZOry:

us=(3, C, &,—6, Cys,

”:=(°°1 d; C; §_1—°€z 6, Cy §2) Va,e- .
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zaga&hienia tarczowego Z jednorodnymi warunkami brzegowymi na plaszezy-

ach z= ‘ k, postepujac podobnie jak w analogicznym przypadku dla zagadnienia
plytowego, otrzymamy nastepujace WZory na skladowe wektora przemieszczenia:

Dla:

o .('-,3; 4’2') N W =[(s3— B0 81 Co—(5—F2) 52 Cil Waras
Y uy=[f> (Si_ﬁl) 84 S,— B (Si_ﬁz) S, 81l Ay,
przy czym funkcja w, spelnia réwnanie

(3.43) [s2 S, C,—s2 Sy C3] Ayy=0.

4., Pr7EISCIE DO ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Forme symboliczna roiwiqzaﬁ' jednorodnych (3.40) - (3.43) zastapimy forma
rézniczkowa. Réwnania dla funkeji s i w4 przedstawimy po prostych przeksztal-
ceniach w postaci L

sin (s, —55) YAk sin (s +s3) 1/2]1] _

@.1) [ (5.—52) AR TETS, VA4h dy:=0,
[ sin (s1—s2) Y4k sin (5, +82) ]/Zlk] B

“2) ‘ [ (s,—s2) /A R (51 +s) YAk Ays=0.

W celu przejicia od symbolicznego zapisu réwnad (4.1) i (4.2) do réwnan rdzniczko-
wych trzeba znalezé pierwiastki réwnan

“3 [sm (sy—s2) AR sin(s;+5) Y4 h]_

| _ (s1—~52) Y AR (5f1+.5'2) yan 1 7
44 y [ sin (§; — 52) L/Z h _si‘n (51 +55) !/Z A ]': N

’ (51—5’2)-]/4”1 - '(31"|”"5'2)ﬂh : .
Roéwnanie (4.3) ma pierwiastki nastgpujace: -
(4.5) | (D=0, k=1,2,34, ..
oraz, | : " '
4.5 (VD= £Uatin) b=,  k=5,6,7, ...,

gdzie A, 7, sa ‘koléjnymi rzecZywiStymi, dodathimi pierwiastkami ukladu réwnarf

“o (514 57) SN (5, — 52) A Ch (51— ;) 1 (51— 5) sin (5 +55) A eh (83 +52) 7=0,
S (5 5) €08 (53 —52) A sh (5 —52) 71— (5.~ 82) €08 (5 -+-52) 4 sh (51 +52) 7=0,

ktéry otrzymuje si¢ uwzgledniajac (4.5") w (4.3) i przyréwnujac do zera czest rzeczy-
wista i czgéé urojona. Rzeczywiste lozby '

(V De=nmh=t (5, —52)7"5 .- (ﬂ)kﬁm”hnii(sl‘i‘sz)fl:
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- gdzie n, m sq liczbami naturalnymi, nie sa pierwiastkami réwnania (4.3), gdyz sto-
sunek (s, —5,)/(s,+5,) jest liczba niewymierna [por. wzory (3.23)].
Réwnanie (4.4) ma podwdjny pierwiastek ZRIOWY

@7 ‘ (A%=0, k=1,2
oraz zespolone, sprzezone pierwiastki -
“4.7) L WDe= ki) Y, k=3,4,5, ..,
gdzie. A, 7, .sq kolejuymi rzeczywistymi, dodatﬁirﬁi pierwiastkami uktadu réwnat
| (51 +32_):sjn (54 —sz).zl* ch _(s;— s2) ¥+ o,
A (51-52) sin(sy - 83) A* ch sy +35,) 7% =0,

(51 85) €08 (81 —53) A* sh (s, -s,) 7% + \ .
' +(81—5,) cos (5, +5,) A% sh(s; +5,) #* =0,

@8

kidry otrzymuje sig przez podstawienie (4.7} do (4.4) i przyréwnanie do zera czesci
rzeczywistej i czgsci urojonej. Wykorzystujac whasciwosci pierwiastkéw 4.5 1 @.5"
réwnania (4.3), mozemy funkcje w, opisujgcg rozwigzania jednorodne w zagadnieniu
plytowym, przedstawi¢ w postaci B

49 - T £l £ T Z(Wak"“psk),
P k=1

gdzie w,, jest bihanim'nicznac funkcja zmiennych X, x,; War, Wi 58 zespolo‘ﬁynﬁ;
sprzgzonymi funkcjami tych zmiennych spelniajgcymi réwnania

@.10) [4 Gt im0 B2 =0, . [4=Ch—ing)? =] Ty =0,

Funkcja ., okresla rozwiazania jednorodne w zeigadnieni_u tarczowym; wyko-
rzystujac wiasnosci pierwiastkéw (4.7) i (4.8) znajdziemy

. [£4)
(4.11) ‘ Va=Want D (Wart¥a),
k=1
gdzie ., jest funkcja harmoniczna, a 4, Fay sq zespolonymi sprzgzonymi funkcjami
speliajacymi réwnania ‘

(4.12) A= +in? B~ wa=0,  [A—(F —igh)? h=?]§,,=0.

Jak widaé do wzoréw okreslajacych funkeje w3 i w, opréecz funkeji biharmonicznej
i harmonicznej (wystepujacych w plaskich zagadnienijach oérodka izotropowego
i opisujacych stany naprezen wewnatrz izotropowej plyty) wehodzg takse funkcje
Wars Wans War Way ZWigZane z pierwiastkami réwnan (4.6) i (4.8). Funkgje te w ofrodku
IZotropowym opisuja vzupehiajacy stan napreZenia w warstwie przybrzegowej
plyty, 1 jak wykazano w pracy [8] na -przykladzie. symetrycznego stanu naprezen
w osrodku izotropowym, okreslaja stany naprezen tego samego rzedu co i rozwigza-
nie zadania plaskiego. 4
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Funkeje ya, wa opisujace jedporodne pole przemieszezen spetniaja réwnania
rézniczkowe nieskonczonego rzgdu: . '

@13) £ [ ] =Gt in? 171 A= Gamind® h21w5 =0,
. k=1

@14) A ] [1a=G5 +imy h=21 =G5 =i h=*1ya=0,
k=1

ktore otrzymuje si¢ rozwijajac funkcje argumentu operatorbwego (]/ A), wystepujace
w symbolicznych réwnaniach (4.1) i (4.2), w nieskoticzone iloczyny wzgledem ich
miejsc zerowych. W konkretnych technicznych zastosowaniach bgdziemy w rowna-
niach (4.13) i (4.14) ograniczaé si¢ do okre§lonej liczby kolejnych pierwiastkow
G 71)s Uigs 71) téwman (4.6) i (4.8), przyjmujac w ten sposéb réwnania rézniczkowe
skoficzonego rzedu, co w rozwigzaniach (4.9) 1 (4.11) bedzie oznaczalo przyjecie
skoficzonych sum,

Uwzgledniajac w (3.41) i (3.42) wzory (4.9) - (4.12) otrzymamy rozwigzania
jednorodne dla sktadowych wektora potencjalnego pola pomieszezen. Dla zagadnie-
nia plytowego sq one w postaci ‘

i N A, 22 p [(11+2p1)/13 ;12] h? y
Uy = ——— _ — = +
= am VT hrm 2 T Taletm w12
_ + 2 (Fay ‘lfsk+F—3k 'Iak):
4.15 =1
“13) s i, R
u=—-——— ——— =y 24Wap 0+

ZWap 0™
Art Vane™ D tpy 2
(A +2p1) A A,] 72 w o
- ———1—4 . H. + g . 2o

[ tr ottt} H1 6 LES k;l; (Hse War 3 Wan)

gdzie funkcje Fi, Hy, majg budowg nastepujaca: A

- . z zZ
Fyp=F3, (2)=03, COS 53 Py COS 53 Pk?_ 85 COS 51 py COS &2 Py e

(4.16) . z . z
SN S¢ pr o sins gy
Hyy=Hzy(z)=04 5270‘33 52 Pr— %2 01 700331 Prs
Pie= At s

a funkcje Fyy (2) i Hai (2) 52 sprzgzonymi z Fy (2), Hy (2). Dla zagadnienia tarczo-
wego rozwigzania te maja, jak wynika z (3.42), budowe nastepujacy:

Uy = Z (Fan War + Fyy 'F:u;) s
Fe1 o

417

As—Ar— U > :
3 AT 2 — -
”fzhw W:sn,a‘l‘k:l (Har War+ HagWan), o
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gdzie -
. o ¥4
. : . #5115, pk -
SN s py h
F, =F = 2_'83 _
.4k w(D)=F2 (s1—151) P p: 5 p;: _
v & z
. : ' , N sin 5, p;: SLSLPe
@) . : Bi(s3—F>) o s
. . *
: sin §; o, . Z
Hy =Hy(2) = (Si'_ﬁl) % €08 5y p,: —_— =
] ' Sl pk h
‘ Sin 5, p z .
- (Si—ﬁz)m— COS 81 py - wo =t
[

Funkcje F, (z) i Hy, ' (z) sa sprzegzonymi funkcjami odpowiednio z Fy, (2)
i H4k (2). '

Wykorzystujac rozw1qzan1a (3.15) i {(4.15), otrzymujemy dla zagadmema plyto-
wego nastgpujace wzory na skladowe wektora przemieszczenia:

o Az o z? [(ﬂq +2u3) A /'Lz] h?
Uy =iy F— — Ay, — | ——— A+
3 =1U3 PR Wap hat i 2 ¥ap PRSI Wan

+ 2 Far s +F-3i'c Var) »
k=1 _

op As _ As h? y
@19) M TH TG, e G, 2 e

(i 21)ds 457 2 N Tou o) ut
i {m_— ]?AW3!?,R+Z (HS.': W3k+H3k wf&k),d_;_
k=1

o
Halhot i) o]

4 1 shgz , - ( 1) z

2G1 Wezz(]{ +x ),ﬁ+ea anl nl\k—— E—Wlk LR
k=1

gdzie s, 1l 'sa rozwigzaniami szezegblnymi (do ktérych wchodza obceigzenia),

ktére ‘mozna znaleZé z réwnafi (3.32); yay, s, Sa rozwiazaniami réwnan (4.10),

W1y speltiaja réwnania (3.16), a Fy,, Hi, maja budowe (4.16). Dla zagadnienia

tarczowego -rozwigzania te maja budowe nastepujaca:

7 =§£3 +iZ (Far W4k+F4r; War) s

k=1

_ op Az — Ay — Ha h
{4.20) 'ua=uu+hTF4r: ﬂ:+2 (Ha War+Ha ‘."fmc) +

" (I . chgz _chez < . z
g, e (xr—x ) —— 4 sh gh ey Zcos kn— Vango

k=0
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P sa rozwigzaniami szezegblnymi (z obciaZeniami wystgpujacymi na
plaszezyznach ograniczajacych), ktére wyznaczymy z réwnath (3.33); v War
sa rozwigzaniami rownan (4.12), w,, spelniaja réwnania (3.20), a Fy,, I, maja
budowe (4.18).

Otrzymane rozwigzania w przestrzeni tréjwymiarowej (4.19) i (4.20) stanowig
ogolne rozwigzanie zagadnienia sprezystej rownowagi plyty poprzecznie izotropo-
wej. W ogdlnym stanie obciaZenia, kidre zawsze mozna rozlozyC na symetryczne
i asymetryczne wzgledem plaszczyzny frodkowej z=0, rozwigzania (4.19) opisuja !
problem zginania plyty, a rozwiazania (4.20) zagadnienie rozciagania-Sciskania
w grubej plycie. Uzyskane rozwigzania w przestrzeni tréjwymiarowej moga byé
"wyjéciowymi do analizowania stanéw naprezenia w grubej plycie. W zaleznodci
od ilofci uwzglednionych rozwiazan jednorodnych iy, WarWan 1 Waks Wan W
bedziemy mogli warunki brzegowe na konturze plyty (1.5) - (1.11) spelnié z odpo-
wiednia dokladnoscia. W technicznych zastosowaniach bedziemy ograniczaé sig
do skoficzonych sum we wzorach (4.19) i (4.20), przypisujac przekrojowi poprzecz-
nemu plyty okreslong lczbe stopni swobody. Warunki brzegowe (1.5)-(1.11)
na ograniczajacych plaszezyznach poprzecznych bedziemy mogli wowezas spetnié
w sposob przyblizony. Metode zastosowania skonczonych operatoréw rézniczkowych
do zagadnien teorii sprezystosei oérodka izotropowego przedstawiono w pracy [13].

gdzie w3, ub

5. PRZYPADEK IZOTROPII

Uwzgiédnjajqc-w rozwigzaniach otrzymanych w poprzednim punkcie wzory
dla stalych materiatowych oérodka izotropowego

(5.1) ) E1=E2:E, G]_:G, Vi:V2:V,
A=l =1 o L U
. ) 1= A=A (1"'21’) (1+v) ] H1~ﬂ2—ﬂw 2(1+v) 3 3= + Hy
dla ktdrych zgodnie z (3.23), (3.26), (3.29) i (3.31} mamy
1
(5.2) Cs=1,  w=1, fu=—1; 8,=2, Ko™ 5

otrzymamy rozwiazania dla skladowych wektora przemieszezenia, jesli we wzorach
zwigzanych z funkcjami wa,, w4, wykonamy przejécie graniczne s;—1,s5,—1.
Dla zagadnienia plytowego otrzymujemy '

5

Uy =3 +2(1 —v) Wap+vz2 A W, —(2—V) B> A 3+ 2 (Fax Wia + Fap Wan) s
k=1
3

R z
(5.3) uac:”f:—z (1-v Z':USb,a'_vhz ZAWab,a+(2—V) T A 3, ot

- o 1 shgz
-+ Z (H, W3k+H3k¢3k),a+E§ Wea(x++x_).ﬁ+

k=1
. = 1\ =
+€e; E smn.k——zﬁ 7;{/1,‘,5,

k=1
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gdzie
. zZ Z
Fyy =Fy, (Z).=2 (1—v) cos p, cos P ™ Pr SIN gy, COS py }:"1“
‘ z o z
9y +pk;cospk $in P
(54) 1 =z Lz z '
Hyy= Hay (2)=(1—2v) ~—sin p, — cos p,+- cos p, —cos p, +

, ,
+ sin ey sin g, pr=At .

Funkcje s, 5 spelniaja réwnania (4.10) (4.10"), w ktdrych 1, . sa dodatnimi:
liczbami rzeczywistymi, bedacymi odpowiednio rzeczywistymi i urojonymi czgsciami
zespolonych pierwiastkéw p, réwnania, jakie otrzymujemy z (4.3):

sin 2p
(5.5) | T, T
W zwigzku z tym spehiiaja one uklad réwnan
(5.59) sin 24 ¢h 2y=24, cos 24 sh 2y=2y,

- & g, sa rozwigzaniami réwnafi otrzymanych z (3.13):
5.6 'Awlk'—(k—-z-") Ay, =0, k=1,2,3,...

Calki szczegdlne u;, uf, uwzgledniajgce obciaZenia plaszezyzn ograniczajacych:
z= 1 h, wyznaczymy z réwnati otrzymanych z (3.32):
sin 2y/4 h 1 siny/Ahcosy/dz
( ——l/—) (Au3)=—[2(1—2v) ]/ = V
2/ 4k 8G YAk
z\ _ z z - z ‘
+(1 -I-) cos YA h (1 —)+ (1 ———) cos /A h (1 —|-m)] @E+p)a—
h : h h h woEeA
z

g {1 ooy sy |17 s yan(1 2 )+

I A P

(5.7 sin 2 /4 A _h sin /A ki sin /A z
( T 2yAk )(4“5)“@? Tl a2 -

_( Z)Si”‘/z”(l_%){(l z)éi“ﬂh(”%)

YR T an Wy
1 siny/Azcosy/ Ak
X + n —_— —_
[ad (pa +pﬂt ),¢]+ gG {2 (l 2}') ]/Zh

zZ

L A N I BT



464 : ‘ : BOGDAN ROGOWSKI -

Jak wynika z (5.3) w plycie mamy stan naprezenia sktadajacy sig z trzech stanow
opisywanych odpowiednio biharmonicznac funkcia wap Oraz metaharmonicznymi
funkcjami g, Wag 1 Wik W przypadku ofrodka izotropowego rozwiazania dla tych
standéw naprezen, otrzymane na innej drodze, sg znane w literaturze i nazwano je
odpowiednio biharmonicznym [12), potehcjalnym [13] i wirowym [14]}

Réwnania (5.7), zalezace parametrycznie od zmiennej z, 4 PEWAYM TOZSZEIZe-
niem réwnah podanych przez A. L. LURIEGO [4]. Dla zagadnienia tarczowego otrzy-
mujemy w przypadku izotropii

o)

Uy =tz + 2 (Fax W4R+F-4k$4k)s

k=1

: o 00_1 . = - l
(5.8) W= uy +h (1 =2} Wan,at Z (Hax Wart Hag Ward, ot

k=1
1 chgz . = . z
! 2G Q'Shqh Ea(x —X ),B+Em2005 T ) Wok,p>
k=0
gdzie
. I % z # *x L3 Z
Fype= Fap(2)=2(1—v) sin p, si0py ?—}-pk €OS p SID P
—p* isinp* cos p*f—
, FE k k k k’
{5.9)

1 . * L z * = & Z
H4,‘=H4k(z)=(1—2v);;smpk COS Py, 4 008 7 sin g,
k

z z
' —-—i‘fsinp: sinp,’f?, p,f-*iﬁ-l—iﬁi.

Funkcje 4y i W41, spelniaja réwnania (4.12), w ktérych Ay i, sa dodatnimi ficzbami
Tzeczywistymi, bedacymi odpowiednio rzeczywistymi 1 urojonymi czedciami
zespolonych pierwiastkdw p: réwnania otrzymanego z (4.4):

sin 2p*

=0
2p* ?

(5.10)

.a wige kolejnymi dodatnimi pierwiastkami ukladu réwnan

(510 sin22*ch2pF=-24%  cos 24% sh2yF= 2%,
Funkcje wa; 52 rozwiqzanialﬁi réwnaf, ktére otrzymujemy z (3.139)

(5.11) ' Ay ? 72 B2 =0, k=0,1,2, ...

Calki szczegolne ws 1 45, uwzgledniajace obciazenia plaszezyzn ograniczajacych,
-wyznaczymy z roéwnafi, ktore otrzymujemy z (3.33): '
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N ‘sin 2)/ Ak ) B siny/ Ak siny/4 z
(I‘W W) =g |4
( z)sin]/Zh(H-%) ( Z)sinﬂk(lm%)
Nw)ya TR
1 [ Ahsinydk |k _
*'(q++q“)+"§5|:—2(l~f2v)cos I/ I/ZS;H]/ -(1 —?) cos ]/A hx
’ : o z z z '
(G.12) x (1 +"1?)+(1 +—~h~) cos /4 h (1 “'."E)] @ —17),
- sin2)/4h o cos YAzsinydh
(1 +~————2]/th )(Au“)_S—G 2(1—2) Jak -

(1= )emyan{ue2) - emyanli-3)
- 1——7; cos /A h 1+I — 1+7 cos /A h I_I %
x(q++q—),a+§“éz{-4(l—v>cosI/thos VAz—ydh

x [(1 ——Z—) sin }/ Ak (1 +%)+(1 +~Z—) sin |/Zh(1 ——z—)]} Qe

Stanem napreZenia w plytach izotropowych przy jednorodnych warunkach
brzegowych na plaszczyznach ograniczajacych z=-4-k zajmowano sig w pracy [7]
w przypadku antysymetrycznego 1 w [8] w przypadku symetrycznego stanu napre-
Zenia. Zauwazmy na koniec, Ze ograniczajac sig do okredlonej liczby wyrazow
w rozwinigein funkcji argumentéw operatorowych, wystepujacych w réwnaniach
(5.7 i (5.12) oraz do skonczonych szeregow opisujacych rotacyjna czesc pola prze-
mieszezenia, moZemy otrzymad przyblizone rownania dowolnego rzedu dla omawia-
nego zagadnienia.

Najprostsze rdwnania (aproksymacja zerowego rzedu) wynikajace z (5.7) maja
dla zagadnienia zginania plyty postad:

1 h
A% uy= —_j)m(q__q+)+—5(p:+p';),m’
(5.13) ‘ '
T S A C. M
) u&!— .D z ﬁ(g '_“q ) D Z OC(P(Z +pa)au - lz(l_vg) H
(por. [16], str. 487), z ktdrych wynika wzdr

{5.139 uf= = z8, us,

24

przyjmowany w klasycznej teoril phyt cienkich. Rdéwnania (5.13) sa réwnaniami
Klasycznej teorii Kirchhoffa-Love'a, Jedli uwzglednié ponadto pierwszy wyraz
W szeregu opisujacym rotacyjne pole priemieszczeﬁ, to otrzymamy réwnania teorii
- Reissnera. ' ‘ :
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Pes 10 Me
ITPOBJIEMA PABHOBECHS TOJCTOH IUTHMTEI C IIOTTEPEYHOIM ¥30TPOITAER

B paloTe [arOTCA DEINCHEA YPABHOHHE B TIEPEMOLICHHAX OpoBeMEl PABHOBECHA TOMCTHIX
WHT ¢ DOIepeuroi F3oTpomeil, Penicrns COCTOST W3 YACTHELX HETETPAN0S, & TAIOKE 13 cobcTeeH- -
HEIX QyAKIWE OREOpOxHOM Kpacsoll 3amami HA OTPAENYARATOTAX IICCKOCTAR 2= /. Cpeml-
ONHOPOAESIX POUICHAHN, 3ATMCANEEIX B BE/E DA3ICTCHHSIX HePOMEHHbIX, BRCTYIAIOT COOTBETCTEY™
Forme §YRRIHAA TePeMeHHOH 7 (BIONE TONIIEHE! IWHTSL) | (GyFKIHT ABYX OCTAILHEX TepeMEHHEBEE |
BHrApMOHEYecKas (QYAKIAL B IpoGreMe IMMTHY ¥ TAPMOHHUECKAN dymama B npobiaeMe JTACKE,
4 TalOKe METATAPMOHHYECKHE KOMIDICKCHEIE, CONPSREHILe dysExigy s MOTeHNHaBHOr0 ot
pepeMeINenyil B MeTarapMOEHYSCKHE NeHCTBRTCNLHLIC dyEKmEA g BExperore non. Kak gACTHEIH
ciyuail obcyxmaemoil B paGote cpessl PAcCMOTPEHA H3OTPOMHAN Cpelia. :
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SUMMARY

EQUILIBRIUM OF A TRANSVERSELY ISOTROPIC ELASTIC LAYER

The paper presents a method of solution of the displacement equations of transversely isotropic
layers. The solutions consist of particular integrals and of eigenfunctions of the homogeneous
boundary-value problem at the surfaces z= + 4. Among the homogeneous solutions written in
terms of separated variables appear the functions of z (across the thickness of the plate), and
functions of the remaining variables: biharmonic in the plate bending problem and harmonic in
the plane stress problem, as also metaharmonic, complex conjugate functions for the potential
displacement field and metaharmonic real functions for the solenoidal field. As a particular example,
the case of isofropic medium is considered. :
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