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DRGANIA PASMA PLYTOWEGO NA SPREZYSTYM PODLOZU
WYWOLANE PRZESUWAJACYM SIE OBCIAZENIEM

JAN RACZK A (WARSZAWA)

W pracy rozpatruje sie drgania niestacjonarne pasma plytowego wywolane przesuwajaca sig
ze stala predkoscia silg, przylozong do plyty w chwili =0, Funkcje opisujaca drgania plyty o dwoch
krawedziach zamocowanych przedstawiono w postaci catki Fouriera,

1. WSTEPl

W pracy niniejszej rozpatruje sig zagadnienie dynamiczne pasma plytowego
o stafej grubodci spoczywajacego na sprezystym podiozu typu Winklera. ObciaZenie
w postaci sity skupionej (bez masy) przesuwa sie ze stafa predkosceia; wielko$é sity
skupionej jest ustalona. Do rozwigzania odpowiednich réwnan réZniczkowych
wykorzystano transformacje Fouriera [9]. '

W literaturze zagadnienie ustrojow na sprezystym podioZzu zajmuje wazna pozycjg.
Nalezaloby wymieni¢ tutaj prace [1 ~ 8. Jednakze zastosowanie w praktyce inZy-
nierskiej wyprowadzonych wzorédw napotykalo na trudnoséci. Dopiero zastosowanie
szybko liczacych elektronicznych maszyn cyfrowych do obliczeft numerycznych
pozwala na korzystanie z rozwazan teoretycznych. Najbardziej zblizone tematycznie
sq prace [S i 101 z tym, %¢ praca [5] zajmuje si¢ drganiami plyty mieograniczonej
na spregystym podfozu, a praca [10] podejmuje problem drgan pasma plytowego
swobodnie podpartego i plyty prostokatnej swobodnie podpartej na dwéch kra-
wedziach (bez podioza).

2. ZALOZENIA
Pasmo plytowe o stalej sztywnosci zginania D i rdwnomiernie rozloZonej na
jednosice powierzehni masie g spoczywa na jednoparametrowym podiozu sprezystym
typu Winklera o charakterystyce sprezyste] k.
Rozwazmy przypadek: w chwili =0 w punkcie o wspolrzgdnych x=yp=0

przylozona zostala do plyty stala sila skupiona P przesuwajaca sie wzdhuz osi x
ze stala predkoscia ».

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Odkszatalcenie powierzchni plyty otrzymamj jako éﬁm@ dwu rozwiazan:

(3.1 Wy 0=w(xy,H+w*(x,,1),
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gdzie w (x, v, {) oznacza odksztalcenie powierzchni plyty, po ktérej wzdhuz osi x
przesuwa sig sila P ze staly predkodcia, oraz w* (x, y, f) odksztatcenie powierzchni
drgajacej swobodnie o okreslonych warunkach poczatkowych ruchu.

3.1, Drgania wymuszone pa,s'ma. plytowego na sprezystym podlozu

Réwnarie: rozmczkowe ‘drgan Wymuszonych plyty ‘na sprqzystym podioin
mapostad [T T S O SR e
2

3.2) DV2V2w+p 2 +kw q(x, y,t),
gdzne W OZNAcZA ugl@me plyty, *
' ' &2 32'
p -
V e +
operator Laplace’a,
" ER?
12(1 vz)

sztywnosc zgmanla plyty, A grubos’é plyty, v liczbe Poissona, mase przypadajacq'
na jednostke pow1erzchm plyty, k wspoIczynmk szytwnosm pod}oza oraz g{x, v, t)
obciazenie znajdujace si¢ na plycie. ‘ : :

Rys. 1

Niech po plycie wzdhuz osi x (od punktu x= —oco do punktu x=o00) przesuwa sig
ze staly predkodeia v sita skupiona P (rys. 1).
Do réwnania rézniczkowego wprowadzamy nowe zmienne %, z

3.3 o u=x-=vl, z=x+vt
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Réwnanie (3.2) przekszta&ci, stg.nastepujaco:

a

. ’ . 91\2
(3.4) DV2V2 i+ po? (E”‘a_) W kw=P3 () 3(»),

- gdzie :
2 2? J B )2 a2
x2 +3y2‘_ (5;_1-82 +5;£
oraz- gdzie & (1) i & (¥) oznaczaja funkcje Diraca.

Odksztalcenie plyty. jest ustabilizowane wzgledem przesuwdjacego | sig ‘wraz
z sitg P ukladu u, y, a zatem funkcje opisujaca powierzchnie odksztalcony mozery
zapisa¢ tylko w tych wspolrzédnych. Dlatego tez w réwnaniu (3.4) pominiemy Wy-’
razy z pochodna czastkowa 3/32 Otrzymamy wtedy :

34 4 4. ' 82
(3.5 D(au 'ii?‘auzay +3 4)w+,wvz i 2-i-kw Pé(u)é(y)

Odksztatcona powierzchinia plyty jest symetryczna wzgledem osi y. Wpi'owadzaj qc

zatozenie, Ze w (1, y)—0 dla y— oo, a calka [ [w{u, )] du jest ograniczona, mozna
-0

nieznang funkeje .w (v, ¥) przedstawi¢ w postaci catki Fouriera:

(3.6) wiu, y)= ]/% f W {ot, ¥y cos audo;

réwniez obciazenie przedstawimy jako calke Fouriera:
41 < ‘
3.7 Po@s(n=1 — f (e, 3) cos o do.

“ Podstawiajac (3.6) i (3.7) do réwnania (3.5) i Wykonujqc odpowiednie rdzniczko-
wania, otrzymujemy

(3.9) ]/ f{D[woc“H?,wHaz—l-wV] po* o?

. --1—- 00 .
+kw}cos audocﬁl/—n— f g (o) cos aun dor,
[
gdzie ( Y =dldy. -
Réwnanie (3.8) jest zwyczajnym liniowym rownaniem rozniczkowym czwartego
rzgdu o stalych wspélczynnikach. Dla >0 réwnanie (3.8) przedstammy w postaci

Jednorodnego rownania rozmczkowego )
k 0?2 a2
(3.9 W 4 (—2a2) +w (Ot“ +— -2 )

o 7%

Szukajac catki ogdlnej rownania (3.9) w postaci

(3.10) o e,
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otrzymujemy nastgpujace réwnania charakterystyczne:

"o RTED

4 2.2 4 4( k pq)z) 0
(3.11) =20+ o 1+1—)&Z-Daz =
Wprowadzajac oznaczenia
2
(3.12) % v, Ky >0,

otrzymamy nastepujace pierwiastki réwnania charakterystycznego:

(3.13) ra=Fo Y 1Vake  roa=Fal/ 1-Vo—k.

Przeprowadzimy analizg otrzymanego rozwigzania. W zalezno$ci od wartosci
v, i k, mozemy otrzyma¢ réine rozwigzania (3.11):

jesli vk, i Vo,—k,<1, to r:
r1,2=$05]/1+]/7-’a—ka3 r3,4=$0(.]/1—]/‘3“—km;

jedli o>k, i Vog—k,>1, to

(3.14) ra=Fo ) 14Vo—k,, rya=Fad Y Voukam1;

jesh v, <k, to

(3.15) ramFal/ 14iVaky rsa=Fal 1=Vl
jedli v =k,, to S
(3.16) - rl’zz:f:ol, r3,4$i05-

Pierwiastkom réwnania charakterystycznego beda odpowiadaty calki ogdine
réwnania (3.9). : ' .

Analizujac otrzymane rozwigzania w $wietle wartodci k, 1 v,, preyjmujac dla @
odpowiednio 10, 20, 30, 50, 100, 150, 200 m/s idla k — 5000, 10000, 15000, 20000,
30000, 40000 T/m® oraz przyjmujac, e o jest liczba rzeczywista wigkszg od
zera (1ys. 2) — dochodzimy do wniosku, Ze do praktycznego zastosowania najbar-
dziej odpowiednie beda pierwiastki (3.15).

W dalszych rozwazamiach zajmiemy si¢ tym wlagnie rozwigzaniem. Wykorzy-
stujac wzory (3.15) i (3.10), otrzymujemy nasigpujaca postaé rozwigzania réwnania
rézniczkowego (3.9): ’ '

(3.17) W(a,y)=Ale—ﬂ\/1.+H/va_:i;—y+A2_e+a\/1+t]/u¢$y+;43 P Vl—i}/uﬂ—ku_l_
i +A4e+a\/1—-wv¢—k¢}'
lub inaczej - . '

(3.18) W(a, y)=e~" (B, sin ady + B, cos «ady) + €™ (B sin «dy + B, cos ady),
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gdzie

Vitk,—o, /1 Vitk,—v
3.19 =]/_—_ Ll =]/_ Vit K=
(3.19) F) 5+ 5 , 7+ 5 .

Po wykorzystaniu zaleznodci (3.6) réwnanie powierzchni odkszialconej bedzie
miato postaé

(3200 w(y)= f [e‘“”’ (B, sin ady +B; cos ady) + e (B, sin ady -+
+ B, cos ady)] cos au do.

. K‘(Jktx \

15

Rys. 2

Pozostaje nastepnie wyznaczy¢ stale calkowania wystepujace w tym wyraZenii.
Wykorzystamy tu warunki symetrii wzdhiz osi # (pod sity) oraz warunki podparcia
na krawedzi y=a. Warunki te moga byé dowolne. Za_}mlemy sig przypadkiem,
kiedy . krawgdz jest utwierdzona.

ow Pw Po ()

- =0, Do—| = ,

By y=0 3y3 y=0 2
(3.21) ‘

aw 0 7 '

T a0 wh-,=0.

Poniewaz poWierzchnia odksztalcona jest wyrazona za'.'ponﬁocac catki Fouriera,
to dla ujednolicenia wyrazéw warunku brzegowego (3.21), musimy przedstawié
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funkcje po prawej stronie w postaci catki Fouuera Po n1ew1elklch przcksztatce:
niach bedzie ona mlala postac

N - co o '. Pa(u) P P R PP — -.w d ‘i
G. 2) R f cos cus .

Warunki brzegowe (3.21) sg nastgpujgce:
s
. B {—y?6—5%) +Bz( p3 4 3y52) +B;(3y*6— 53) +B4(y +3y52) = W—z—
(3.23)
By (—ymy +dm}+ B, (— ?mz—aml) + B (yms +0my) +B4 (ym,,,— omy)=0,
Bl iy +B2 s +B3 1y +B4 m4_=0 N
gdzie My =e 4 sinada, m,=e"cosuda,
my=e"cos ada, My=e" sin ade .
Rozwiazujgc uklad réwnad (3.23) znajdziemy sta.le ca%kowama
[mz (B;6+Byy)+7(Bs ms + B, 1)1 m4)]
5m2 + 'ym1

_ my(B;5+8, P)— (B3 m3-+ By ma)

=

1

3

dm + vy

. (5m +ymy)
(3:24) 22]/2 [ Sym2 - 29 miy my— Symi + 67 my g+ Sy iy —

.‘—62 /(2 m3_6'ym1 m3]

B,= — _ )
: P(ém + ymy)
2]2/2% = [ 6% m§+y2m1m3+j!5m2m3——52mf-!-
B o &% 1y Mg+ Oy, Hy+ P2 g My 4 67 My
By=— j - r
gdzie ‘ '

L=(46% y* m,+2y° om; —23}(53 s+ 695 my —27° 6m,) (—dymi +
+ 292 iy iy — Sym + 0 my My -+ Oy, M, — 0% i, ity — Gymg ni)—
— (293 Smy 462 ymy 4 2y° Oy + 697 8 my) (= me+yimymy+
+y&mzm;,,—52mf+52m1m3+5ym'1m4+y2m1m2+52m2m4).

Wstawiajac te wielko$ci do wyrazenia (3.20) oraz podstawiajac u=x—2t, otrzy-
mamy réwnanie powierzchni odksztalcongj pasma piytowego

(3.25 w(x,, t) ]/ f [e~ (B, sin océy + B, cos ady) +e* (Bs sin ady+
‘ +B4 cos ady)] cos (x—vt) du,
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gdzie By, B,, By i B, okreflaja wzory (3.24), a predkesé wynosi

| awix, pt) 2 -
@26 —5 T =wEnn=) S f [e=%% (B, sin ady - B, cos ady) +
' (]

+e™¥ (B sinady+B, cos ady)}sina(x—vf) du.
3.2. Drgania swobodne pasma plytowego

Drganie swobodne piyty na podlozu sprezystym opisane jest przez rdownanie

a* o+ ot o2
3.27 D(EF+25;5§+‘9—}’A)W*+# YD + kw* =0,

Poszukujemy rozwigzania w formie

(3.28) w¥(x, y, )= w; NI .

Prowadzi to do rozdzialu zmiennych, w wyniku crego otrzymujemy

VEV2w, (x, 1) — A4 w (x,0)=0,

(3.29) .
FO+T()w?=0, ‘,
gdzie
(3.30) Z4=#m2ffc ( )’=£
) b dt”

Poniewaz w; (x, ¥) jest funkcja symetryczng wzgledem osi ¥ i w, (x, 1)—0 dla
o

x—too, a [ |w;(x,))|dx jest ograniczone, mozna nieznang funkcje wy(x,)
e O '

przedstawi¢ w postaci catki Fouriera

(3.31) wy (%, y)=l/~;2;f ¥ (o, y)cos ex dec.

Podstawiajac do réwnania (3.29); 1 wykonujac odpowiednie réiniczkowania,
otrzymamy

P
(3.32) ]/—ﬂ— f {[wot — 28" o2 + W1V]— 2% W} cos ax dx =0,
Q

gdzie didy=( ).

Odpowiednie jednorodne réwnanie rézniczkowe ma postaé
(3.33) WY — 29T o 4w (x4~ 44 =0.
Zakladajac, ze calka ogdélna réwnania (3.33) ma postad

(3.349) w=e",
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otrzymamy nastgpijace réwnanie charakterystyczne:

(3.35) =21 g (et — A4 =0.

Pierwiastki réwnania charakterystycznego sa nastgpujace:

(3.36) P e N

Fatwo udowodnié, Ze technicznie przydatne rozwigzania bgda jedynie
(3.37) = VB, rau=V P -,

Otrzymamy nastgpujaca postac catki ogélnej réwnania rézniczkowego (3.33):

(3.38) W (e, ¥)=B,c08 7, y+B,,ch 1, y+Bs,sinry y+ By shry y.

W zwiqzku z powyzszym funkcie (3.31) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

(339) w(x, )= ]/ f [Bi,cosry p-+By,chry p+Basinrg y+
+By,shr, y]cos ax do.

Poniewaz ukfad osi jest tak zorientowany, Ze 0§ x pokrywa si¢ z osig plyty, od-
ksztakcenie wzgledem lej osi bedzie symetryczne. Zatem przyjmujemy, #€ stale
Ba, i B., sa réwne zeru, poniewaz taka postac odksztalcenia opisujg. tylko funkcje
parzyste. Wystarczy wigc, aby funkcja

Iy
(3.40) w, (x, )= ]/—7{ f [B,, 08¢, y-+By,chr, ylcosax du.

spelniata tylko dwa warunki brzegowe na krawedzi y=a
Po podstawieniu (3.40) do warunkdéw brzegowych olcreslonych na krawedzi
y=g otrzymujemy jednorodny uklad dwéch réwnat:

(3.41) Bmcc?rléz-FBZachrzazO,
B, rysinry at By rpshr,a=0,
ktérego wyznacznik charakterystyczny ma postac
(3.42) l COSFy 4, chrya .
l —risinr @, rpshrya
Przyréwnujac wyznacznik do zera otrzymujemy réwnanie przestgpne
(3.43) F, €087, ashr, a+rsinr achr,a=0.
Wprowadzajac nowa zmienng
(3.44) =V 2 —a?,
réwnanie (3.43) przedstawimy w postaci

(3.45) ]/zf?— 202 4-z2 tgz actgh a]/ z2 120%=0.
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Z réwnania tego dla kajdego rzeczywistego o otrzymujemy nieskonczony prze-
liczalny ciag wartodel o, (r=1, 2, 3, ...). Kaxdej wartoéci wlasne] w,, odpowiada
jedna funkcja wlasna wy, (x, ¥). Wynoszge stata By, przed nawias i oznaczajac przez
B =B/ Bioy OtrZymamy

2 ~ ‘B 173
(3.46) wm,,(x,y):]/; | {B (cosrly.+ 5 chrzy)} cos cuxdo:.
’ Lan
0

Stosunek staltych B.,,./B,,, wyznaczymy z (3.41):

47 _ chrya
(3:47) p= cosra’

a funkcje wiasne przedstawimy za pomoca nasigpujacego wzoru:

_ ]/2 ~ chr,a " p
(3.48) Wign = - J { e [cos riy+ (— E;&) ¥a y]} cosax do.

Stala B;,, wyznaczymy korzystajac z warunku ortogonalnodci funkeji wlasnych
i zalozenia, 7¢ s3 one znormowane.

Wréémy teraz do réwnania (3.29),. Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja
(3 49) T(t) = Aan sin o t+Ban COS gy L.
Wobec powyiszego funkcja w* (x, ¥, £) przyjmie postaé
(3 . 50) w$ (x7 y? t) = Z (AOHE Sin wacn t +B¢Xll cos a)om t) wﬂ!i’l H
n=1

a predkosc

. ' o)
(3'51) w* (x3 y, t) = Z (ACU[ wﬁﬂ COS wom ru‘Bﬁn wﬂ" Sin wﬂﬂ! t) wan *

H=1 .
Stale A,, i B,, okresiimy z nastepujacych waronkdw poczatkowych:
w¥ (x, , ) +w(x,3,0)=0,

(3.52) '
w¥ (x, 3,00+ (x, 3,0y =0.

Po odpowiednich podstawieniach przyjma one posta¢ nasigpujaca:

]/ f [e~*" (B, sin a.dy -+ B cos ady) + €7 (B, sint ady + B, cos ady)] x

{3.53) % COS ax dx + l/ 2 f By Wacosoaxdx=0,

- ]/—- o f [e~“"(B; sin ady + B; cos ady)+ € (B; sin ady + B, cos ctéy)]x

xacsmocx+]/ E qu,,coa,,wmcosocxdof~0
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Oznaczajge
W (o, ) =€~ (B, sin ady + B, cos ady) + e (B sin ady + B, cos ady)
i wstawiajac do (3.45), otrzymamy

2 S
V_ f [W(O!., y)+ 2 wamBam] cos GtdeC'——-O,
T 0
2 [so]
]/ - f [—w(c.c y) asinoex+ Z Ay gy CO8 ocx]doc
Q

. Przedstawiajac
(354) W (OC, Z By W s
gdzie
a
[ f Wa,, w (OC, y) dy s
otrzymamy 0
27 e
) ‘I/-;; f 2 (afm +err) wom COsS ax dot =

(3.55) P |

e o« (o)
2
]/“?;w f E (- @ 0 510 00X + Ay, 04y COS 0LX) Wy Aot =0,

Z réwman (3.55) wyznaczymy stale Ay, i B czquce zadoé¢ warunkom poczat-
kowym:

Ay
2

(356) By= B Aw=

tg ®X.
o wan

Wstawiajac wyrazenia (3.56) do (3.50), olrzymamy réwnanie drgai swobednych
pasma plytowego. Wyrazenie to wraz z wyraZeniem (3.24) opisuje nam ruch pasma
plytowego pod wplywem przesuwajacej sie wzdiuz pasma sily.

4, PRZYKEAD

W przykladzie liczbowym zajeto sie przypadkiem, gdy ruch trwa juz jaki§ czas
i wplyw drgan swobodnych jest w zaniku, W zwiazku z tym do obliczen wykorzystano
wzér (3.52). Dla poréwnania obliczen ugiecia liczono w ukiadzie «ruchomym».

W obliczeniach przyjgto: sita P=17, grubos¢ plyty betonowej 19 cmy E»—
=200000 kG/cm?, u=0,0426 Tsec?/m® oraz k=>5000 T/m?.

Obliczenia wykonano na EMC ODRA 1204 ukladajac program w jgzyku
ALGOL 1204.

Ugiecia podano w metrach (ograniczono wyniki do czterech cyfr znaczacych).
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Tablica 1
N\, V(m/sec)
0 20 40 60
Uy,
0,0 1,194.10-5 1,252.10-3 1,334.10-5 1.384-10-%
1,0 8,072-105 7,723-10-% 7,243+10-6 6,961.10-¢
2,0 5,738-10-° 5,320-10"% 4,770-10-¢ 4,626.10~¢
3,0 ~9,355-10-7  _7.867-10°7 —4261.10-7 1,542.10-%
4,0 ~—1,731.10"¢ —1,388-10~° —1,014.10-% —1,076-10-¢
5,0 —4,277+107 —1,220-10-7 2,652.10-7 4,477-10-7
6,0 1,951-10-¢ 1,464.10¢ 8,073-10~7 4,349.10-7
7,0 —1,105.10-% -—8,227-10-7 —4,528-10~7 —2,379.107
2.0 —8,768.10-7  —5157-10-7  —1822.10"%  _—3019.10-¢
9.0 1,624-10~" 8,446-10-°  —4062.10"%  —1,406-10-8
10,0 7,552-10~7 4,501-1077 3,657,108 3,119-1078 -
5. WHNIOSKI

Przedstawione powyZej zagadnienie stanowi w pewnym sensie rozwigzanie-
drgan drogi startowej pod dzialaniem ladujacego samolotu, Dokladniejsze rozwia-
zanie mozna by otrzymaé zakladajac, 7¢ ma krawedzi =g moment zginajacy
i sila poprzeczna sa rowne zeru. Zmienitby sic tylko w tym przypadku zapis mate-
matyczny i odpowiednie réwnania bylyby bardziej skomplikowane. Uwzglednienie
thumienia teZ nie nastreczyloby specjalnych klopot6w,

Przyjmujac inne warunki poczatkowe dla réwnania drgaf (np. W (x, y, 0)+
Wx, »,0)=1(x, 3, gdzie f(x,y) byloby rozwigzaniem statycznym), mieclibyémy
rozwigzane zagadnienie np. startu samolotu.

Mimo Ze otrzymane wzory maja forme doé§¢ skomplikowana, to dzicki zasto-
sowaniu szybkoliczacych maszyn cyfrowych istnicje mozliwoéé otrzymania wystar-
czajaco dokladoych wynikéw.

Pozostaje jeszcze do ustalenia optymalna warto$é warunka « (z rys. 2 wnioskuje-
my, ze wynosi ona 4) i przyjecie odpowiedniego przedziatu dla catkowania numerycz-
nego, gdyZz « musi si¢ zmienia¢ w sposdb ciagly 19].

wim/] &
1Fe
1 e ! { { l .
4 20 40 67 80 V[fn‘? /8 k]
Rys 3

Rozprawy InZynierskie — 3
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Wplyw predkoéci na wielko§¢ ngigeia pod punktem dziakania sily ilustruje rys. 3.
Analizujac wyniki widzimy, ze wplyw predkosci, ktéra w rozwigzaniach komuni-
kacyjnych odgrywa wazna rolg, moze by¢ uwzgledniony w zakresie odpowia-
dajacym aktualnym potrzebom. '
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PesomMe

KOJIEEAHIS TITHTOYHOM TIOJIOCE HA YIIPYT'OM OCHOBAHMH, BHI3BAHHBIE
JIBIKYIIEACSH HAT3YPKOH

B pabote paccMATPHBAIOTCS HECTAHOHAPHEIS xonefammEs IETOTRON IMOAOCEH, BLIZBAHHBIS
NBIWKYIEIcA ¢ TOCTOMHROM CKOPOCTBIC CHIIOH, OpEIOKSHEOR K IUIHTe B MOMEHT BPEMCHN 1=0.

Pymraps omECHBaOmas konedanmst IIEITH C JBYMA SAKpEONeHARIME KpaaMH IPEICTABICHA B
Bune wETerpana Pypre.

SUMMARY

VIBRATIONS OF PLATE STRIP ON ELASTIC FOUNDATION CAUSED BY MOVING
LOAD

Nonstationary vibrations of plate strip caused by a force moving with constant velocity and
applied to the plate at time =0, are considered. A fonction describing the vibrations of a plate

fixed on two edges is presented in a form of Fourier integral.
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