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STATYCZNE, OSIOWO-SYMETRYCZNE ZAGADNIENIE
MIKROPOLARNEJ TEORII SPREZYSTOSCI I TERMOSPREZYSTOSCI

JANUSZ DYSZLEWICZ (WARSZAWA)

1. WPROWADZENIE

W pracy zostanie podane pelne sformulowanie w naprqieniach statycznego,
oslowo—symetlycznego problemu mesymetrycznc_] teorif sprezystodei 1 termospre-
zystosm charakteryzujaccego sig " nastcpiijaca postacia wektora przemieszczenia
i obrotu: u(y, 0, u,), @ (0, ¢s 0) [1].

Do sformulowania zagadnienia zostana wykorzystane naprezeniowe réwnania
réwnowagi, zwigzki geometrycznej zgodnosei oraz warunki brzegowe [2].

Na podstawic wyZej wymienionych réwnan rozpatrzony zostanie problem jedno-
rodnej, izotropowej polprzestrzeni mikropolarnej, poddanej osiowo-symetrycznemu
obcigZeniu normalnemu na brzegu, oraz problem pdiprzestrzeni ogrzanej na po-
wierzehni W' sposéb osiowo-symetryczny i wolnej od obciazen mechanicznych.
To ostatnie zagadnienie rozpatrzone zostanie dwoma réznymi sposobami.

2. ROWNANIA PRZEMIESZCZENIOWE

Réwnania przemieszezeniowe réwnowagt dla zagadnienia statycznego w ofrod-
ku mikropoiarnym maja nastgpujaca posta¢ wektorowa [1]:

_(,u_'—[—oc'_) Vzu~F(A4;y—a) grad diva{-2«rot p+X=0,
[(y+&) V2 —da] 4+ (F+y—e) grad divep+2erotut+Y=0,

Tutaj u jest wektorem przemieszczenia, ¢ wektorem obrotn, X wektorem sit ma-
sowych, ¥ wektorem momentéw masowych. W:elkosm o, 7,8 i1 A sa statymi
materialowymi.

Napiszmy réwnania (2.1) w ukladzie wspdtrzednych walcowych r, €, z 1 zaldzmy,
#e wystépuje w zagadnieniu symetria osiowa, tzn. przyczyny deformacii jak i skutki
nie zalezg od kata . Réwnania (2. 1) rozdzielg sie przy tym za%ozemu na dwa nie-
zalezne uktady rdownan.

W dalszym ciagu bedziemy rozpatrywac ten z dwdch ukladéw, w ktédrym wektory
w, ¢, X i Y majg postaé

(2.1)

u= (“ra 05 uz) k] CPE (0, Po5 0) >
X=(X,,0, X)), Y=(0, ¥y, 0}..

(2.2)
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Uklad ten jest nastepujacy:

d
(o) (V=1 u+(A+pu— oc)g—Zotﬂ—i—X 0,

de 1 ¢
@3 () Va4 Gt =) 5 20— 5o (rp) +X,=0,

[(y+8) (V2 - 1/r?)—4o] o120 ( &;z; ;:z ) +¥,=0,
edzie

1 8 ou, 2 1 a8
= o Wt Vet 5 e

- Przyimijmy X,=X,=Y,= OiWyzﬂaczmyz (2.3) oddzielne réwnania rézniczkowe
dla funkcji w,, u, i Po. W tym celu (2.3), mnozymy przez 1/r, nastepnie to samo
réwnanie (2.3), rézniczkujemy wzgledem r, a réwnanie (2.3), wzglgdem z. Po do-
daniu stronami otrzymanych trzech réwnan i po przeksztalceniach otrzymamy
rownanie Laplace’a dla dylatacji e: :

(2.4) V2e=0.

Réwnanie (2.3); rézniczkujemy wzgledem z, a (2.3), wzglegdem r. Otrzymane row-
nania odejmujemy stronami, otrzymujgc réwnanie, w ktorym wystapi wielkosé
du,  du,

dz  or
(2.5) V% DO (03=0,

. Eliminujac te wielko&é za pomoca (2.3)s, po przeksztalceniach otrzymamy

gdzie operatory V2, D, maja mnastgpujaca postaé: Vi=V>—1/r?, Dy=1>V?—

przy czym [? jest stala, I2=(y-+e&) (ute)fdeu.

_ W celu otrzymania réwnania rézniczkowego dla skladowej w, wystarczy na
réwnaniu (2.3), wykonaé kolejno operacie Vg i D, ‘oraz uwzglednié zaleznodei
(2.4) i (2.5):

@.6) V3 V3 Do, =0,

Réwnanie rézniczkowe dla funkcji , wyznaczymy nastgpujaco: rézniczkujemy
(2.3); wzgledem z, (2.3), wzgledem r. Tak otrzymane réwnania odejmujemy od
sichbie stronami otrzymujac réwnanie, w ktérym wystapi wyraz V2 g, Wyraz ten
wprowadzamy do réwnania (2.3)s, ktére pozwala na wyznaczenie 2ug,. Wstawiajac
209, do (2.3), i wykonujac na otrzymanym réwnaniu operacje V* oraz uwzglednia-
jac (2.4), otrzymamy

2.7 V2 V2 Dy, =0,

Operator D ma tu posta¢ D=I1*V*—
Wyprowadzone réwnania (2.4) - (2.7) wykorzystamy w dalszej czgsci pracy.
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3. ROWNANIA NAPREZENIOWE

W rozpalrywanym zagadnieniu osiowo-symetrycznym stan naprezenia zwigzany
ze stanem przemieszczen i obrotow (2.2), reprezentujg nastgpujace sktadowe nie-
symetrycznych tensorow naprezent sitowych i momentowych:

Gyp 0 Grz 0 Hea 0
3.1 o=| 0 g4 C , P=| sor O pros |,
Ozr 0 Gzz 0 Hza 0

Skladowe te powinny spehia¢ uklad trzech rézniczkowych réwnan réwnowagi
postaci
d 7 Orp—Gyg

-(9—?‘ arr+Egzr+_———]:_ =0’

é d oz

3.2) ga‘,z'{‘aaﬂ‘FT:O,

d J et fox
Ggr O—rz_i—gr_ ﬂrﬂ_*—mg; Ju20+wwu;*m"— =0,

Ponadto w celu petnego opisu zagadnienia w naprezeniach do réwnan (3.2) nalezy
dotaczyé rézniczkowe warunki geometrycznej zgodnosei odksztalced, wyrazone
w naprezeniach. Wreszcie w zaleznodei od zagadnienia nalezy dla odpowiednich
skladowych wystgpujacych w (3.1) sformulowaé warunki brzegowe. Wyzej wymienio-
ne sformulowanie pozwola na jednoznaczne wyznaczenie stanu naprezenia i od-
ksztalcenia w obszarze jednospGinym.

Niezaleznych réwnaf geometrycznej zgodnoéel w naszym zagadnieniu jest pigc.
W terminach odksztalcefn maja one posta¢ [19]:

J J a
;cze—l—r32~1c0,=0, a—rrczg—grc,g=0,
3 a a 0 J )
( 3) Kzﬁ'+'67r Vez g Yz =V, _8_; (r}'ﬂﬂ) TP T 0 »

a 1 ' }
Ma-; '}’06=—;__ er—HCar =0.

WielkoSci Pups Yoo, Vezs Yres Var S8 tu sktadowymi niesymetrycznego tensora odksztai-
cenia, a K,p Ko 1 K¢ 52 skladowymi niesymetrycznego tensora gigino-skretnego.

Réwnania (3.3) mozna napisaé w-naprezeniach wykorzystujac w tym celu réw-
nania konstytutywne dla rozpatrywanego zagadnienia, rozwiazane wzgledem skla-
dowych tensoréw odksztalcei. Mozna réwniez w réwnaniach konstytutywnych
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zastapic sktadowe tensoréw odksztalcen przez skladowe wektora przemieszezenia
i obrotu, co prowadzi do réwnan [3]:

L2
06922.“7. %ﬂe,

i,
O’zz=2,u—(,3”; +le,

(Emz Bu,,) ( Au, 8u,)
Crz ™ or + d *\ oz dr T2aps,

(au, é)u,,) (81:,, Bu,)
Gar = H 3r+83 to Jz or — 240,

a0, %) (a% %)

o™= (‘é?‘? AT

_ (3cﬂe_ﬁ)_g(ﬂ@+ﬂ)

Por =¥\ ar ¢ dr rl’

_ 9 _re
Moo= (y-+E) % s vt Mo -

(3.4)

Eliminujgc teraz z (3.4) funkcje u,, 4., ¢, otrzymamy nastgpujace rdwnania
zgodnosci odksztalceni, wyrazone juz w naprqien’iach:

82 1 3 2 _ e
a 2 (0',.,.+G'59) a (Grz+azr) 3’,. (azz - Ae) +2"{ “a_';z* El

2z 1
5; (tero— #or) —i—& r ar - (*iz0)

1 1 1 é 1
(35) 5;' I (zz A‘e)_i" .uzf) 4OC Jz (rz er)+ Z(O'rz_]"azr);

7 (O = Tpe)= "é"r" (ggp™Ae),

8 _(B y—e l)
oz ¥ \or yt-e F Hae-

Droga wyprowadzenia powyzszych réwnan jest nastepujgca. Dodajemy stronami
zrézniczkowane wzgledem z réwnania (3.4), i (3.4)s, eliminujac nastepnie z rezul-
tatu wielkodé du,/dz za pomoca (3.4)s. Po wykonaniu otrzymamy pochodng 82 w,/dz>
wyrazong przez napreZzenia. Dodajemy do siebie rownania (3.4), i (3.4), dwukrotnie
zrozniczkowane wzgledem z, a z wyniku eliminujemy funkceje 82 u,/dz% i otrzymamy
réwnanie (3.5),.
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Réwnania (3.4) i (3.4); zrézniczkowane wzgledem z odejmujemy stronami i eli-
minujemy z rezultatu wielko§¢ dp,/dz za pomoca (3.4)g. Prowadzi to do rdwnania
(3.5);. Rownanie (3.5); otrzymujemy nastepujaco: dodajemy stronami réwnania
(3.4), i (3.4); wyznaczajac w ten sposdb pochodng du,/dr. Nastepnie (3.4)4 1 (3.4);
zrozniczkowane wzgledem z odejmujemy od siebie i w tak otrzymane réwnanic
podstawiamy wyzej okreélona pochodna du,/or oraz dp,/dz z (3.4);. Eliminujgc
z otrzymanego zwigzku wyrazenie 8% u,/0z* za pomocg wzoru wyprowadzonego
na wstepie, otrzymujemy réwnanie (3.5);. Eliminacja z réwnania (3.4), i (3.4).
sktadowej u, prowadzi do réwnania (3.5);. Wreszcie réwnanie (3.5); otrzymujemy
rézaiczkujge (3.4)s wzgledem z i podstawiajac do ofrzymanego zwigzku pochodng
dpp/dz z rownania (3.4)s.

W (3.5) wielko$¢ e wyrazamy w napre¢zeniach sumujge stronami rownania (3.4); _ 5!

(36) (Jrr+aﬁﬂ+o'zz)

2 434
Rownania (3.5) i (3.2) wraz z napreZzeniowymi warunkami brzegowymi stanowia
pelny uklad réwnan naprezeniowych w rozwaZzanym osiowo-symetryczoym proble-
mie mikropolarnej teorii spreZystodei dla obszaru jednospdjnego. - ‘

W mikropolarnej sprezystosei w ukladzie kartezjanskim rozpatrywane sa w na-
prezeniach nastgpujace zagadnienia: przestrzenne zagadnienie dynamiczne w pra-
cach [4 i 16], plaskie zagadnienie dynamiczne termosprezystoéci w pracy [17] oraz
przestrzenne zagadnienie statyczne w pracy [18].

4. DALSZE ROWNANIA W NAPREZENIACH

Wykorzystajmy wyprowadzone w p. 2 oddzielne rownania dla przemieszczen
i obrotu (2.4) - (2.7) w ten sposdb, aby za pomoca przemieszezeniowych réwnan
réwnowagi (2.3) i zwigzkdw konstytutywnych w postaci (3.4) wyprowadzi¢ oddzielne
téwnania rézniczkowe dla poszezegdlnyeh skladowych stanu naprezenia o, 0
Ozr, Mugs> Hag dla kombinacji o,..4-opg, ffo— te, Oraz pewne rownania dodatkowe.
Wymienione réwnania maja nastgpujacg postaé:
V:ViDo,,=0,
. ) ’ VéVgDQ(—U}z,.O}.Z).ZO,
(4.1) V2V2D(6,,+640)=0,
VgDO (Juzﬁ' ] .uﬂz)=0 »
VZ D (.Iurﬁ - Juﬂr) =0
oraz

v? (Urr+o.ﬂﬂ+azz) =0 s

4.2
( ) DO(o-rz_azr)xo'

Powyisze réwnania wyprowadzamy w nastgpujacy sposcb.
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Na obu stronach réwnania (3.4); wykonujemy operacje V2 V2 D. Uwzgledniajac
zaleznosci (2.4) 1 (2.7) otrzymujemy réwnanie dla a,, (4.1),. Wykonujac na wzorach
(3.4)4,5s operacie V2V D, i uwzgledniajac (2.5) - (2.7) otrzymamy réwnania dla
Oy 1 05 W postaci (4.1),. Zwiazki (3.4),,, po dodaniu stronami mozemy przeksztal-
ci¢ w ten sposdb, ze po prawej stronie rezultatu wystapi tylko wielkosé e i du,/dz.
Wykonujae na powyiszym réwnaniu operacj¢ V2 V2 D i uwzgledniajac (2.4) i (2.7)
‘ otrzymujemy réwnanie (4.1); dla o,,4-0¢p. Réwnanie (4.1), dla sktadowej p,,,
a co za tym idzie i dla p,, uzyskujemy wykonujac na (3.4)s operacje V2 Dy i uwzgled-
niajac (2.5). Réwnanie (4.1)5 dla p— pte, otrzymujemy w sposSb nastgpujacy:
réwnania (3.4); i (3.4); odejmujemy stronami eliminujgc z rezultatu wielkoéé
[(1/")/(@]9r)](re,) za pomocy réwnania réwnowagi (2.3),. Nastegpnie wykonujemy na
uzyskanym réwnaniu operacje V2 D i uwzgledniamy (2.4) i (2.7). Réwnania dodat-
kowe (4.2) otrzymujemy nastepujace: z (3.6) i (2.4) otrzymujemy réwnanie Laplace’a
dla niezmiennika stanu naprezenia (4.2);. Odejmujemy stronami réwnania (3.4),

du, Ju,
i (3.4); eliminujac z otrzymanego rezultatu wyrazenie 2« (* -

dF - 9z
mieszczeniowego rdwnania réwnowagi (2.3);. Jezeli wykonamy na otrzymanym
wyniku operacje D, i uwzglednimy (2.5), to otrzymamy réwnanie (4.2), dla o,,—a,,.

) Za pomoca pree-

5. ZAGADNIENIE POLPRZESTRZENI z (0 PODDANE] NORMALNEMU,
OSIOWO-SYMETRYCZNEMU OBCIAZENIU NA BRZEGU

Stan przemieszczent i obrotéw okreslony za pomoca ukladu réwnan (2.3) moze
byé wywolany dziataniem sit i momentéw masowych w postaci (2.2), lub odpo-
wiednio dobranymi obcigZzeniami brzegowymi.

Rozpatrzmy zagadnienie pdlprzestrzeni bez obciazedi masowych i zalézmy,
Ze na jej brzegu dziala osiowo-symetryczne obeigzenie pionowe zgodnie skierowane
z dodatnim kierunkiem osi z. Warunkom brzegowym nalezy wigc nadaé postaé

(5.1) T (1, = —p(r),  Gult, =0,  0(r, 0)=0.

Zaktadamy, ze calka z obciazenia w plaszczyZnie z=0 jest ograniczona. Problem
mozemy sformulowaé w naprezeniach nastepujaco: nalezy wyznaczyé skiadowe
stanu naprezenia (3.1) dla polprzestrzeni, spelniajace warunki réwnowagi (3.2),
zwiazki geometrycznej zgodnosei (3.5) oraz warunki brzegowe (5.1).

Przy rozwigzywanin tego problemu postuzymy sie réwnaniami (4.1). Wprowadz-
my nieskoniczong transformacje Hankela zdefiniowana nastepujaco [5]:

o

[/ 2,7 2N= f 1f (6, 2) o (Cr), J1 (r)] dr,
(5.2) 0

Fo, 2= [ EF &2 @G NVo@) @ de.
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Wykonajmy na réwnaniach (4.1) transformacje (5.2), pamigtajgc o zaleznoéciach

w dz 1 d .<
f . ( i+ E;)f(r)Jo (Erydr=-E71(0),

o

(5.3)
i ( d* 1 d ) 2
f st S [f I dr=—¢ i3}
4]
Otrzymujemy |
FE 2 2 — e .
(EZ_Z - 2) (ilfl’Z_2 _pz) [O—zz’ Oz Ozps (Err'*‘aﬁﬂ)] =

(5.4) 2 g2 :
: (ZZ? .,_.62) (E;Z—_Pz) [}uzﬂs (}u'rG_HBr)]:O:
gdzie p=(E2+1/17)V/2,

Réwnania (5.4) sa zwycrajnymi, liniowymi, jednorodnymi réwnaniami réz-
niczkowymi czwartego i szdstego rzedu o stalych wspdlczynnikach. Uwzgledniajac
warunki fizyczne dla pdlprzestrzeni, tzn. znikanie naprezed, gdy (r2-+z2)%/2-o00,
ogolnemu rozwigzaniu tych réwnan mozemy nadaé nastgpujaca postac:

E-zz :(A+Bé2) e_éz+ Ce—pz’

G,,=(F+G&z) e %4 He™ "2,

G=(K+LEzYe %+ Me™ P2,

ﬁzﬂ:De_EZ+Ee_pz;

—rr+6-00:(Q+Réz) e—§z+Se-—pz’
— oo =Ne ¥} Pe—r=,

(5.5)

W rozwigzaniu (5.5) réwnaﬁ (5.4) litery A—H i K—S§ oznaczaja dowolne stale.
Stalych tych jest szesna$cie. Pokazemy, Ze potrafimy Jje wyznaczyé spelniajac
wszystkie warunki wyszczegdlnione w sformutowaniu problemu; w szezegéinodci
vzyskamy réwniez z wyrazen {(o.,.—+age) 1| {fe— He) DOsSzezegdlne ich skladowe.

W tym celu wykonujemy transformacie (5.2), na dodatkowych réwnaniach (4.2),
réownanin rownowagi (3.2), oraz na warunkach brzegowych (5.1):

d? - d* _
;:‘_Z;LW ? (arr+098):w Md;EHﬁ 2 Tz,

)
PP 5rz’m&zr =09
(5.6) dz* ( )
. od_
éarz+g G,,=0,

T E 0= =5 Ga(E =0, jie(£,0)=0.
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Podstawiajac (5.5) do (5.6) i eliminujac state E, F, G, H, K,L, M, R1i S, otrzymamy
odpowiednio

R+B=0, S§+C=0,
K—F=0, L—G=0,

(G F=A-B, G=B, H=i§— c,

A+C=—p (), K+M=0, D+E=0.

Uwzgledniajac (5.7), wzory (5.5) przedstawiamy w postaci

0. =(A-+-B&z) e % -Ce 9%,

o= (A—B FBED) =554 Ce,

0, =(A—B+BEz) e~ —(A—B) e~

ﬁzﬁzD (e_éz'"e_ﬂz):

&rr+&ﬂﬂ= (Q—Blz) e — Ce™?%,

}arﬂ - ﬁﬂr:Ne_¢z+Pe—pz'

(5.8)

Wzory (5.8) znajda zastosowanie przy rozpatrywaniu zagadnienia termospre-
zystego.

Pozostalo nam do wyznaczenia siedem stalych, przy czym dysponujemy jeszeze
nie wykorzystanym warunkiem

(3.9} A+-C=—p(C).

Brakujace szed¢ warunkéw wiazacych stale otrzymamy z réwnan geometrycznej
zgodnosel (3.5),_,. _

Pomnozmy obustronnie réwnania (3.5);_, przez rJo(ér), a réwnanie (3.5);
przez rJy (Er) i scatkujmy je wzgledem r w przedziale [0, c0). Uwzgledniajae (5.2),,
{(5.3), oraz wzory

f Iof ()]0 &) dr =272,
(5.10)
ey
[ r g U1 dr= =70,
otrzymujemy odpowiednio A
2 J2é

dz 2 (0',,.—,—0'99) é (o-rz+azr)+€2 (Jzz_le)_]'zj'

d _ 2e
.11 7z Hro— Hop) = fﬂze’

£ 1 d ..
_E-!; (azz Ae)—l— ﬂzﬂ 4 d ( Oz — zr)+ d= (Urz+azr)'
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W réwnaniach (5.11) & oznacza transformacje (5.2); wykonang na (3.6). Spelniajac
przetransformowane warunki zgodnodci odksztalcen (5.11) za pomoca wzoréw
{5.8) 1 wykorzystujac warunck (5.9) wyznaczamy pozostale state 4, B, C, D, N, Pi (:

__xC _xcC
yle E7 T yde p’ T &7

I C=—2a, 82— ?
=oa e C="2

(5.12) a"f’t : Ao
I A PUP P
A= 40 (1 2aqy & p)
__L 24 25)
QH ( +l+aof

W (5.12) wprowadziliémy oznaczenia ao=/(y-+&) Qu-+/du{u+r), p=p (&),
Ag=do (E)=112a, E* (1 —&/p). Stosujac twierdzenie o transformacji odwrotnej
(5.2), oraz uwzgledniajac wartoéci wyznaczonych stalych (5.12) wzory (5.8) zapi-
suyjemy w postaci calek:

04 (7, 2)= —f Ai;é L(H—cfz) e~ 4-2q, &2 (e“’z— ge‘fz)] Jo (Er)yde,

2

O (1, 2) = —J‘ -"‘i_é sze‘g“—i&ao ;2 % (i;;“ e“”—e‘fz)] Jy (Gr) dg,

® 5T ¢

0 )=~ [ A%c £2e-4% - 2a, ézg(e“‘”—e“:”)]h €N de,
(5.13) S
o (s 2) = 2a Ai £ (P —em ) I, (&) dE,

~p +24 g
Ot 0™ — f ié [( ,Lju—l—). —éz) ewfz'l‘.zao & (“p_ e_gz_e_pz)]fo (¢rdc,

4eay

e &
y+szo ( e )Jo(éjr)df.

Dla uzyskania peinej informacji o stanie napreZenia w poiprzestrzeni pozostato
wyznaczenie skladowych Gy, Ggg, teo 1 Mo W tym celu wykorzystamy niespelnione
réwnania réwnowagi (3.2}, 5 oraz wzory (5.13); 6. Przeksztaicamy réwnania row-
nowagi (3.2), ; do postaci-

Heg— Hogr ™

a_’, (rz O',.,.)ﬁf' (0'".+0‘og)—?’2 E Tz

5.14
619 i ’ |
5 0% o) =1 (g — pto) =15 oo =17 (00— 01) .
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Podstawiamy do (5.14), wyrazenia na (0,,+0gp) Oraz na o,, dane wzorami (5.13); 5;
otrzymany rezultat obustronnie calkujemy wzglgdem » zmieniajac po prawei stronie
wyrazenia porzadek catkowania. Uwzgledniajac warto$ci nastepujacych catek:

¥

[ o @) dr= 1, @),
¥ 2

_[ r2J (Erydr= = J1 (&ry— Jo (&r),

0

"(5.15)

otrzymujemy

616 o (r2)= | Aié[(fz——"—ﬂ-)e"é%

+2a, £2 (e—nz - % e‘é‘z)] [Jo (&) — lé((f )]df—!-

A
p,Jr/l

f Aioé ¢4 Iy (Er) dE.

Podstawiajac o,, do (5.13)s wyznaczamy sktadowa ogy:

1T o4 r, z)=fdi0-cf[(ﬂf liﬂ)e—&_'—

5 Dz_m ]th(é")
+2a°é(e ) )J &r

A S P
— | e nend.
0

Skladowe i,g i pg, otrzymujemy przy uZyciu wzoréw (5.13);3.4.6, (5.14); i (5.15)
postgpujac podobnie jak przy wyzhaczaniu o, i ogp!

. ¢ 2y T (&)
" 3 =2a - e % — e JO - ’
to (1 2) aobf A 4 (e rh )[ &r) ]df

y+e  Lr
(5.18) : » 52
2 L § il _ ¥ St
Hor (r, 2)= 2aof ¢ ( » e )[y+glo &r) e & ]df-

Pozostate réwnania geometrycznej zgodnodci (3.5), s sa. teraz spelnione toZsa-

mosciowo.
We wzorach (5. 13)1 a1 (5 16) (5.18) mamy zestawmne rezultaty dla poszcze-
g6lnych skladowych stanu naprezenia. Opisuja one w pelni stan naprezenia w pol-
przestrzeni i stanowig rozwiazanie postawionego na poczatku problemu.
Rozpatrzmy przypadek szczegdlny. Dla a—0, p—¢&, 4,—1 skladowe tensora
naprezenn momentowych znikaja, natomiast wzory dla ¢,,, 6,,= 0, Gy Tgp przecho-
dza na wzory klasycznej teorii sprezystosci dla osrodka Hooke’a [7].
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Rezultat dla potprzestrzeni poddanej osiowo-symetrycznemu obcigZeniu nor-
malnemu, uzyskany w tej pracy, pokrywa si¢ z wynikami prac [3 i 6], gdzie zagadnie-
nic osiowo-symetryczne rozwigzuje si¢ przez wprowadzenie nogdlnionych funkeji
Love’a oraz potencjaléw sprezystych.

6. ZAGADNIENIE OSIOWO-SYMETRYCZNE MIKROPOLARNE! TERMOSPREZYSTOSCI

W punkcie tym podamy rdZniczkowe réwnania naprezeniowe dla zagadnienia
osiowo-symetrycznego mikropolarnej termospreZystoscl.

Wektorowe rownania przemieszczeniowe mikropolarnej termosprezystodei z po-
minieciem sit i momeniéw masowych oraz wyrazow inercyjnych majg postaé [1]:

(u+o) V2 ut(i+p—ao) grad diva+2arotu=vgrad T,
o (Y V2 —4a] @A (BH-y—e) grad div o +20 rot u=0; .

gdzie v={314+24) o, a @, jest termicznym wspolczynnikiem rozszerzalnodel linio-
wej oérodka. Funkeja 7" okreéla przyrost temperatury liczony od stanu naturalnego
ofrodka. Do réwnani (6.1) nalezy dolaczy¢ rdwnanie przewodnictwa cieplnego,
W ogdlnym przypadku jest to uklad z trzema niewiadomymi. Napiszmy (6.1) w ukla-
dzie wspbhrzednych walcowych r, 0, z, uwzgledniajac osiowg symetrig zagadnienia.
Otrzymamy dwa niezalezne uklady réwnan, ale wyrazy termiczne wystapia tylko
w uldadzie zwigzanym z wektorami u i ¢ w postaci u=(w,, 0, 1.}, ©=(0, p,, 0).
Uldad ten jest nastepujacy:

6.1)

( ] 1) ) % dp, T
(}1—;—0!) v 2 H,.+(;+[,t*0’.) ar 2“-—5—1” ar ’

) 4 de ) 1 2 aT
{6.2) (pto) V2 uy+ (At p—or) aer - aj(!‘@’e):VE,

ol Hofon{ -2
(y+e)lV ey @et20 pa v b

Z réwnaf (6.2), postepujac podobnie jak w p. 2, moZzemy wyprowadzi¢ réwnanie
wigkgce dylatacje e z funkcjg T '

(6.3) V2e=mV*T

oraz nastepujace oddzielne réwnania rézniczkowe dla poszezegdlnych skiadowych
weklora u i ¢ z temperaturg 7

VCZ)DD gD(;:O,

2
ViViDyu=m—DV:T,
(6.9) e or

d
VEV2Du,=m——DV:T,
0z

W (6.3) i (6.4) m=v/Qu+2).
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Stan napreZenia w rozpatrywanym zagadnieniu reprezentowany jest przez skla-
dowe niesymetrycznych tensoréw naprezen silowych i momentowych jak w (3.1).
Skdadowe te wyrazaja sie przez funkcie u,, u,, @, 1 T nastepujaco:

gy
Urrzz.ua_r e—Vi,
_ ”

(6.5) COgg=2U T+/le—vT,

du,
Coz =24 E-}-le—vi‘i

Pozostale réwnania konstytutywne pokrywajg sie z rownaniami konstytutywnymi
(3.4)4_4 dla zagadnienia bez temperatury. Réwniez pozostaja tu zachowane napre-
Zeniowe rownania réwnowagi (3.2) oraz zwigzki (3.3).

' Rownama geometrycznej zgodnosei dla termosprezystodci (w naprezeniach)
uzyskamy ze zwiazkow (6.5) oraz (3.4)4_s, post@pujqc podobnie jak w p. 3. T tak
odpowiednikami réwnan (3.5)1, 5,4 54 tu odpowiednic réwnania (6.6); 5 4. W réw-
naniach (6.6), s nie wystepuje temperatura T i widzimy, 2e sa one identyczne
z (3.5),s:

o2 1 3{{5 J 1 T]} 21328 232T

Ezﬁ(arr+aﬂﬂ)_T 5 F a(dzr—karm) or (Gzz— e-+v ) + 4 5227
1 d

9z (ﬂrﬂ—#ﬂr) y+c ¥ ar (]ﬂzg),

a

! 1 1 2
(66) ~ G'zz—/'{€+VT)+m ,u.zti=4_oC ‘8_2‘(0',.2—0'2,.)“!"@ g(arz_‘_gzr)a

2u g(
. F
T (Jrr O-Bﬂ/ (0'35 - A.@—FVT)

2 '_('a *y £ 1)'
gz Hre= ar }’~]——8 , Hzo-

W réwnaniach (6.6) wyrazamy e przez naprefenia i temperature na podstawie
wzorh

1
(6.7 - e= (Ot gt o)

3y
2ut3 34 2 +3/1

otrzymanego z (6.5).

Réwnania (6.6), (3.2) wraz z réwnaniem przewodnictwa cieplnego, przy danych
warunkach brzegowych dla naprezen i temperatury, stanowia petne sformutowanie
W maprereniach rozwaZanego stacjomarnego, osiowo-symetrycznego problemu
: mxkropolamej termosprezystodei dla obszaru jednospdjnego.
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Z zaleznodci (6.5) i (3.4)4_5 przy uZyciu réwnan (6.3), (6.4), (6.7) oraz prze-
mieszezeniowych réwnafi réwnowagi (6.2) moZzemy wyprowadzié nastepujace
réwnania rézniczkowe:

32
VZ VZ D Gzzzzﬂm (EZ —VZ) sz T,
2
2 72 _ 5
VO V() DD (o'rzs o'zr) —Z/Jm 32 Br .DV T,

(6.8)

aZ

V2 V2 D (0,,+ Go0) = — 21 (5;?+ Vz) DV T,
V& Do (fh05 110:)=0,
V2 D (o~ pror)=0
oraz dodatkowe rdwnania postaci
V2 (0 +Gpetay,)=—4umV? T,

(6‘9) DO (Gzr_arz)=0'

7. ZAGADNIENIE POELPRZESTRZENI z 30 PODDANES STACIONARNEMU,
OSIOWO-SYMETRYCZNEMU OGRZANIUV NA BRZEGU

Rozwaimy osiowo-symetryczne, stacjonarne zagadnienie {ermosprezystosel
dla jednorodnej izotropowej poliprzestrzeni mikropolarnej. Zaldimy, 7e w péi-
przestrzeni nie wystepuja Zadne Zrodia ciepla. W takim przypadke réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego dla funkgji T nie jest zwiazane z zadnym ukladem réwnan.
réwnowagi 1 jest réwnaniem Laplace’a:

(7.1) V2T (r, £)=0.

W tak postawionym zagadnieniu przyczyng deformacii ofrodka moie byé tylko
stacjonarne ogrzanie polprzestrzeni w plaszezyZnie z=0 w sposdb niezalezny od
kata 6. Przyjmujac dodatkowo, Ze brzeg polprzestrzeni wolny jest od obciazef
mechanicznych, mozemy sformutowaé warunki brzegowe zagadnienia:

(72) Tz (F, 0) = 01 Gor (F: 0) = O, Hze (I", 0) = 09 T(f', O)Zf (F’)

Przy zaloZeniu, Ze calka z funkcji obcigzenia w plaszczyznie z=0 jest ograniczona,
do warunkdw (7.2) dolaczamy warunki regularnoéei rozwigzania w nieskonczonosci,
tzn. znikanie naprezefi i pola temperatury, gdy (r2-+z)"2 500,

Zadaniem naszym bedzie okre$lenie rozkiadu temperatury T oraz skladowych
stanu napreZenia (3.1) w polprzestrzeni, spelniajac réwnania réwnowagi (3.2),
zwiazki geometrycznej zgodnosci w postaci (6.6), réwnanie przewodnictwa cieplnego
(7.1) i calo$¢ warunkdw (7.2),

Zagadnienie to rozwigzemy dwiema metodami.
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7.1
- Rozwigzanie rdéwnania przewodnictwa cieplnego (7.1) z warunkiem (7.2)4
dla polprzestrzeni przedstawiamy W postaci calki Hankela,

.3) T(r, 2)= [ F(© Eem® Jo(ér) .

Dla okreslenia sktadowych stanu napreZenia wychodzimy z réwnan (6.8), do kto-
rych wprowadzamy znang funkcje T'z (7.3). Ze wzgledu na fakt, ze funkcja Tz (7.3)
jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a, réwnania (6.8) przechodzg w uklad jedno-
rodnych réwnaf rézniczkowych, identyczny z ukladem (4.1) (por. p. 4). Rozwiazanie
zatem réwnat z (6.8) dla pé%przestrzéni 7 warunkami (7.2); _; przy wykorzystaniu
zwigzkdw pomocniczych (6.9) [identycznych teraz z (4.2)] i réwnania réwnowagi
(3.2), sprowadza si¢ do dokladnego powtérzenia postgpowania szczegétowo opi-
sanego w p. 5 az do momentu uzyskania wzorow (5.8). Wzory te wykorzystamy,
uwzgiedniajac tu jednak odmienny niz W p. 5 warunek brzegowy dla skladowej
0.5 ktéry prowadzi do zaleznosci

{1.4) A4+ C=0.
State 4,8, C,D,Q, N i P wyznaczamy spefniajac przetransformowane rownania

zgodnosci (6.6); _5 i wstawiajac do nich wspomniane wyrazenia (5.8). Uzyskujemy
algebraiczny uktad réwnan, z ktorego w polaczenin z (7.4) otrzymujemy

2a, &2
A:—,lef A(} »
B=—pum f{}—1/40),
{7.5) wum 2+ 4 ( & \
— ot 2la_aq =
o=l v oa )
e 1 y N 28 1A pe 2e 1
e Toyde £ T e p

Mozna sprawdzi¢, ze pozostale réwnania geometrycznej Zgodnoéci (6.6)4,5 nie wno-
sza nowych warunkoéw wiazacych stale 1 wobec (7.4), (7.5) sa spelnione tozsa-
moéciowo. ;

Pelne rozwigzanie zagadnienia uzyskamy spelniajac mewykorzystane dotad
réwnania réwnowagi (3.2); 5. Spelnienie ich przez (5.8) prowadzi do wyznaczenia
skladowych 6,., Gop, fras Mors PIZY CZyM tok postgpowania jest identyczny z poda-
nym w p. 5 dla zagadnienia bez temperatury. Ostatecznic rezultat przedstawiamy
‘w postaci calek:

(1.6) 00 (D)= —pm f TEA—1)Ag) (1+E2) =54

2a4 &2
e (f— e*f’—e-”)]fo (& dz,

P




(1.6)

fc.d.]
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g éj E‘(e—fz‘“e—pz)]'fl (ff') df,

0= —om | ﬂf[(l—lmo) reor i 2

arz{r, Z)——ﬂmfff [(1-“1/40) {zem %+

2(10 ‘52 __é._( -Ez_._Bi -pz)]
+ 40 2 e 7 e Jo (Er) dE,

o

e
Yo (7> 2)=2umaty f ST = T () &,

]

o 2u
T, (r, 2)=2pmay, f 7 {[y+s + &2 (1 - “) .fz] —ez

+& (e":”—e""’)} {Jo ¢&ry— if )] dé—

° JE ¢
S T -

Goo (1, 2)=2uma, f E{[m%’;’z (1—5)52] g4 L

e )} AGY

@ =

bis &
f4'”m“°f Ao[')’-l-b‘ 52( p)]e“fzj"(‘f") %

< 2 TN

~ mﬁ(ﬁ ..z) [1—_3 3 Jl(ér)]
Hor (5 2y =2pim f 7R Pt | P10 v [

F=F©&=[ /()T (&r) .

Dla przypadku szczegdlnego a=0 wzory {7.6) przechodza we wzory klasycznej
¢ termosprezystodci. Znikaja sktadowe tensora naprezed momentowych oraz skla-

dowe 0., 0.4, 6,.. ROZne od zera pozostaja tyltko skladowe o,,. i 64 Jest to tzw.

guasi-plaski stan napreZenia [10].

Problem zostal wiec rozwiazany. Rozklad temperatury w pélprzestrzeni okresla
wzér (7.3), a stan napreZenia opisany jest przez elementy z macierzy (3.1) o warto-
$ciach okre$lonych przez wzory (7.6).

Rozprawy Inzynierskie — 2
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W pracy [6] rozpatrzone zagadnienie rozwiazuje si¢ za pomoca potencjatéw
sprezystych, w pracy za$ [8] przez bezpoérednie calkowanie rownan przemieszeze-
niowych. Otrzymany rezultat pokrywa si¢ z wynikami podanymi w wyZej wymienio-
nych pracach. Otrzymujemy réwnicz dobre przejécie do rezultatow w pracy [9]
(x—co) dla tzw. pseudo-continuum Cosseratéw [14].

7.2
Inne podejscie do problemu polega na przyjeciu tensora naprgzen sitowych
i momentowych w postaci [11]

r Hr
Oz = O'zz-i—ﬂ'zz s
’ 12
O =0y, 10,y
r s
G-ZF:Gzr+Gzr’
’ r or rt
(7'7) O‘rr+090: (arr+089)+(0rr +Uﬂﬂ):
] '
Hoo= thoptHsg»
’ ’ re '
— Hor= (}ure e ﬂar)+(ﬂr6 - l’lﬂr)'

Wielkodci oznaczone znakiem «prim» sg catkami szezegélnymi nigjednorodnego
uktadu réwnan (6.8). Wielkoéci z dwoma kreskami sg calkami ogélnymi jednorodne-
go ulktadn réwnan (6.8).

Rozwiazanie problemu sprowadza si¢ wowczas do:

a) wyznaczenia sktadowych stanu napre¢zenia dla zagadnienia klasycznej termo-
sprezystodci generowanego. przez odpowiednio dobrane warunki brzegowa (tempe-
ratura, obcigZenia mechaniczne);

b) rozwigzania typowego problemu brzegowego mikropolarne] sprezystodei
(T=0).

Poprawnoéé takiego postgpowania wynika z zasady superpozycji, kidra ma tutaj
zastosowanie ze wzgledu na liniowo$¢ wszystkich réwnan rézniczkowych i warunkéw
brzegowych.

Rozwigzanie dla wielkodci oznaczonych znakiem «prim» wyznaczymy przy tak
dobranych warunkach brzegowych, e zagadnienie z punktu b sprowadz sig do
juz rozwigzanego problemu w p. 5.

Wyisciowymi réwnaniami dla punktu a sa rastepujace réwnania rézniczkowe
uzyskane z (6.8)y_5: 2
V2 ., =2um (8—,_ —Vz)

32
(1.8) V5 (0 0.)=2pm 5
. a
V2 (0., +0py) = ~2um (52—'3 —I—VZ) T.
Wszystkie sktadowe oznaczone symbolem «prim» tensora naprezed momentowych
przyjmujemy z (6.8), 5 za réwne zeru:

(7.9) #za = l"ez #ra .“er =0.
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Ponadto ze zwigzkdw dodatkowych (6.9) mamy
(7.10) o, +opt+o,=—4umT, o, —q, =0.

Z (7.10), widzimy, Ze oznaczony znakiem «prim» tensor naprgzen sitowych jest
symetryczny.
Do rdéwnan (7.8) - (7.10) dolaczamy réwnania réwnowagi (3.2) i zwigzki geo-
metrycznej zgodnosei (6.6) napisane dla wielkosci oznaczonych symbolem «primy.
Rozwiazanie dla temperatury (7.3) z warunkiem (7.2), jest nadal poprawne,
natomiast dla obcigZzenn mechanicznych zazadaimy, aby byly spelnione nastepujace
warunki na brzegu:
(7.11) o, (r, O#0, o, (r,00=0

oraz warunki regnlarnodci w nieskonczonosci.
Wykonajmy na réwnaniach (7.8) transformacie (5.2}, i uwzglednijmy réwnanie
(7.1) dla T; otrzymamy wowczas

az d2T
P a,,=2um—— pEY

d? .y dT
(7.12) 7z ¢ O 0= —2ume -,
d* a7
d=2 _62 (O_rr—l_o-t)())'—' —2#1?1 dz® "

Speliajac warunki fizyczne problemu nalezy przyja¢ ogdlne rozwigzamie réwnan
w postaci:

_5' =(A' B &) e ¥,

&l = (D' C" E2) e,

o, =(E'"+F ézye ¥,
O, & Gpy=(G'+H' £28) e~ %,

W (7.13) A'— H’ oznaczaja dowolne stale.
Podstawiajac do (7.12) rozwiazanie na temperature z (7.3) oraz Zzadajac, aby
(7.13) bylo rozwigzaniem rownan (7.12), otrzymujemy

(1.13)

(7.14) B=C=F=—H=—umf(&,
Spehiajac warunek (7.10); uzyskujemy _

(7.15) G'+A =—4dumf(&).

Z warunku réwnowagi (3.2), mamy

(7.16) =B LD

Z warunkn symetrii (7.10), wynika, ze D'=FE’. JeZeli spelnimy Warunek brzegowy
(7.11),, to pzyskamy

(7.17) D'=F'=0,
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Spelnienie warunku brzegowego (7.11), pociaga za sobg spelnienie warunku (7.11),,
poniewaz A'#0. Z (7.14), (7.16) i (7.17) otrzymujemy bowiem

(7.18) A'=—pmf ().

Okreélenie sktadnikéw wyrazenia a:,+o';6 uzyskamy spetniajac rownanie réwnowagi
. {3.2),. Ostatecznie zhajdziemy '

or=—pm [ Ef©U+E) e B dE,

o) =0l =—pm [ &[(Q)ze~# Ty (€ de,
4]
Jy (&r)

Er
—pm [ EF@ (=& e T (@ &,

J, @) 0
;L A4 2um j EF(E) e T, () dE.

(719 o, =—pm [ Ef QA+ e dé+

Ga=pm [ EF (&) (148 e

Wyznaczone rozwigzanie (7.9) i (7.19) spelnia réwniez réownanie rownowagi (3.2);
i zwigzki zgodno$ci odksztalcen (6.6).
Przejdsmy do zagadnienia b. Réwnania wyjéciowe dla wielkodci z dwiema kres-
kami sa nastgpujgce:
V2 V2 Do, =0,
ViV2D, (o, .0, )=0,
(7.20) V2V2D (0. +a,)=0,
V3 Do (16> H9:)=0,
| V2 D (1) — 14})=0.
Ponadto mamy
(7.21) V2 (0l + a4y +01)=0, Dy (o), —0.)=0.
Do réwnan (7.20) nalezy dolaczy¢é réwnania réwnowagi (3.2) i zwigzki zgodnosci
odksztatceri bez temperatury (3.5). Rozwiazanie zagadnienia musi by¢ takie, aby
byly splenione warunki na brzegu poéiprzestrzeni (7.2);.-3:
(7.22) [0+ 62 Tamo= 02402 Jemo=[ttig+ 1134 =0 =0

oraz warunki fizyczne.
Podstawiajac do (7.22) wartosei skiadowe o,., 0., i ji,, na brzegu, odpowiednio
na podstawie (7.19),, (7.11), i (7.9) otrzymujemy warunki brzegowe dia zadania b:

(7.23) 0., (r, O)=pmf (), o, (r, =0, fhay (r, 0)=0,
Problem brzegowy mikropolarnej sprezystodei dla polprzestrzeni z warunkami typu

(7.23) zostal szczegélowo rozpatrzony w p. 5. Wystarczy zatem W celn uzyskania
rozwiazania b we wzorach (5.13);.4 1 (5.16) - (5.18) podstawi¢

(7.24) P&)=—pmf@).
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Koncowy rezultat ‘dla problemu termospreZystosei otrzymamy dodajac wartosci
napreZen zestawione we wzorach (7.9) i (7.19) z odpowiednimi wartoéciami naprezef,
zestawionymi we wzorach (5.13), _4 1 (5.16) — (5.18) pamigtajac o (7.24). Wykonanie
prowadzi do tych samych rezultatéw, kidre uzyskalidémy poprzednio dla zagadnienia
termosprezystego, tzn. do (7.6).
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PeszwomMme

CTATHYECKAN OCECUMMETPUYECKASA 3AJIAYA MUKPOIIOJBIPHOM TEOPUH
YHPYTOCTIA 1 TEPMOVIIPYTOCTH

B craThe Hmama monHad $OPMYNEPOBKA B HATIDMKEHEAX CTATHYECKON OCECHMMCTPRICCKOH
3a7a4FE HECHMMETPHYHON TeOpHY YOPYFOCTH M TepMOYIDYFOCTH, BEKTOPEI HEPEMEINEHEH H mo-
BOPOTA MOMXKHO BEIPAa3HTs B 3T0i 3agade B clenyromeMm euwie: u (i, 0, i), @ (0, ¢y, 0).
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DOPMYHHPOBES 3aJa4d COCTOET M3 He(depernuansieiX ypasHeHuli PapAoBECHA B HAIPsKeE-
HEHAR, muddepernaanb e TeOMETPHYIECKHX COOTHOICHME COBMECTHOCTH, BHIDAMXEHHBIX TaK#e
B HATIPSKESHMAX, W KPACBEIX YCHOBHL.

B wavecTse mpEMepa PAcCMATpeHa 3afaua 00 O/IHOPOAHOM H30TPOSHOM MHKDOIONADHOM
TOMYOPOCTPAHCTRE ¢ OCECHMMETPHISCKOH HODMAMNBHOH HAUDY3KOH HA [OBEPXHOCTH, & TAKKE
33443 O HONYIPOCTPRUCTEE, OCCCHMMETPHICCKE HATPEBAEMOM C [OBEPXHOCTE H CBOBOIHOM OT
MEXAHEYECKHX BosNelctruil. TTocnmenss 3a0aua PelleHa AByMs cnocoGamm.

¥lomyueHnsie COCTABISIONING TEA30POB CHIOBBIX W MOMEHTHBIX HANDSKEHUH BLIPAKOHEL
B BRAC WMATErpamon [ auKei.

S UMMARY

STATIC AXISSYMMETRIC PROBLEM
OF MICROPOLAR ELASTICITY AND THERMGELASTICITY THEORY

The paper presents a complete formulation (in terms of stresses) of the static, axisymmetric
problem of the theory of asymmetric elasticity and thermoelasticity, characterized by the following
form of the displacement and rotation vectors: u (u,, 0, &), <p (0, ¢y, 0). The formulation consists
of the stress equations of equilibrium, the differential compatibility equations cxpressed in terms
of stresses, and the boundary conditions.

An example concerns the problem of homogeneous, isotropic micropolar halfspace with an
axi-symmetric normal boundary load, and the problem of a halfspace axi-symmetrically heated
at the sarface, free from mechanical loads. The latter problem is solved in two ways,

The final result, the components of the force-stress and couple-stress tensors, has the form of
Haunkel-type integrals.

UNIWERSYTET WARSZAWSKIL
INSTYTUT MECHANIKE
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