ROZPRAWY INZYNIERSKIE, 21,2,279-292, 1973, Polska Akademia Nauk, Tnstytut Podstawowych Problemdw Techniki .

PODSTAWY TEORII PLASTYCZNEGO PLYNIECIA
CIAL DYSKRETYZOWANYCH

MICHAL KLEIBER (WARSZAWA)

WSTEP

Stworzenie metody elementdw skoriczonych, wiaZzace] w sposéb Scisty formu-
lowanie réwnan ofrodka ze sposobem ich rozwiazywauia, jest niewatpliwie przykla~
dem bardzo udanego spojrzenia na mechanike cial odksztatcalnych, Metoda ta.
jest obecnie szeroko stosowana w wielu inzynierskich problemach dotyczgcych
bardzo szerokiego zakresu zagadnieni, dajgc przewaZnie rozwiazania o zupelnie dosta-
tecznej doktadnodci. Doceniajac korzysci ptynace ze stosowania tej metody nic
moina jednakze nie dostrzec réwnie? jej wad. W metodzie elementdw skoficzonych
bowiem precyzic matematyczna zastgpowaé nalezy w wielu przypadkach inzynier-
ska infuicia, co, aczkolwick daje dotychezas dobre rezultaty, trudno uznaé za sytuacie
zadowalajaca, Platego tez wszelkie prace zmierzajgce do uscislenia podstaw metody
oraz umozliwiajgce skuteczna oceng dokladnosei rozwigzan nalezy uzna¢ za bardzo-
potrzebne. Ostatnio écisly i precyzyjny formalizm w tego typu zagadnieniu podany
zostal w pracach [l —-5]. Rozpatruje si¢ w nich tzw. ciala dyskretyzowane jako
pewne modele oérodka ciaglego, otrzymane w procesie «dyskretyzacji». Opis odrodka
przy uzyciu wielkodei «dyskretnych» (4j. przy dokonanym odpowiednio podziale
oérodka na elementy) jest mniej szczegdtowy niz przy uzyciu do opisu funkcji ciggtych
(chociaz tak szczegdlowy, jak tego zazadamy), ale réwnie ogdlny: wszystkie wlasno-
§ci materiatu sa odpowiednio uwzgledniane w obu modelach. Roéinice polegaja
raczej na formalnym aspekeie, przeniesienie za§ poje¢ z modelu ciaglego na dyskret-
ny jest w wielu przypadkach oczywiste i fatwe. Pewne argumenty przemawiajgce
za stosowaniem metod dyskretyzacyjnych sa zupelnie ogélnej natury: matematyczne
narzedzia algebry wydaja sie by¢ efektywniejsze od metod rachunku rézniczkowego
i catkowego, poza tym s3 one niewatpliwie korzystniejsze w obliczeniach numerycz-
nych. W teorii plastycznoéci dochodzi jeszcze jeden wazny argument, wynikajacy
7 faktu, Ze teoria ta korzysta zaréwno z réwnan jak i z nieréwnodci algebraicznych.
Wlasnosci i procedury rozwiazujace uktadéw algebraicznych réwnan i nieréwnosel
s4 za§ ostatnio przedmiotem skutecznych badan kilku galezi nowoczesnej matema-
tyki, np. teorii programowania, teorii gier i teorii badafd operacyjnych.

W $wietle tych uwag wydaje sic wiec celowe rozwinigcie mechaniki cial dyskre-
tyzowanych i pdéZniejsze wykorzystanie rezultatéw matematycznej teoril programo-
wania i dziedzin pokrewnych.
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Zauwazmy, ze jako szczegblnie wazny przyktad zastosowania mechaniki ciat
dyskretyzowanych uznac nalezy zagadnienia dotyczace cial opisywanych za pomoca
funkeji niegladkich lub nawet nieciagtych, jakimi sa np. powloki siatkowe (ruszty,
ramy itp.) {7-9].

Wyprowadzone réwnania o$rodka dyskretyzowanego zastosowano dotychczas
do rozwiazan wielu zadafl z zakresu teorii spreZzystosci [4]. Prdbie rozszerzenia
teorii na zagadnienia zwiazane z teoria plastycznego plynigcia materialow i teoria
nosnosci granicznej konstrukcji poswigcona jest praca niniejsza.

2, PODSTAWOWE POJECIA 1 ROWNANIA RUCHU DLA CIAL DYSKRETYZOWANYCH

Dzielac my$lowo rozpatrywany oérodek ciagly na otwarte i roztaczne podzbiory
{tzw. elementy skonczone) otrzymujemy punkt wyjscia do dalszych rozwazan pro-
wadzacych do pojecia ciala dyskretyzowanego. Zaktadamy, Ze ruch kaidego ele-
mentu skoficzonego moie byé z dostateczng dokiadnoscia opisany za pomoca tzw,
funkeji ksztattu [6] przez ruch pewnej skonczomej liczby czastek materiainych,
nalezacych zwykle do domknigcia tego elementu, Te materialne czastki nazwiemy
czastkami ciala dyskretyzowanego. Dowelna czastke oznaczymy przez d, a zbidr
wszystkich czastek ciala dyskretyzowanego przez D. Zakladamy ponadto:

1) rozklad masy w oérodku ciaglym moze byé aproksymowany przez masy
skoncentrowane jedynie w czastkach ciala dyskretyzowanego;

2) kazda czastka ma n étopni swobody (gdzie n jest takie samo dla dowolnego
de D), a wspblrzedne uwogdlnione g¢ (d, ) (@=1, ..., n) czastki d e D sa dla kazdego
deD skltadowymi wektora w m-wymiarowe] przesirzeni wektorowej V",

3) czastki de D oddzialywuja na siebie wylaczniec w pewnych podzbiorach
E<=D, z ktérych kaidy jest przyporzadkowany wzajemnie jednoznacznie jednemu
elementowi skoriczonemu i wyznacza jego ruch za pomoca danej funkcji ksztattu.

Zbidr czastek okreslajgcych roch danego elementu skoriczonego nazwiemy
elementem dyskretnym i oznaczamy przez E, a zbior wszystkich elementéw dyskret-
nych przez &, Fee,

Z punktu widzenia geometrii cialo dyskretyzowane jest wiec para (D, £), gdzie
D jest zbiorem czastek, a & pokryciem D elementami dyskretnymi E e ¢. Oznaczmy
ponadto przez &, zbiér wszystkich elementdw dyskretnych zawierajacych czastke
d, przez By ={d', f, d'} zbiér zlozony z d' oraz f, d', A=11l,..,m, a przez D,
podzbidér D pokryty przez .

" Niech T, (d’, 7} oznacza vogéhniona sile wewnetrzna, dziatajaca na czastke d’
z elementu dyskretnego Ey 68, — T2 {(d', 7) uogblniona sile wewngtrzng dziata-
jaca na czastke f, d’ z elementu Ey e e,; —1, (d, 1) wypadkows sile wewngtrzna
dziatajgcy na element dyskretny E,, pochodzaca z oddzialywan miedzy czastkami
w E,:

@.1) tuld =T, d D~ > TAd,7), m=max(Ey ),
A-1
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¥, {d, ©) oznacza warto§é uogdlnionej sily bezwladnosei,

J d or or
ra( ,T)‘—dl' aéa 5{;;

dla danego ruchu ¢° (d, 7) czastki de D, T=T(d, g (d, ), (d, 7)) energi¢ kinetyczna
czastki de D, f,(d,t) zewnetrzng sitg uogolniong dzialajacg na de D.
Mamy wiedy [1], réwnania ruchu w postaci

(2.2) A T A+t 4 fo=ra, deD.

Elementarna prace wykonywang przez sity wewngtrzne w danym elemencie dyskret-
pym E napisa¢ mozna w postaci [5]

SL(E)=~T.(d, D) 6°@, D)+ 3 T, ) 847 (fa ds )=
A
= —T,(d, ) 6q°(d, D+ D) T (@, ) 6q°(d, 1)+ D) TAW, ) 84,47 (4, ).
A A

Wykorzystujac (2.1) otrzymamy
2.3 SL=T,464,q"—1t, dg"

Postaé ta jest niezmiennicza wzgledem grupy transformagji lokalnego ukladu wspét-
rzednych [5).

3. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

Réwnania konstytutywne dla  dyskretyzowanego ciata sprezystego zostaly
sformutowane w pracy [1] oraz wielokrotnie wykorzystywane w pracach {7 - 8](*).
Postulujac istnienie potencjatu sprezystego e=¢(d, g° (d, 1), 44 9°(d, 7)) otrzymuje-
my [1 - 5]

be(d, ... e (d, ..
@D =) “6 )

[ d = e
ie@y DT TaeE

Obierzmy wspdhrizedne nogdinione ¢°(d, 7) czastki de D w taki sposdéb, aby
warunek ¢°=0 odpowiadal stanowi naturalnemu(®) oraz przyjmijmy, ze pod da-
nym obciazeniem odchylenia od stanu naturalnego sa niewielkie (przyjmujemy
wigc teorig geometryczuie liniowa).

Powyzsze ratozenia usprawiedliwiaja postulowanie nastgpujacej rownosei, pod-
stawowej dla proponowane]j teorii:

(3‘2) qa = qslIJr+ 9'1;11 >

(1) Pelny wykaz literatury znajduje sig w pracy [4]. .
(%) Jedli czastke d potraktujemy jako ciale sztywne, to a=1,2, ..., 6,2 wspéirzedne uogdlnione
g (df, 7) mozna np. przyja¢ nastgpujaco {por. (4.1)):
§°(d, Ty=0" vt (d, DV +-67 > v (d, ), k=1,2,3,
gdzie i, o* sa skladowymi welktorow przemieszczenia i malego obrotu czastki d, odniesionymi do
prostokatnego ukladu wspdhzednych w przestrzeni fizyczne].




282 MICHAY KLEIBER

zachodzacej dla kazdej czastki d e D. Wielkodei g, (d, 7) opisuja tu ruch wywolu-
jacy w ciele dyskretnym efekty sprezyste, a gy (4, 7) efekty plastyczne (nieodwracal-
ne). Postulat (3.2), z ktérego wynika w ramach teorii liniowej, e odksztalcenie
catkowite jest suma odksztalcenia sprezystego i plastycznego, jest analogiczny do
przyjmowanego w klasycznej teorii malych przemieszezefi sprezysto-plastycznych(®).

Rozwigzanie problemu polega w tej sytuacji na okrefleniu deformacii plastycz-
nej i dodaniu jej do deformacji sprezystej, obliczonej z vkladu réwnan (2.1), (3.1).
Z (3.2) wynika

(33) 44 q4°(d, Ty=A 1 95 (d, 1)-+4.4 45 (d, 7).

Aby okredli¢ plastyczne odksztalcenia danego elementu skoficzonego, nalezy prey
danej funkcji ksztattu znaé uogélnione przemieszczenia gy odpowiednich czastek d,
Jad (A=1, .., m) ciala dyskretyzowanego, czyli funkcje g, {d, 1) i jej przyrosty
A, 9’31 (, ).

W oelu okreslenia funkeji ¢ (d, 7} i 44 dpi (d, 7) (dalej ograniczymy si¢ jedynie
do zagadniefi quasi-statycznych) wprowadzimy pojecia dyskretnego warunku
plastycznosei i dyskretnego potencjatu plastycznego, Przyjmijmy, Ze dla kazdego
elementu dyskretnego E € £ mozna okresli¢ skalarng, rézniczkowalna funkcje w posta-
ci b=&(d, T,*(d,1),1,(d, 1), deE, taka, ze <0, przy czym

{3.4) @ <0,

gdy clement £ moze byé traktowany jako sprezysty;

35 . 0P . P 0P . 0
( . ) @:0, @""aTaATa +atﬂ ta: 2

gdy nastapito uplastycznienie elementu E i mamy proces obcigzenia;
3.6) $=0, <0,

gdy element jest odcigzany ze stanu plastycznego (i zachowuje sic w sposéb spre-
Zysty). :

Zwroémy uwage, ze w tym miejscu dokonujemy jedynego przyblizenia w sto-
sunku do klasycznej teorii, stwierdzenie bowiem o uplastycznieniu si¢ elementu E
nie jest jednoznaczne i zalezy od przyjetej postaci funkcji @ (tzn. dia danego kla-
sycznego warunku plastycznodei, np. Treski czy Hubera-Misesa mozna tu wprowa-
dzi¢ wiele réznych funkcji @, opisujacych uplastycznienie calego elementu dyskret-
nego}. Pomimo e w wielu szezegGlnych przypadkach (por. p. 4) problem ustalenia
postaci funkcji @ daje sie latwo rozwiazaé, a przy dostatecznie gestym podziale na
elementy skosficzone jego wplyw na rozwiazanie powinien byé niewielki, to jednak
sprawa ta w konkretnych zagadnieniach brzegowych wymaga niewatpliwie dalszych
badan. Zaznaczalismy poprzednio, ze wielkosci g%, 4, ¢° traktujemy jako skladowe
wektoréw z a-wymiarowej przestrzeni V", a wielkoéci T4, t, jako skladowe wekio-

(*) Taka addytywnos$¢ nie zachodzi dla duzych przemicszezeft sprezysto-plastycznych przy
zwyklych definiciach miar odksztalcent spreystych i plastycznych (por, [11 i 12]).
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6w z przestrzeni V¥, Przyjmijmy dla wygody w dalszych rozwazZaniach nastepu-
jace oznaczenia:

(q“, AI qa, vory Am qa)m(qa, AA Q‘a) € V(A+1)m=CK’

an | Aty .
(ts Tgs vy Ty =(ta, T,Y) € YA+ DY
A=L..,m

Warnnek plastycznodcl @=& (d, ...) mozemy wdwezas interpretowac jako powierz-
~ chni¢ w przestrzeni )C*. Przy przyjetych oznaczeniach na analogicznej drodze do
drogi stosowanej w klasycznej teorii plastycznoscl mozerny dojéé do sformutowania
podstawowych wlasnodci dyskretyzowanego ciala plastycznego. W szezegdinodei
z zalozenia o statecznodci materialu, ktdre przybierze tu postaé

(3.8) TA Ay g8 —1a =0
oraz 7 (3.5), wynikajg rdwnania

e ] . Ac’@
39 Aduap=Agpi» A="45 >

edzie J jest skalarnym mnoznikiem. Réwnanie (3.9) przedstawia tzw, stowarzyszone

prawo plynigcia w ujeciu dyskretyzowanym, kidre stwierdza, ze powierzchnia ply-

niecia plastycznego @ jest potencjalem dla uogdlnionych predkodci odksztalcef.
Z (2.3) mamy '

. ] bele)) oo
{3.10) Ly=TA4, q;’l—faq;'F A aTA_I_ A=0,

gdyz predkosé zmiany energii odksztatcenia plastycznego powinna by¢ dodatnia
przy obcigZeniu ze wzgledu na nieodwracalnodé odksztalcen plastycznych. Jezeli
zatozymy, Ze powierzchnia plynigeia w przestrzeni X * a) jest wypukla, b) otacza-
poczgtek uktadu wspolrzednych (odpowiadajacy stanowi beznaprezeniowemu), to

a2 92 =0
a aTaA—Haata > przy =0.
Stad oraz z (3.10) wynika, Ze
=0, gdy &<0 lub &=0 i &<0;

4>0, gdy @&=0 i @=0.

Dodajmy, Ze¢ powierzchnia @ (d,, ...)=0 w przestrzeni “(* niekoniecznie musi
mie¢ jednoznacznie okreslone pochodne d@/0t,, d@/dT,A. W takim przypadku moina
przeprowadzi¢ takie samo rozumowanie jak w klasycznej teorii plastycznodei [10].

We wprowadzonym wyzej ujeciu formalnym mozna réwniez sformutowaé
wszystkie definicje i twierdzenia znane w klasycznej teorii nosnoéci granicznej.
I tak np. pole naprezen uogdlnionych T,% (¢) i 1,(d), de P nazwiemy statycznie
dopuszczalaym, jes spelnione sg nastgpujgce warunki:

a) T, 11, spelniaja dla wszystkich d € D rdwnania rownowag1 (2.2), a na brzegu
D odpowiednie warunki brzegowe [4];
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b) dla wszystkich de D spelniony jest warunek

Jak widaé, w definicji tej nie wystgpuja w ogdle wielkoéci nogdlnionych preze-
mieszczen g° i 4, g% Wykorzystujac twierdzenia teorii noénodei granicznej [10], na
podstawie tego faktu moZemy oszacowad rzeczywista warto$¢ obcigzenia granicz-
nego konstrukcjii bez rozpatrywania Kkinematyki zagadnienia (statyczna metoda
okreélania nodnodei granicznej). Przykiady poszukiwania obcigZenia granicznego

@ (d, T, £,}<0.

ta metoda podamy w nastgpnym rozdziale.

4. PRZYKLADY ROZWIAZAN W TEORII NOSNOSCI GRANICZNE] CIAL DYSKRETYZOWANYCH

Na podstawie wprowadzonych wyZej pojec zajmiemy si¢ analizq no$nosci gra-
nicznej plyt i rusztéw. W tym celu napiszemy najpierw réwnania réwnowagi (2.2)
dla przypadku zagadnienia plaskiego z obcigzeniem prostopadlym do plaszczyzny
konstrukeit, czyli dla tzw. zagadnienia «plytowego». Podstawiajac do (2.2) nastepu-
jace wielkodci [8]:

@n

otrzymujemy

(4.2)

Wszystkie wielkosci odniesione sg teraz do kartezjaniskiego prostokatnego

T A= 14485, mA,
te=0y_3 " I3 27,
.f;:=§:§fk+‘5g-3 gy
g° =60 w4883 o,
a=1,..,6, k=1,273,

A_A tkd+ﬁ¢:05

ZA mkA—I_SRm" I/T tnA_E_mk:O‘

ukladu wspéhrzgdnych w przestrzeni fizycznej.

Wprowadzajgc ogdlny ukiad wspohrzednych [2] oraz oznaczajac bazy w kazdej
z przestrzeni Vji(d) przez g;(d), g,(d), n(d), otrzymamy réwnania réwnowagi

opisujace zagadnienie plytowe w postaci [8]

(4.3)

gdzie

(4.4)

’3,1 fA+f:0,
"G mEA R, Dt mF =0,

(=15 ggp 1y,
myt =m* gt g,

Ii=15 gg* 1, %,

So=1* grrtfin,
m=m" ggt+mmy,

K Kk —_
€ M—‘Ekm"g ng My, K= 1: 2;

k=1,2,3,




PODSTAWY TEORII PLASTYCZNEGO PLYNIECIA CIAR DYSKRETYZOWANYCH 285

Symbol ‘8, oznacza operator réznicowania absolutnego w dwuwymiarowej pod-
przestrzeni przestrzeni v} (d) [21.
Rownania réwnowagi (4.2) [a zatem réwniez réwnania (4.3)] mozna napisaé

w innej, réwnowaznej postaci, nieco inaczej defininjac skladowe stanu odksztatce-
nia [4,7 i 8]

. Te postaé rdwnan réwnowagi przytoczymy réwniez, niekiedy bowiem jest ona
wygodniejsza w zastosowaniach do konkretnych probleméw:

"84 tAHf=0,

{4.5) _ -
‘64 n8AH S 8y (T AT P+ m* =0,

gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:

D =0(f_4d),
Py =T7(d) g™ (d),
alA = kA 1

ey 1 1M
oraz gdzie ¢: D— R oznacza dowolna funkcje rzeczywista.

4.1. Ruszt prostokqtny zbudowany z dwu rodzin prostopadiych belek

Jako pierwszy przyklad zastosowania powyiszej teorii Tozpatizymy prosty
ruszt prostokatny (rys. 1).

3 Zp

er— ’/// N Zﬁ'///é’i’(Z/}é
a7 i
= L ﬁ Poy+?) et y+1) %
1 4 v
L é _ frgl  ifxety) [6
“7;2 (80) g _
-Q7{;é 4[/;;'
< é %
et 24 f’//f
S 7

/,7_/7/7,7’/'7 o L s
af?l a a Ai a |« AL a !a/?;

Rys. 1

Zalézmy, ze belki sa przegubowo podparte na brzegach, a sztywno polgczone
ze soba w wezlach rusztu. Przyjmijmy ponadto dla ustalenia uwagi, ze osie ukladu
wspblrzednych przebiegaja wzdiuz belek (rys. 1), a kazda z obu rodzin A=1, A=1I
ma parzysta liczbg réwnoodleglych od siebie belek(%).

{*) Rozpatrzenie preypadku, w ktorym w jednej Jub w obu rodzinach jest nieparzysta liczba
belek, nie przedstawia zadnych trudnosci.
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Problem okre$lania intensywno$ci obciaZenia granicznego dla takiej konstrukceji
byt rozpatrywany w pracach [13 i 14]. Podane tam rozwigzania otrzymano jednakze
przy bardzo silnym zaloZeniu upraszczajacym, zakladajac brak sztywnosci skretnej
w belkach rusztu. W ten sposGb otrzymana tam warto$¢ obcigzenia granicznego
musi byé znacznie mnigjsza od obclazenia rzeczywistego.

Skorzystajmy w naszych rozwaZaniach z ukladu réwnan (4.5). Skladowe 74, n*4
maja w tym przypadku prosty sens fizyczny: sa one skladowymi sit wewnetrznych
w Srodkowych przekrojach belek obu rodzin (rys. 2).

L aloye7)
3 n*xy)
"yl
D e
=
oy
5 nU{x,g)
) A=T n"xy) 10t y)
7 o T
as? a/?
|
Rys. 2

Z réwnaf (4.5), eliminujac sity poprzeczne t4 otrzymamy w formie rozwinictej
nastgpujace réwnanie(®):
4 6 1 52 1H 1.4 1 iI 1 21 1 3221
(4.6) ?Ann 441 4 T —;Aln =gab,
gdzie ¢ jest réwnomiernym obciazeniem rusztu wyrazenym w kG/m2, przekazywa-
nym wylgeznie na wezly konstrukeji. Rozklad momentéw zginajacych i skrecaja-
cych w srodkowych przekrojach odcinkéw belek rusztu przyjmiemy w nastgpnjacej
postact (moZna sprawdzié, Ze obrane funkcje daja dla praktycznie stosowanych
rusztow statycznie dopuszczalne pola momentdw):

@7 nM=my(1=&%, n'M=—mfl(1—9?),

2
nll

ntl=ml &y, = —my &y,

gdzie E=x/m, y=y/m, 2m oznacza liczbg belek w rodzinie Il-ej, 2n liczbe belek
w rodzinie I-ej, mg graniczny moment zginajacy w belkach rodziny A-ej, A=1, II
oraz ity graniczny moment skrecajacy w belkach rodziny A-ej, A=1, 11,

(*) Zwréémy uwage na podobietistwo tego wzoru do klasyeznego réwnania réwnowagi ele-
mentu plyty, powstajacego z rownan réwnowagi po wyeliminowaniu sit poprzecznych. Inne znaki
przy sktadnikach po lewej stronie wzoru (4.6) wynikajg z przyjetei tu konwencji znakowania,
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Latwo stwierdzi¢, analizujac rys. 11 2 oraz wzdr (4.7), 7e przngte pole momentdw
spelnia nastgpujgce warunki stanu granicznego:

1} osiagania przez momenty zginaigce w $rodkach rozpigtofci belek rusztu
odpowiednich wartosci granicznych, charakteryzujacych obie rodziny;

2) osiaganie przez momenty skrecajace wartoéci granicznych w tych przekrojach
belek obu rodzin, ktére sa najblizsze narozom ruszin.

' Podstawiajqc'(4.7) do (4.6) otrzymamy po prostych rachunkach

1 [2mya 2myb ityatiy b
(4.8) g2a2b2[ —+—+ .

n m? R

W przypadku braku sztywnosci skrgtnej belek w obu rodzinach mamy Ay =nry =0,
a wzor (4.8) pokrywa si¢ z rozwigzaniem uzyskanym w pracy [13]. Poniewaz #t}
i Fiy sa dodatnie, wige (4.8) daje wigksza warto$é obcigZenia g1an1cznego od propo-
nowanej w pracy [13] i jest rozwiazaniem blizszym rzeczywistemu.

4.2. Nosno$¢ graniczna rusztu gwiazdzistego z n-krotng osiq symetrii

Jako drugi przyktad rozpatrzmy ruszt pokazany na rys. 3. Parametry geometrycz-
ne tego zadania wskazuja, Zze najwygodniej bedzie rozpatrzyé zadanie w ukladzie

oe=2m/n

nfd)=g,(d)>gy ()

Rys, 3

wspolrzegdnych ogdlnych [2], zwanym dalej ulkladem biegunowym. W tym celu
wprowadzmy lokalne bazy wektorowe gz (d)i n(d) (K=1,2) (rys. 3). Nie jest to
Jjedyny mozliwy sposéb wprowadzenia ukladu biegunowego: inaczej niz w geometrii
rozniczkowej pod pojeciem «uklad biegunowy» kryje si¢ tu kilka mozliwosci opisu,
roznigeych si¢ przy praktycznym ich wykorzystaniu.

Rozprawy Inzynierskie — 7



288 MICHAE KLEIBER

Skladowe poszezegélnych wektoréw, wystepujacych w rozwazaniach geometrycz-
nych, odniesione do plaskiego ukladu wspolrzednych kartezjanskich (z¥), k=1, 2;
wynoszg odpowiednio:

r=x'F [cos ax?, sin ax?], dyr=1; {cos ax?, sin ax?],
Ar"—ZII‘}— sin x2~|-i. » 2+1
nr=2x' hsin— o o }soosalxt oy,
g =g1.= foos ax?, sin ax?], g; =g?=[—sin ex?, cos dxz}.
A18:=0,  A4g,=0,
o

: : 1 1y
= m—1 —sint 2. 21—
Angy 2sm2{ sma(x +2),cos:x(x —I-Z)A

-

(4.9)

-

o aan A U P A Y
dng,= 251n2[cosa(x —5—2 , 81N o x.+2 |

ﬁlglmo’ ZI g2=0:

-

o il 1Y cosrf — L]
A gy = sin — —sinu|x > scosa|x 7]

- .o , 1 , , !
Allgz=—2SIn—§“ cos u{x® =, sin o | X* =),

gdzie x'=a,—1,ay,..,a~1,a; x*=0,1,..,n~1,n; a;,a oznaczaja dowolne
liczby naturalne takie, %e a, <a, r=2mn/« liczbe belek promieniowych oraz 7 diu-
goéé segmentéw belek promieniowych (rys. 3). Wykorzystujac (4.4) oraz wzory
podane w pracach [2 i 8] otrzymujemy

L __,, L_,K ..
exr=e""=e ="y =g,
gdzic e, oznacza dwuwamiarowy symbol permutacyjny,

b=/ [cos ex?, sin & xz]_,

o 1 1
LT R S 2 2.
In=2x"hsin 2 [ smoc(x +2),cosm(x -} 2)],

o
(4_10) 111=h, IIZ=0, lﬁ= —2x1hsin2?, Illiﬁxl B sin o,

% o«
Gl,=—2sin?—, Gh,=—sino, Gp,=sna, Gf[2=v—2s1n23,

o o
2 » 1 . 2 . 2 -
G2, =2sin>—, Giy=-—sine, Gig=sina, G3;=2sin>",

Pozostale Gr,, G, sa rowne zerw.
. -Skorzystamy z réwnafi rownowagi (4.5), w ktorych

D=5 ge* (@),  LE@)=15(f-ad).
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Przy tym podstawieniu znajdziemy
. =y ['cos ax?, sin ax?],

) o ,1 SRR B 1 . -
]H=2x1hsin—[_sinor,(xz—“-),coso:(xz———)], :
2 2
(4.11) : N A 2

= 74 =
I1e2x! hsin® —, [P=x'hsina
11 2 m= :

' Rozpatrzmy typowy element rozwazanego rusztu:i:dzialajace na niego sily
wewneirzne (rys. 4). Z warunkdw symetru (rozpairywac bgdziemy jedyni= obcigzenia
majace n-krotng o§ symetrii i przylozone - - . ... e

do WQzlow rusztu) Wymka Ze _ ‘ nf g \ g

11 ) i.l 11{ e

=0, #* tg 5

(4.12) - o
M=0,  Ag g=Ag ¢=0.

dia dowolnej funkcii p: D—R.
Réwnanie (4.5); napiszemy w postaci

(4.13) Ay 11H£=0,

gdzie f oznacza sile przylozona do werla
d, a (4.5); w postaci

(4.14) A m* DG ) n (o, d)+—6 M UM (d) 2 (d)-f—lM (d) " (d)]
Dla K=1 mamy stad ‘
A -G n A (f_y ) =05 G{Il-nln_i"GZH =0,

Rys. 4

o
25111 —2“n —smor.nz";(},'-”

a wiec pO wykorzystamu (4 12), réwnanie to spelmone Jest tozsamoscmwo Dla
K=2 otrzymujemy T :

(4.15), i o Ay p®sine (H—tg 2) -“(lztlJrhtI) ().
Plszqc w.p.ostém rozwinigtej (4.13) dostamemy o
)~ 11 (f d)Jrf““
(@)=t d)-+f=0,

co- po Wstawmmu do (4 15) daje

czyli

@16 ' Azn2‘+n?“(1+tg?_%)siua——-h(z_f_urf)':o_.

Jest to podstawowe réwnanie problemu, ktére musi byé rozwigzane wraz z odpo-
wiednimi warunkami stanu granicznego i warunkami brzegowymi.
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Przyjmijmy, Ze ruszt obciazony jest w sposéb ciagly réwnomiernie roztozonym
obciaZeniem b, przekazywanym na wezly konstrukcji, oraz jest podparty jedynie
na brzegu zewngtrznym. Obc:iazeme dowolnego qula mozna okreslié w naste-
pujacy sposob:

“.17) f(x) =bh?® xsina, x=x!,

tzn. jako obciazenie zebrane z obszaru zakreskowanego (rys. 3). Réwnanie (4.13)
przybierze postaé
t'(x)—tI(x—1)=—bh* x sin a.
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja
bh? sin o
2

gdzie C jest dowolna stala. ObcigZenie z calego plata rusztu (4. jego I/n czgsel)
wynosi

bi?
4.19) Zf(x) bh* sin a 2 25111 : (@*—ai+a—ay).

x=ay; X=q,

(4.18) | H(x)=C— (x*+x),

Stala C obliczymy z warunku

b ,
t(a) = ——sin al(a®—ait+atay),
co daje
bh? sin «
(4.20) C=—F—(&—a).
Wstawiajac (4.20) do (4.18) oirzymuojemy
bh? sin «
4.21) tI(x)=T(ai—al—x2—x)

(funkcja ta spelia oczywiscie réwniez drugi warunek brzegowy #(a,—1)=0),
Je§li wykorzystamy (4.17) i (4.21), to réwnanie (4.16) przybierze postaé

- B o bh?
{4.22) Ay n*4att (1~{~tg2 7) sin o+ ——sin a (x? —a2+a)=0. -

Zakladajac, Ze promieniowé’ belki rusztu sg swobodne na brzegu wewnetrznym
rusztu, przegubowo za§ podparte na brzegu zewnetrznym, rowname (4 22) nalezy
rozwigza¢ wraz z nastgpujacymi warunkami brzegowymi:

(4.23) n*(@)=0, n*(a;—1)=0,

Réwnoczesnie nalezy spetni¢ w pewnych obszarach warunek stanu granicznego.
Przyjmujac, Ze przy odpowiednich stosunkach dlugosci 4/l pierwsze osiggna war-
t0$¢ graniczug momenty zginajace w srodkach belek «obwodowych» (. rodzmy
11-¢j), warunek stanu granicznego przedstawimy w prosiej postaci

[r 3
=y cos 7y 5
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gdzie m0 Jest zginajacym momentem granicznym dla belek II-ej rodziny, Wykotzystu-
jac (4.24) réwnanie (4 22) przedstawimy w nastepu}qcej postam
3

« b
(4.25) Ay 22" -2m) sin —=- 3 T(xz—alml—_al) si_noc:O. '

Rownanie (4.25) jest niejednorodnym réznicowym réwnaniem zwyczajoym
pierwszego rzedu na niewiadoma funkcie »*'(x). Rozwigzanie tego rdwnania
zawieraé bedzie jedna stala dowolna. Stala te oraz poszukiwana warto$é obcigZzenia
.granicznego b obliczymy z dwu warunkow brzegowych (4.23).

Yatwo stw1erd21c Ze rozwiazanic rownania (4. 25) ma postac

‘s bh3 sin «
(4.26) ‘(x) =D - [2x3+3x2—!—(l —6a1+6a1) x] 2mi xsin—-,
okreflajaca moment zginajacy w érodkach rozplqtosm segmentow belek I-¢j ro-
dzmy Z warunku n?t (al—l) 0 dostamemy -

bR sin « N ST
D=—7—(= 4a} —I-9a1—5a1)—l—2m (g1— l)sinj,

az warunku n*'(@)=0 wynika, ze

12mi (a— a1—|—1)

427 b=
h® cos- [a (a+1) 2a+1D+a, (ai — 1) {(— 5—|—4a1+6a)]
Dla a1 -—1 otrzymujemy

(4.28) b=

12 mll

1 cos % (@+1) Qa-+1)

Zauwazmy, ¢ w kazdym konkretnym zadanin nalezy 'spraWdzi_é, czy spetniony
gest warunek I ()] < i,
gdz;le nzl (x) Jest okreslone za pomoca wzoru (4. 26), a iy gest graniczrym momentem
zginajacym w belkach I-¢j rodziny; nalezy réwnicz sprawdzié, czy nie jest przekro-
czony warunek stanu granicznego w przekrojach przyweztowych belek obu rodzin
[15 i 16]. Jedynie bowiem w przypadku spelnienia tych warunkéw przyjete pole
momentdw zginajacych jest statycznie dopuszczalne. Zwréémy wreszcie uwagg
na fakt, ze we wzorach (4.27) i (4.28), okreflajacych noénoéé graniczng rusztu,
w mianowniku wystgpuje czynnik cos o/2. Pozornie jest to sprzeczne z intuicja,
przy. wzrodcie bowiem' kata o (czyli. «ostabianiu», rusztu) mamy zgodnie z (4.27)
1 (4.28) wzrost jego nosnoféci. Paradoks ten zwigzany jest z faktem, 2e przy wzroScie
kata o zmniejsza si¢ obszar zajmowany przez ruszt;, a tym samym obciaZenie catko-
wite konstrukcji (bedace iloczynem obcigzenis jednostkowego b-i pola powierzchni
rusziu). Zaobserwowane zjawisko wydaje sig jednak ciekawe i moze byé wykorzysta-
ne przy projektowaniu przekryé rusztowych.

Autor wyraza swojg gi@bokq wdziqczﬁoéé PaﬁﬁPfofesoroWi Cz. WOZNIAKOWI
za pomoc i dyskusje prowadzone w trakcie pisania pracy.
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PEUICHES 3a0a9% O HECyINel criocoGHOCTE HBYX THHOB INIOCKHX CTCPKHEBBIX CHCTEM.

SUMMARY
FOUNDATIONS OF PLASIIC FLOW OF DISCRETIZED BODIES
The paper formulates the foundations of the theory of plastic flow of disctetized bodies. Under
the notion of a discretized body we understand an approximate model of continuous media derived
in the process of discretization. The solution of the problem of the load carrying capacity of two

types of plane gridworks serves as an example of application of the theory.
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